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Пусть FLν(K) — финитарная линейная группа степени ν над кольцом K, где K — ассоциативное
кольцо с единицей. В работе изучаются периодические подгруппы группы FLν(K) в случаях, когда K —
целостное кольцо (теорема 1) и коммутативное нетерово кольцо (теорема 2). В этих случаях доказано,
что периодические подгруппы группы FLν(K) локально конечны, и описана их нормальная структура.
В теореме 3 описано нормальное строение конечно порожденных разрешимых подгрупп группы FLν(K)
в случаях, когда K — целостное кольцо, коммутативное нетерово кольцо и произвольное коммутативное
кольцо. Показано, в последнем случае эта структура является наиболее сложной.
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Пусть V — векторное пространство над полем F . Подгруппы группы GL(F, V ) всех авто-
морфизмов пространства V называются линейными группами. Если V имеет конечную раз-
мерность над F , то GL(F, V ) можно рассматривать как группу невырожденных (n×n)-матриц,
где n = dimFV . Эту группу принято обозначать через GLn(F ). Конечномерные линейные
группы играют важную роль в различных областях математики, физики и естественных на-
ук и исследовались достаточно много. Если же V — бесконечномерное пространство над F ,
ситуация кардинально меняется. Исследование данного класса групп требует дополнитель-
ных ограничений. Этот класс групп интенсивно изучался в последние десятилетия. Следует
отметить, что в данном направлении был получен ряд интересных результатов. Так в [1] ав-
торами описана структура бесконечномерной линейной группы G, такой что фактор-группа
G/Z конечна, где Z — верхний гиперцентр G. В [2] исследовались бесконечномерные линей-
ные группы с ограничениями на подгруппы фундаментального идеала данных групп. Также
изучались бесконечномерные линейные группы со слабым условием минимальности для неко-
торых подгрупп [3], бесконечномерные линейные группы с ранговыми ограничениями [4] и
бесконечномерные линейные группы с условием минимальности и условием максимальности
для заданного класса подгрупп [5; 6]. Бесконечномерные линейные группы с ограничениями
на некоторые системы подгрупп исследовались в [7–9].

Другим важным направлением в алгебре является изучение группы GLn(K) невырожден-
ных (n × n)-матриц, где K — ассоциативное кольцо с единицей. Ю.И.Мерзляков [10] рас-
сматривал финитарные линейные группы степени ν над кольцом K. Пусть K — ассоциатив-
ное кольцо с единицей, ν — линейно упорядоченное множество с порядком ≤, A — матрица
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степени ν над K с элементами mij(A), i ∈ ν, j ∈ ν. Рассматриваются всевозможные подмно-
жества ν ′ ⊆ ν такие, что вне ν ′ × ν ′ матрица A совпадает с единичной. Пересечение всех
подмножеств ν ′ с этим свойством само обладает данным свойством и поэтому является наи-
меньшим подмножеством с этим свойством. Это множество называется носителем матрицы

A и обозначается через supp(A). Матрицы с конечными носителями называются почти еди-

ничными или финитарными. Финитарные матрицы A и B умножаются по обычному правилу
mij(AB) =

∑

k mik(A)mkj(B). Сумма в правой части равенства содержит лишь конечное чис-
ло ненулевых элементов. Следовательно, supp(AB) ⊆ supp(A) ∪ supp(B). Если матрица A
обратима, то supp(A−1) = supp(A). Поэтому множество FLν(K) всех обратимых финитарных
матриц степени ν над кольцом K является группой. Эта группа называется финитарной ли-

нейной группой степени ν над кольцом K. Финитарной унитреугольной группой степени ν
над кольцом K называется группа UTν(K) всех финитарных матриц A степени ν над K с
дополнительным условием унитреугольности mij(A) = δij при i ≥ j.

Исследование группы FLν(K) было начато В.М.Левчуком в [11]. Ю.И.Мерзляковым в [10]
было установлено, что ни для какого кольца K с единицей и ни для какого бесконечного линей-
но упорядоченного множества ν финитарная унитреугольная группа UTν(K) не удовлетворяет
нормализаторному условию.

В настоящей работе продолжено изучение группы FLν(K). Периодические подгруппы ко-
нечномерной линейной группы локально конечны (см. [12, гл. 9]). В связи с этим естественно
возникает вопрос о структуре периодических подгрупп группы FLν(K). Авторы изучают пе-
риодические подгруппы группы FLν(K) в случаях, когда K — целостное кольцо (теорема 1) и
K — коммутативное нетерово кольцо (теорема 2). Также авторы исследуют структуру конечно
порожденных разрешимых подгрупп группы FLν(K), если K — целостное кольцо, коммута-
тивное нетерово кольцо, а также произвольное коммутативное кольцо (теорема 3). Основными
результатами работы являются теоремы 1–3.

При исследовании данного класса групп важную роль играют свойства групп автоморфиз-
мов конечно порожденных модулей над коммутативными кольцами [12, гл. 13]. Напомним, что
группа G называется квазилинейной, если G изоморфна подгруппе прямого произведения ко-
нечного числа конечномерных линейных групп [12, c. 186].

Доказательства основных теорем данной работы опираются на следующие два утвержде-
ния.

Утверждение 1 [12, теорема 13.3]. Пусть R — коммутативное нетерово кольцо и M —

конечно порожденный R-модуль. Тогда группа автоморфизмов AutR(M) модуля M содер-

жит нормальную подгруппу U , стабилизирующую конечный ряд подмодулей M и такую, что

фактор-группа AutR(M)/U квазилинейна. В частности, U унипотентна и нильпотентна

(как абстрактная группа).

Утверждение 2 [12, теорема 13.5]. Пусть R — коммутативное кольцо, M — конечно

порожденный R-модуль и G = AutR(M). Если R-модуль M может быть порожден t эле-

ментами, то группа G содержит нормальную подгруппу N такую, что фактор-группа G/N

вкладывается в декартово произведение линейных групп степени f ≤
[1

2
(t2 +1)

]

и N унипо-

тентна, локально нильпотентна и гиперабелева. Если M — свободный R-модуль, то можно

положить f = l, и тогда нильрадикал n кольца R нильпотентен, и поэтому подгруппа N
нильпотентна.

Пусть A =
⊕ν

α=1 Aα, если ν — непредельное порядковое число, и A =
⊕

α<ν Aα, если
ν — предельное порядковое число, где для любого порядкового числа α группа Aα изоморф-
на аддитивной группе кольца K. Далее группу A будем рассматривать как KG-модуль, где
G ≤ FLν(K). Всюду полагаем, что G 6= CG(A).

Лемма. Пусть B — KG-модуль, G — конечно порожденная подгруппа группы FLν(K) и

K — ассоциативное кольцо с единицей. Тогда G содержит нормальную абелеву подгруппу L
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такую, что фактор-группа G/L изоморфна некоторой подгруппе группы автоморфизмов ко-

нечно порожденного модуля над кольцом K.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G = 〈g1, g2, · · · , gn〉, где g1, g2, · · · , gn — некоторые эле-
менты группы G и ν ′ = supp(g1) ∪ supp(g2) ∪ · · · ∪ supp(gn). Ввиду строения элементов груп-
пы FLν(K) множество ν ′ конечно. Отметим, что для любого элемента g ∈ G имеет место
включение supp(g) ⊆ ν ′. Следовательно, G изоморфна некоторой подгруппе группы GLν′(K).

Пусть B =
⊕ν′

i=1 Ai, где для любого номера i группа Ai изоморфна аддитивной группе коль-
ца K. Тогда B можно рассматривать как KG-модуль. Поскольку G 6= CG(A), то G 6= CG(B).

Пусть C = CB(G). Тогда B имеет ряд KG-подмодулей 〈0〉 ≤ C ≤ B. Так как G ≤ CG(C), то
фактор-группа G/CG(C) тривиальна. Пусть теперь L = CG(C) ∩ CG(B/C). Каждый элемент
подгруппы L действует тривиально на каждом факторе ряда 〈0〉 ≤ C ≤ B. По теореме Ка-
лужнина [13, с. 144] подгруппа L абелева. По теореме Ремака G/L ≤ G/CG(C)×G/CG(B/C).
Отсюда ввиду тривиальности группы G/CG(C) вытекает, что фактор-группа G/L изоморфна
некоторой подгруппе группы G/CG(B/C). Так как множество ν ′ конечно, B можно рассмат-
ривать как конечно порожденный K-модуль. Следовательно, B/C также является конечно
порожденным K-модулем, и поэтому G/L изоморфна некоторой подгруппе группы автомор-
физмов конечно порожденного модуля B/C над кольцом K. �

Теорема 1. Если G — периодическая подгруппа FLν(K), где K — целостное кольцо, то

группа G локально конечна. Если множество ν счетно, то G = ∪i∈NGi, где G1 ≤ G2 ≤ · · · ≤
Gi ≤ · · · , и справедливы следующие утверждения:

(1) Gi содержит нормальную нильпотентную подгруппу Ni такую, что фактор-группа

Gi/Ni счетна для любого i ∈ N;

(2)
∏

∞

i=1Ni — подгруппа группы G;

(3) фактор-группа N1N2 · · ·Ni/Ni счетна для любого i ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть g1, g2, · · · , gn — некоторые элементы группы G и H =
〈g1, g2, · · · , gn〉, ν

′ = supp(g1) ∪ supp(g2) ∪ · · · ∪ supp(gn). Как и в лемме, устанавливаем, что
H изоморфна некоторой подгруппе группы GLν′(K). Поскольку K — целостное кольцо, то K
вкладывается в некоторое поле F . Отсюда вытекает, что H изоморфна некоторой подгруппе
линейной группы GLν′(F ). По [12, теорема 9.1 (i)] периодические подгруппы GLν′(F ) локально
конечны, следовательно, подгруппа H конечна, и поэтому G — локально конечная группа.

Пусть теперь множество ν счетно, i ∈ N и Gi — наибольшая подгруппа группы G та-
кая, что для любого элемента g ∈ Gi выполняется включение supp(g) ⊆ {1, 2, · · · , i}. Тогда
G = ∪i∈NGi, где G1 ≤ G2 ≤ · · · ≤ Gi ≤ · · · . По [12, теореме 9.5] группа Gi содержит нормаль-
ную нильпотентную подгруппу Ni такую, что фактор-группа Gi/Ni счетна. Тем самым п. (1)
доказан.

Подгруппа N2 нормальна в G2, следовательно, N1N2 — подгруппа в G2. Подгруппа N3

нормальна в G3, поэтому N1N2N3 — подгруппа в G3. Продолжив наши рассуждения, на i-м
шаге получим подгруппу N1N2 · · ·Ni группы Gi. Тем самым мы построили возрастающий ряд
групп N1 ≤ N1N2 ≤ · · · ≤ N1N2 · · ·Ni ≤ · · · . Отсюда вытекает, что 〈N1, N2, · · · , Ni, · · · 〉 =
∏∞

i=1Ni. Справедливость п. (2) установлена.
Так как фактор-группа Gi/Ni счетна для любого i ∈ N, то и ее подгруппа N1N2 · · ·Ni/Ni

счетна для любого i ∈ N, и тем самым п. (3) доказан. �

Теорема 2. Если G — периодическая подгруппа FLν(K), где K — коммутативное нете-

рово кольцо, то группа G локально конечна. Если множество ν счетно, то G = ∪i∈NGi, где

G1 ≤ G2 ≤ · · · ≤ Gi ≤ · · · , и справедливы следующие утверждения:

(1) Gi имеет ряд нормальных подгрупп Li ≤ Mi ≤ Ni ≤ Gi, где для любого i ∈ N подгруп-

па Li абелева, фактор-группы Mi/Li и Ni/Mi нильпотентны, Gi/Ni счетна;

(2)
∏∞

i=1Ni — подгруппа группы G;

(3) фактор-группа N1N2 · · ·Ni/Ni счетна для любого i ∈ N.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть g1, g2, · · · , gn — некоторые элементы группы G и H =
〈g1, g2, · · · , gn〉, ν

′ = supp(g1) ∪ supp(g2) ∪ · · · ∪ supp(gn). Как и в лемме выше, устанавливаем,
что множество ν ′ конечно и подгруппа H изоморфна некоторой подгруппе группы GLν′(K).
Так как G 6= CG(A), достаточно рассмотреть случай, когда H 6= CH(A).

Пусть B =
⊕ν′

j=1Aj , где для любого j группа Aj изоморфна аддитивной группе кольца K.
Тогда B можно рассматривать как KG-модуль. По лемме группа H содержит нормальную
абелеву подгруппу L такую, что фактор-группа H/L изоморфна некоторой подгруппе груп-
пы автоморфизмов конечно порожденного модуля над кольцом K. Тогда по утверждению 1
фактор-группа H/L является расширением нильпотентной группы при помощи квазилиней-
ной группы. Поскольку периодические линейные группы локально конечны (см. [12, теоре-
ма 9.1(i)]), то и периодические квазилинейные группы локально конечны. Отсюда с учетом
теоремы Шмидта [14, § 53] вытекает, что фактор-группа H/L конечна и поэтому конечна
подгруппа H. Следовательно, G — локально конечная группа.

Как и в теореме 1, устанавливаем, что если множество ν счетно, то G = ∪i∈NGi, где
G1 ≤ G2 ≤ · · · ≤ Gi ≤ · · · . Отсюда с учетом леммы и утверждения 1 следует, что группа Gi

обладает нормальной абелевой подгруппой Li такой, что фактор-группа Gi/Li является рас-
ширением нильпотентной группы Mi/Li при помощи квазилинейной группы (Gi/Li)/(Mi/Li).
Ввиду изоморфизма Gi/Mi ≃ (Gi/Li)/(Mi/Li) получаем, что фактор-группа Gi/Mi квазили-
нейна. Так как периодическая линейная группа является счетным расширением нильпотент-
ной группы (см. [12, теорема 9.5]), то и периодическая квазилинейная группа — счетное рас-
ширение нильпотентной группы. Следовательно, Gi/Mi содержит нормальную нильпотентную
подгруппу Ni/Mi такую, что фактор-группа Gi/Ni счетна. Тем самым справедливость утвер-
ждения (1) доказана.

Справедливость утверждений (2) и (3) устанавливается так же, как и в теореме 1. �

Рассмотрим теперь локальную структуру группы FLν(K).

Теорема 3. Пусть G — конечно порожденная разрешимая подгруппа группы FLν(K).
Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) если K — целостное кольцо, то G содержит ряд L ≤ N ≤ G нормальных подгрупп,

где L — абелева группа, N/L — нильпотентная группа, а G/N — полициклическая группа;

(2) если K — коммутативное нетерово кольцо, то G содержит ряд L ≤ N ≤ G нор-

мальных подгрупп, где L — абелева группа, N/L — метанильпотентная группа, а G/N —

полициклическая группа;

(3) если K — коммутативное кольцо, то G содержит ряд L ≤ M ≤ N ≤ G нормаль-

ных подгрупп, где L — абелева группа, M/L — локально нильпотентная группа, N/M —

нильпотентная группа, а G/N — полициклическая группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если K — целостное кольцо, то K вкладывается в некоторое
поле F , и поэтому группа G изоморфна некоторой конечно порожденной подгруппе груп-
пы GLn(F ). Из леммы, доказанной выше, и теоремы А.И.Мальцева (см. [12, теорема 3.6])
следует, что G обладает нормальной абелевой подгруппой L такой, что фактор-группа G/L
имеет нормальную подгруппу конечного индекса, коммутант N/L которой нильпотентен. Так
как группа G конечно порождена, то фактор-группа (G/L)/(N/L) полициклическая. Ввиду
изоморфизма (G/L)/(N/L) ≃ G/N фактор-группа G/N также является полициклической.
Следовательно, G содержит ряд L ≤ N ≤ G нормальных подгрупп, где L — абелева группа,
N/L — нильпотентная группа, а G/N — полициклическая группа. Тем самым утверждение (1)
доказано.

Если K — коммутативное нетерово кольцо, то из леммы и утверждения 1 следует, что
G обладает нормальной абелевой подгруппой L такой, что фактор-группа G/L является рас-
ширением нильпотентной группы S/L при помощи квазилинейной группы (G/L)/(S/L). Из
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изоморфизма (G/L)/(S/L) ≃ G/S и строения конечно порожденной разрешимой квазилиней-
ной группы вытекает, что G/S обладает нормальной нильпотентной подгруппой N/S такой,
что фактор-группа (G/S)/(N/S) полициклическая. Отсюда следует, что фактор-группа G/N
полициклическая. Так как фактор-группы N/S и S/L нильпотентны, то N/L метанильпотент-
на. Поэтому G содержит ряд L ≤ N ≤ G нормальных подгрупп, где L — абелева группа, N/L —
метанильпотентная группа, а G/N — полициклическая группа. Утверждение (2) доказано.

Пусть теперь K — произвольное коммутативное кольцо. Тогда G изоморфна некоторой под-
группе конечномерной линейной группы GLt(K). По лемме и утверждению 2 группа G содер-
жит нормальную абелеву подгруппу L такую, что фактор-группа G/L включает нормальную
подгруппу M/L, для которой фактор-группа (G/L)/(M/L) вкладывается в декартово произ-

ведение
∏

α∈AGα конечномерных линейных групп Gα степени f ≤
[1

2
(t2 + 1)

]

, и группа M/L

унипотентна, локально нильпотентна и гиперабелева. Отметим, что (G/L)/(M/L) ≃ G/M .
Проекция Hα фактор-группы G/M на каждую подгруппу Gα — разрешимая конечномерная
линейная группа степени f . По теореме А.И.Мальцева [12, теорема 3.6] каждая группа Hα со-
держит нормальную подгруппу Rα такую, что |Hα : Rα| ≤ µ(f), причем Rα содержит нильпо-
тентную подгруппу Dα такую, что Dα — нормальная подгруппа в Gα и фактор-группа Rα/Dα

абелева. Следовательно, группа H =
∏

α∈AHα содержит нормальную нильпотентную подгруп-

пу D =
∏

α∈ADα ступени нильпотентности, не превосходящей числа f−1. Фактор-группа H/D

включает нормальную абелеву подгруппу R/D, где R =
∏

α∈ARα, такую, что (H/D)/(R/D) —
локально конечная группа периода, не превосходящего числа µ(f)!. Следовательно, H/R так-
же является локально конечной группой конечного периода. Так как H/R конечно порождена,
то H/R конечна. Отсюда вытекает, что группа G содержит ряд L ≤ M ≤ N ≤ G нормальных
подгрупп, где L — абелева группа, M/L — локально нильпотентная группа, N/L — нильпо-
тентная группа, а G/N — полициклическая группа. Утверждение (3) доказано. �
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