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Многообразие Брискорна B(p, q, r) является r-листным разветвленным циклическим накрытием трех-

мерной сферы S3 с ветвлением вдоль торического узла T (p, q). Обобщенными группами Сирадски S(m, p, q)
называют группы с m-циклическим представлением Gm(w), где слово w имеет специальный вид, за-

висящий от p и q. В частности, S(m, 3, 2) = Gm(w) есть группа с m порождающими x1, . . . , xm и m

определяющими соотношениями w(xi, xi+1, xi+2) = 1, где w(xi, xi+1, xi+2) = xixi+2x
−1

i+1
. Циклические

представления групп S(2n, 3, 2) в виде Gn(w) исследовались Дж. Хоуи и Г. Вильямсом: они показали,

что n-циклические представления являются геометрическими, то есть соответствуют спайнам замкнутых

трехмерных многообразий. В данной работе аналогичный факт устанавливается для групп S(2n, 5, 2).
Показано, что в обоих случаях многообразия являются n-листными разветвленными циклическими на-

крытиями линзовых пространств. Для классификации некоторых из построенных многообразий была

использована разработанная С. В.Матвеевым компьютерная программа “Распознаватель”.
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1. Трехмерные многообразия с циклической симметрией

1.1. Примеры многообразий с циклической симметрией

В работе исследуется связь между трехмерными замкнутыми многообразиями Брискорна и
обобщенными группами Сирадски. Многообразие Брискорна B(p, q, r) [1] является r-листным
разветвленным циклическим накрытием трехмерной сферы S3 с ветвлением вдоль торического
узла T (p, q). Обобщенными группами Сирадски S(m, p, q) [2] называют группы с циклическим
представлением Gm(w), где слово w имеет указанный ниже специальный вид, зависящий от
положительных целых p и q, где p = 1+dq и d ≥ 1. В частности, S(m, 3, 2) = Gm(w) есть группа

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант N 15-01-07906).
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с m порождающими x1, . . . , xm и m определяющими соотношениями w(xi, xi+1, xi+2) = 1, где
w(xi, xi+1, xi+2) = xixi+2x

−1
i+1.

Циклические представления групп S(2n, 3, 2) (случай q = 2, d = 1) в виде Gn(w) исследова-
лись Дж. Хоуи и Г. Вильямсом в [3]. А именно, они показали, что n-циклические представления
S(2n, 3, 2) = Gn(xixi+2x

−1
i+1) являются геометрическими, то есть соответствуют спайнам за-

мкнутых трехмерных многообразий. В данной работе аналогичный факт устанавливается для
групп S(2n, 5, 2) (случай q = 2, d = 2). А именно, в теореме 4 показывается, что n-циклические
представления

S(2n, 5, 2) = Gn(xixi+1x
2
i+2xi+3xi+4x

−1
i+3x

−1
i+2xi+1xi+2xi+3x

−1
i+2x

−1
i+1)

являются геометрическими. В предложениях 2 и 3 устанавливается, что в обоих случаях мно-
гообразия являются n-листными разветвленными циклическими накрытиями линзовых про-
странств.

Напомним, что топологические и геометрические свойства трехмерных многообразий яв-
ляются предметом многочисленных исследований с различных точек зрения. В зависимости от
поставленной задачи, используются подходы к построению и описанию трехмерных многообра-
зий, основанные на триангуляциях, разбиениях Хегора, хирургиях, разветвленных накрытиях
и других методах. Каждый из подходов имеет свои сильные стороны. Основные определения
и понятия теории трехмерных многообразий можно найти в книге Дж. Хемпеля [4]. Весьма
плодотворным оказалось представление трехмерных многообразий их спайнами. Теория спай-
нов трехмерных многообразий была развита в работах С.В.Матвеева, его коллег и учеников.
Основные результаты теории спайнов изложены и систематизированы в монографии [5]. Ме-
тоды и результаты табулирования трехмерных многообразий представлены также в обзоре [6].
Представление трехмерных многообразий спайнами используется в программном комплексе
“Распознаватель трехмерных многообразий” [7], созданном и развиваемом под руководством
С.В.Матвеева. Этот программный комплекс содержит как оригинальные программные сред-
ства для распознавания и исследования трехмерных многообразий, так и огромную базу трех-
мерных многообразий, представленных своими спайнами. Так разработанные программные
средства позволяют во многих частных случаях исследовать группы симметрий трехмерных
многообразий и выяснять вопросы о накрытиях многообразий.

В данной работе мы будем обсуждать связные замкнутые ориентируемые трехмерные мно-
гообразия, обладающие циклической симметрией, которая действует на многообразии с непо-
движными точками. Более того, нас будут интересовать те случаи, когда циклическая симмет-
рия соответствует представлению многообразия как разветвленного циклического накрытия
трехмерной сферы S3 или линзового пространства L(p, q). К настоящему времени примеры
таких многообразий хорошо известны. Напомним некоторые из них.

• Сферическое и гиперболическое додекаэдральные пространства, построенные
К. Вебером и Г. Зейфертом в 1931 г. в работе [8]: первое из них является 3-листным
циклическим накрытием S3, разветвленным над узлом трилистник, а второе является
5-листным циклическим накрытием S3, разветвленным над двухкомпонентным зацеп-
лением Уайтхеда.

• Наименьшее по объему замкнутое ориентируемое трехмерное гиперболическое многооб-
разие, обнаруженное С.В. Матвеевым и А.Т. Фоменко [9] и независимо Дж. Виксом [10],
является 3-листным циклическим накрытием S3, разветвленным над двухмостовым уз-
лом 7/3 [11].

• Многообразия Фибоначчи, построенные Х. Хеллингом, А.Ч. Кимом и Й. Меннике в ра-
боте [12], являются n-листными накрытиями S3, разветвленными над узлом восьмерка.

• Многообразия Сирадски, определенные А. Сирадски в [13], как установлено А. Кавик-
киоли, Ф. Хагенбартом и А.Ч. Кимом [2], являются n-листными циклическими накры-
тиями S3, разветвленными над узлом трилистник.
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Хорошо известно, что узел трилистник принадлежит к семейству торических узлов (как то-
рический узел трилистник имеет обозначение T (3, 2)). Таким образом, многообразия Сирадски
из [2; 13] принадлежат к более широкому классу многообразий, известных как многообразия
Брискорна.

1.2. Многообразия Брискорна

Напомним, что Э. Брискорн [1] (см. также монографию Дж. Милнора [14]) инициировал
исследование следующих объектов. Для целых α1, α2, . . . , αn+1 ≥ 2 рассмотрим многочлен
вида

f(z1, z2, . . . , zn+1) = (z1)
α1 + (z2)

α2 + · · · + (zn+1)
αn+1 .

Очевидно, начало координат является его единственной критической точкой.
Многообразием Брискорна B(α1, α2, . . . , αn+1) называется пересечение комплексной гипер-

поверхности V = f−1(0) с (2n + 1)-мерной сферой единичного радиуса

S2n+1 = {(z1, z2, . . . , zn+1) ∈ C
n+1 : |z1|

2 + |z2|
2 + · · ·+ |zn+1|

2 = 1}.

Многообразие Брискорна является гладким многообразием размерности 2n− 1. Интерес к
исследованию этих многообразий связан, в частности, со следующим удивительным фактом,
доказанным Дж. Милнором [14]: многообразия Брискорна, соответствующие многочленам

f(z1, z2, z3, z4, z5) = z6k−1
1 + z32 + z23 + z24 + z25

для k = 1, 2, . . . , 28, представляют 28 попарно недиффиоморфных экзотических сфер, каждая
из которых гомеоморфна обычной семимерной сфере.

Нас будет интересовать случай, когда многообразие Брискорна является трехмерным. Сле-
дуя Дж. Милнору [15], для целых p, q, r ≥ 2 обозначим

B(p, q, r) = {(z1, z2, z3) ∈ C
3 : zp1 + zq2 + zr3 = 0, |z1|

2 + |z2|
2 + |z3|

2 = 1}.

Как показано в лемме 1.1 из работы [15], многообразие B(p, q, r) является r-листным цикличе-
ским накрытием сферы S3, разветвленным над торическим зацеплением T (p, q). В силу того,
что в определение многообразия B(p, q, r) параметры p, q и r входят симметрично, оно так-
же является q-листным циклическим накрытием S3 с ветвлением вдоль T (r, p) и p-листным
циклическим накрытием S3 с ветвлением вдоль T (q, r).

Напомним, что торическое зацепление T (p, q) может быть определено как множество то-
чек (z1, z2) на единичной трехмерной сфере, которые удовлетворяют уравнению zp1 + zq2 = 0.
Это зацепление имеет d компонент, где d — наибольший общий делитель чисел p и q. Компо-
нента с номером n, 1 ≤ n ≤ d, может быть параметризована следующим образом:

z1 = exp(2πit/p), z2 = exp(2πi(t + n+ 1/2)/q)

для 0 ≤ t ≤ pq/d.
Другое описание торических зацеплений может быть дано на языке теории кос. Пусть Bp —

группа геометрических кос на p нитях со стандартными порождающими σ1, σ2, . . . , σp−1. Тогда
замыкание косы (σ1σ2 · · · σp−1)

q является торическим зацеплением T (p, q).
В [15] показано, что многообразие Брискорна B(p, q, r) является сферическим, если 1/p +

1/q + 1/r > 1; нильпотентным, если 1/p + 1/q + 1/r = 1, и S̃L(2,R)-многообразием, если
1/p + 1/q + 1/r < 1.
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2. Группы с циклическим представлением

2.1. Циклическое представление и определяющее слово

Напомним [16], что группа G называется группой с циклическим представлением, если
при некоторых m и w она допускает представление вида

G = Gm(w) = 〈x1, . . . , xm | w = 1, η(w) = 1, . . . , ηm−1(w) = 1〉,

где η : Fm → Fm — автоморфизм свободной группы Fm = 〈x1, . . . , xm〉 ранга m, определенный
по правилу η(xi) = xi+1, i = 1, . . . ,m − 1, и η(xm) = x1, а w = w(x1, . . . , xm) — циклически
приведенное слово в Fm. Слово w будем называть определяющим словом.

Естественно возникает вопрос о том, какие группы с циклическим представлением явля-
ются фундаментальными группами трехмерных гиперболических многообразий? Ниже мы на-
помним примеры групп с циклическим представлением, возникающих как фундаментальные
группы трехмерных многообразий, а также покажем, что некоторые семейства групп с цикли-
ческим представлением не могут быть реализованы как группы трехмерных гиперболических
орбифолдов конечного объема.

2.2. Группы Фибоначчи

Начнем обсуждение с групп, соответствующих определяющему слову w(x1, x2, x3) =
x1x2x

−1
3 . Группы с циклическим представлением

F (2,m) = 〈x1, . . . , xm | xixi+1 = xi+2, i = 1, . . . ,m〉,

где индексы берутся по модулю m, называются группами Фибоначчи. Если число порождаю-
щих четно, m = 2n, то, как доказали Х. Хеллинг, А.Ч. Ким и Й. Меннике [12], при n ≥ 4 группы
F (2, 2n) реализуются как фундаментальные группы трехмерных гиперболических многообра-
зий. Эти многообразия были названы многообразиями Фибоначчи. Таким образом, при четном
m ≥ 8 группы F (2,m) являются бесконечными и не содержат элементов конечного порядка.
В случае нечетного m ситуация иная. Как показано в [17], группы F (2,m) с нечетным числом
порождающих содержат элементы конечного порядка. А именно, произведение порождаю-
щих v = x1x2 . . . , xm является элементом второго порядка в F (2,m). Таким образом, группа
F (2,m) с нечетным m не может быть фундаментальной группой гиперболического многооб-
разия. Более того, как показал К. Маклачлан [18], она не может быть группой трехмерного
гиперболического орбифолда конечного объема. Вместе с тем Дж. Хоуи и Г. Вильямс показа-
ли [3], что если m ≥ 3 нечетно, то F (2,m) является группой трехмерного многообразия тогда и
только тогда, когда m = 3, 5, 7. Во всех этих случаях группа является конечной циклической.

Как естественное обобщение групп F (2,m) в [19] были введены группы F (r,m), где r ≥ 2
и m ≥ 3, задаваемые представлением

F (r,m) = 〈x1, . . . , xm | xixi+1 . . . xi+r−1 = xi+r, i = 1, . . . ,m〉,

где все индексы берутся по модулю m. Группы F (r,m) также обычно называют группами Фи-

боначчи. Обзор результатов о конечности этих групп приведен в [16]. Естественно возникает
вопрос о том, реализуются ли эти группы как фундаментальные группы трехмерных многооб-
разий, в частности, гиперболических? Используя метод из [18], А. Щепанский [20] установил,
что если r четно и m ≥ r нечетно, то группа Фибоначчи F (r,m) не может быть группой
трехмерного гиперболического орбифолда конечного объема.
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2.3. Группы Сирадски

Еще один интересный класс групп с циклическим представлением соответствует опреде-
ляющему слову w(x1, x2, x3) = x1x3x

−1
2 . Группы с циклическим представлением

S(m) = 〈x1, x2, . . . , xm | xixi+2 = xi+1, i = 1, . . . m〉,

где все индексы берутся по модулю m, были введены А. Сирадски в работе [13]. В работе [2]
эти группы были названы группами Сирадски. Определенные в работе [2] группы

S(m, p, q) = 〈x1, . . . , xm |

xi xi+q · · · xi+(q−1)dq−q xi+(q−1)dq = xi+1 xi+q+1 · · · xi+(q−1)dq−q+1, i = 1, . . . ,m〉

будем называть обобщенными группами Сирадски. Здесь все индексы берутся по модулю m, а
p и q — такие взаимно простые положительные числа, что p = 1 + dq, d ∈ Z. А. Кавикиоли,
Ф. Хегенбарт и А.С. Ким установили следующий результат.

Теорема 1 [2, Main Theorem]. Циклическое представление S(m, p, q) соответствует спай-

ну замкнутого трехмерного многообразия, которое является m-листным циклическим на-

крытием S3, разветвленным над торическим узлом T (p, q), то есть спайну многообразия

Брискорна B(m, p, q).

В частности, циклическое представление группы Сирадски S(m) = S(m, 3, 2) соответствует
спайну многообразия B(m, 3, 2), которое m-листно циклически накрывает трехмерную сферу
разветвленно над узлом трилистник T (3, 2).

Далее нас будут интересовать обобщенные группы Сирадски с параметром q = 2. В этом
случае p = 1 + 2d и

S(m, 2d + 1, 2) = 〈x1, x2, . . . , xm | xixi+2 · · · xi+2d = xi+1xi+3 · · · xi+2d−1, i = 1, . . . ,m〉.

2.4. Обобщенные группы Фибоначчи

Рассмотрим два введенных в [21] семейства групп, которые авторы назвали обобщенными

группами Фибоначчи. Группы первого семейства F (r,m, k), где r ≥ 2, m ≥ 3, k ≥ 1, имеют
циклическое представление

F (r,m, k) = 〈x1, . . . , xm | xixi+1 · · · xi+r−1 = xi+r−1+k, i = 1, . . . ,m〉,

где индексы берутся по модулю m. Очевидно, что F (r,m, 1) = F (r,m).
Следующее утверждение является обобщением аналогичных результатов, полученных в

[18] и [20] для групп F (2,m) и F (r,m) соответственно.

Теорема 2 [22, Theorem]. Пусть r четно, m нечетно и (m, r + 2k − 1) = 1. Тогда обоб-

щенная группа Фибоначчи F (r,m, k) не реализуется как группа трехмерного гиперболического

орбифолда конечного объема.

Обсудим некоторые группы F (r,m, k), не удовлетворяющие условиям теоремы 2. Предпо-
ложим, что

m = r + 2k − 1. (2.1)

Полагая в (2.1) k = 1, имеем m = r+1. Соответствующие группы F (m− 1,m, 1) являются
группами Фибоначчи F (m− 1,m) с циклическим представлением

F (m− 1,m) = 〈x1, x2, . . . , xm |xixi+1 · · · xi+m−2 = xi+m−1, i = 1, 2, . . . ,m〉.
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Группы с более общим циклическим представлением были рассмотрены в [23], где обобщен-

ными группами Нойвирта (как обобщение групп Нойвирта из [24]) были названы группы

Γℓ
m = 〈x1, . . . , xm | xixi+1 . . . xi+m−2 = xℓi+m−1, i = 1, 2, . . . n〉,

для m ≥ 3 и ℓ ≥ 1. При этом Γ1
m = F (m− 1,m).

Предложение 1 [23, Theorem 3.1]. Группы Γℓ
m являются фундаментальными группами

расслоенных пространств Зейферта Σℓ
m со следующими параметрами:

Σℓ
m = (0 o 0 | − 1; (ℓ+ 1, 1), (ℓ+ 1, 1), . . . , (ℓ+ 1, 1)︸ ︷︷ ︸

m times

).

Полагая в (2.1) r = 2, получаем группы

F (2, 2k + 1, k) = 〈x1, . . . , x2k+1 | xixi+1 = xi+1+k, i = 1, . . . , 2k + 1〉.

Нетрудно видеть [22], что группы F (2, 2k + 1, k) и группы Сирадски

S(2k + 1) = S(2k + 1, 3, 2) = 〈a1, a2, . . . , a2k+1 | aiai+2 = ai+1, i = 1, 2, . . . , 2k + 1〉

изоморфны при следующем соответствии порождающих:
(

x1 x2 x3 . . . xk xk+1 xk+2 . . . x2k x2k+1

a1 a3 a5 . . . a2k−1 a2k+1 a2 . . . a2k−2 a2k

)
.

В силу теоремы 1 это влечет, что группы F (2, 2k + 1, k) являются фундаментальными груп-
пами трехмерных многообразий, получаемых как (k + 1)-листные циклические накрытия S3,
разветвленные над узлом трилистник.

Рассмотрим второе семейство групп из работы [21]. Группы H(r,m, k), r ≥ 2, m ≥ 3, k ≥ 1,
имеют циклическое представление

H(r,m, k) = 〈x1, . . . , xm | xixi+1 · · · xi+r−1 = xi+r · · · xi+r−1+k, i = 1, . . . ,m〉,

где индексы берутся по модулю m. Очевидно, H(r,m, 1) = F (r,m). Обсудим геометрические
свойства групп H(r,m, k). Сравним эти группы с обобщенными группами Сирадски S(m, 2k−
1, 2):

S(m, 2k − 1, 2) = 〈a1, . . . , am | aiai+2 . . . ai+2k−2 = ai+1ai+3 . . . ai+2k−3, i = 1 . . . n〉.

Нетрудно видеть [22], что группы H(k, 2k − 1, k − 1) и S(2k − 1, 2k − 1, 2) изоморфны при
следующем соответствии порождающих:

(
x1 x2 x3 . . . xk xk+1 xk+2 . . . x2k−1

a1 a3 a5 . . . a2k−1 a2 a4 . . . a2k−2

)
.

Из теоремы 1 следует, что при k ≥ 2 группа H(k, 2k − 1, k − 1) ∼= S(2k − 1, 2k − 1, 2) явля-
ется фундаментальной группой замкнутого трехмерного многообразия, которое может быть
получено как циклическое (2k − 1)–листное накрытие трехмерной сферы, разветвленное над
T (2k − 1, 2), то есть многообразия Брискорна B(2k − 1, 2k − 1, 2).

2.5. Группы Джонсона — Мавдеслея

В работе [25] Д. Джонсон и Х. Мавдеслей определили класс групп с циклическим пред-
ставлением

Gn(m,k) = 〈x1, x2, . . . , xn |xixi+m = xi+k, i = 1, 2, . . . , n〉.

Нетрудно убедиться, что этот класс содержит обсуждавшиеся выше группы Фибоначчи и груп-
пы Сирадски, а именно, Gn(1, 2) = F (2, n) и Gn(2, 1) = S(n, 3, 2). Строение групп Gn(m,k)
исследовалось в [17], а свойства групп Gn(m, 1) изучались в [26]. В работе [3] за исключением
двух случаев получен ответ на вопрос о том, когда группы Gn(m,k) являются группами трех-
мерных многообразий. Исключительными случаями являются группы G9(4, 1) и G9(7, 1) для
которых вопрос остается открытым.
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3. Геометричность представлений групп

3.1. Циклическое представление группы S(2n, 3, 2) с n порождающими

Как отмечено выше, группа Фибоначчи F (2, 2n), n ≥ 2, является фундаментальной груп-
пой трехмерного многообразия, которое представляется как n-листное циклическое накры-
тие сферы S3, разветвленное над узлом восьмерка. Это многообразие является сферическим
при n = 2, евклидовым при n = 3 и гиперболическим при n ≥ 4. Накрытие соответствует
симметрии порядка n, определенной на порождающих соответствием xi → xi+2, а не сим-
метрией порядка 2n, определенной соответствием xi → xi+1 на порождающих x1, x2, . . . , x2n
группы F (2, 2n). Как отмечено в [27], указанному n-листному накрытию соответствует n-
циклическое представление

F (2, 2n) ∼= Gn(y
−1
1 y22y

−1
3 y2) = 〈y1, y2, . . . yn | y−1

i y2i+1y
−1
i+2yi+1 = 1, i = 1, 2, . . . , n〉,

где yi = x2i, i = 1, . . . , n. При этом соответствие
∑

i y
ki
i →

∑
i kit

i переводит определяющее сло-
во y−1

0 y21y
−1
2 y1 в полином −(t2−3t+1), эквивалентный полиному Александера узла восьмерка

∆(t) = t2 − 3t+ 1.
Аналогично рассмотрим обобщенную группу Сирадски с четным числом порождающих

S(2n, 3, 2). Нетрудно видеть, что эта группа допускает циклическое представление с n порож-
дающими. А именно,

S(2n, 3, 2) = G2n(x1x3x
−1
2 )

= 〈x1, x2, . . . , x2n |xixi+2 = xi+1, i = 1, . . . , 2n〉

= 〈x1, x2, . . . , x2n |x2jx2j+2 = x2j+1, x2j+1x2j+3 = x2j+2, j = 1, . . . , n〉

= 〈x2, x4, . . . , x2n | (x2jx2j+2)(x2j+2x2j+4) = x2j+2, j = 1, . . . , n〉

= 〈y1, y2, . . . , yn | yjy
2
j+1yj+2 = yj+1, j = 1, . . . , n〉

= Gn(y1y
2
2y3y

−1
2 ).

Из теоремы 1 следует, что группа S(2n, 3, 2) является фундаментальной группой трехмерного
многообразия B(2n, 3, 2), которое представимо как 2n-листное циклическое накрытие S3, раз-
ветвленное над узлом трилистник, и при этом представление S(2n, 3, 2) соответствует спайну
многообразия.

Естественно возникает вопрос, является ли геометрическим циклическое представление
Gn(x1x

2
2x3x

−1
2 ), т. е. соответствует ли оно спайну многообразия?
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Рис. 1. Комплекс Pn.



92 А.Ю.Веснин, Т.А.Козловская

Положительно отвечая на этот вопрос, Дж. Хоуи и Г. Вильямс построили такой спайн
в [3]. Для единообразия с обозначениями из [3] занумеруем порождающие следующим обра-
зом: x0, x1, . . . , xn−1. Рассмотрим двумерный комплекс Pn, изображенный на рис. 1. Он имеет
2n двумерных клеток, каждая из которых является пятиугольником. Обозначим их через F+

i ,
F−

i , i = 0, . . . , n−1. Зададим на ребрах ориентацию и оснастим ребра метками x0, x2, . . . , xn−1.
Вершины обозначим через N , S, ui, vi, wi, где i = 0, . . . , n− 1. Поскольку Pn является разби-
ением двумерной сферы на пятиугольники, далее мы будем называть его многогранником.

Зададим попарные отождествления Fi граней многогранника Pn, полагая, что для каждого
i = 0, . . . , n−1 грани F−

i и F+
i отождествляются в соответствии с указанным порядком вершин:

Fi : F
−

i = (Nui+1vi+1wi+1ui+2) −→ F+
i = (viwiui+1vi+1S).

Отождествление граней индуцирует разбиение множества ребер на классы эквивалентности.
Например, в приведенных на рис. 1 обозначениях класс ребер с меткой x3 содержит ребра,
которые мы опишем их начальными и конечными вершинами

(x3) : [N,u4]
F2→ [v2, S]

F−1

1→ [w2, u3]
F−1

2→ [u3, v3]
F−1

2→ [v3, w3]
F−1

3→ [N,u4].

Имеет место следующее свойство.

Теорема 3 [3, Theorem C]. Циклическое представление Gn(x0x
2
1x2x

−1
1 ) является геомет-

рическим, то есть оно соответствует спайну замкнутого трехмерного многообразия.

Построенный спайн Pn имеет циклическую симметрию порядка n, восходящую к цикли-
ческому представлению Gn(x0x

2
1x2x

−1
1 ). Эта симметрия индуцирует циклическую симметрию

порядка n на многообразии. Ниже мы опишем соответствующее фактор-пространство.

Предложение 2. Для каждого n многообразие из теоремы 3 является разветвленным

n-листным циклическим накрытием линзового пространства L(3, 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим замкнутое трехмерное многообразие, построенное
по спайну Pn, через S (2n, 3, 2). Для доказательства утверждения перейдем стандартным ме-
тодом от описания многообразия S (2n, 3, 2) через спайн Pn к его представлению диаграммой
Хегора. В результате получим диаграмму Хегора рода n, приведенную на рис. 2.

Эта диаграмма обладает вращательной симметрией порядка n, которая циклически пере-
ставляет диски: F−

i → F−

i+1 и F+
i → F+

i+1. Обозначим эту симметрию ρ, а ее ось вращения
обозначим ℓ. При факторизации по указанной симметрии получим трехмерный орбифолд, в
котором образ оси вращения образует сингулярное множество. Применяя движение Зингера
типа IB [28], приведенное на рис. 3, получаем каноническую диаграмму линзового простран-
ства L(3, 1). Таким образом, носителем орбифолда S (2n, 3, 2)/ρ является линзовое простран-
ство L(3, 1). Следовательно, многообразие S (2n, 3, 2) является разветвленным циклическим
n-листным накрытием линзового пространства L(3, 1). Утверждение доказано.
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Рис. 2. Диаграмма Хегора многообразия S (2n, 3, 2).
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3.2. Циклическое представление группы S(2n, 5, 2) с n порождающими

Рассмотрим теперь обобщенные группы Сирадски S(2n, 5, 2) с четным числом порожда-
ющих. От циклического представления с 2n порождающими перейдем к циклическому пред-
ставлению с n порождающими:

S(2n, 5, 2) = G2n(x1x3x5x
−1
4 x−1

2 )

= 〈x1, x2, . . . , x2n |xi+1xi+3xi+5 = xi+2xi+4, i = 1, . . . , 2n〉

= 〈x1, x2, . . . , x2n |xj+1xj+3xj+5 = xj+2xj+4,

xj+2xj+4xj+6 = xj+3xj+5, j = 2, 4 . . . , 2n〉

= 〈x1, x2, . . . , x2n |xj+5 = (xjxj+2xj+4)
−1xj+2xj+4,

xjxj+2xj+4 = xj+1xj+3, j = 2, 4 . . . , 2n〉

= 〈x2, x4, . . . , x2n |xjxj+2xj+4

(
x−1
j+2x

−1
j xj−2xjxj+2

)(
x−1
j x−1

j−2xj−4xj−2xj

)
= 1,

j = 2, 4 . . . , 2n〉

= 〈y1, y2, . . . , yn | yiyi+1yi+2y
−1
i+1y

−1
i yi−1yiyi+1y

−1
i y−1

i−1yi−2yi−1yi = 1, i = 1, . . . , n〉

= Gn(y3y4y5y
−1
4 y−1

3 y2y3y4y
−1
3 y−1

2 y1y2y3)

= Gn(y1y2y3y3y4y5y
−1
4 y−1

3 y2y3y4y
−1
3 y−1

2 ).

Покажем, что полученное циклическое представление является геометрическим. В приве-
денном ниже утверждении для аналогии с теоремой 3 перенумеруем порождающие группы
следующим образом: xi = yi+1, где i = 0, 1, . . . , n− 1.

Теорема 4. Циклическое представление Gn(x0x1x2x2x3x4x
−1
3 x−1

2 x1x2x3x
−1
2 x−1

1 ) является

геометрическим, то есть оно соответствует спайну замкнутого трехмерного многообра-

зия.

Д о к а з а т е л ь с т в о будет состоять в описании двумерного комплекса Qn, имеющего
2n двумерных клеток. При этом каждая двумерная клетка является 13-угольником, а на од-
номерных клетках расставлены метки x±1

i таким образом, чтобы чтение меток вдоль границ
13-угольников давало определяющее соотношение группы. При этом двумерные клетки раз-
биваются на пары противоположно ориентированных и соответствующих одному и тому же
слову.

Поскольку для рассматриваемого циклического представления определяющее слово явля-
ется достаточно большим, мы продемонстрируем строение двумерного комплекса на примере.
Рассмотрим комплекс Q4, как изображено на рис. 4. Он имеет восемь двумерных граней. Мы
подразумеваем, что ребра левой и правой границ циклически отождествлены и что вертикаль-
ные линии, уходящие вверх, встречаются в одной точке и, аналогично, вертикальные линии,
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F4 F1 F2 F3

F 1
F 3 F 4F 2

Рис. 4. Двумерный комплекс Q4.

уходящие вниз, также встречаются в одной точке. Комплекс Q4 соответствует рассматриваемо-
му циклическому соотношению для n = 4. В этом случае группа имеет четыре порождающих,
которые нам удобно обозначить x0, x1, x2 и x3, и четыре определяющих соотношения, которые
мы перепишем в следующем виде:

x0x1x2x2x3x0x
−1
3 x−1

2 x1x2x3x
−1
2 x−1

1 = 1,

x1x2x3x3x0x1x
−1
0 x−1

3 x2x3x0x
−1
3 x−1

2 = 1,

x2x3x0x0x1x2x
−1
1 x−1

0 x3x0x1x
−1
0 x−1

3 = 1,

x3x0x1x1x2x3x
−1
2 x−1

1 x0x1x2x
−1
1 x−1

0 = 1.

Нетрудно видеть, что указанные слова читаются вдоль границ двумерных клеток на рис. 4.
В самом деле, первое слово читается вдоль границы клетки F1, если ориентировать ее против
часовой стрелки, и также вдоль границы клетки F 1, если ориентировать ее по часовой стрелке.
Оставшиеся три соотношения аналогичным образом соответствуют парам клеток F2 и F 2, F3

и F 3, F4 и F 4.
Расставленные на ребрах метки и ориентация ребер задают попарные отождествления ука-

занных двумерных клеток комплекса Q4, которые в свою очередь индуцируют отождествле-
ния одномерных клеток и нульмерных клеток. В результате получим трехмерное замкнутое
псевдомногообразие. Как нетрудно проверить, его Эйлерова характеристика равна нулю. Сле-
довательно, комплекс Q4 является спайном замкнутого трехмерного многообразия [29]. При-
веденная конструкция комплекса и все рассуждения с очевидностью обобщаются для произ-
вольного n. Теорема доказана.

Обозначим замкнутое трехмерное многообразие, построенное по двумерному комплексу Qn,
через S (2n, 5, 2). Для малых значений n многообразия S (2n, 5, 2) могут быть классифи-
цированы с помощью “Распознавателя трехмерных многообразий” [7]. Вычисления, прове-
денные нами для случая n = 4, показали, что S (8, 5, 2) является многообразием Зейферта
(S2, (4, 1), (5, 2), (5, 2), (1,−1)).

По аналогии с предложением 2 имеет место следующий результат.

Предложение 3. Для каждого n многообразие из теоремы 4 является разветвленным

n-листным циклическим накрытием линзового пространства L(5, 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. На рис. 5 приведена диаграмма Хегора рода четыре многооб-
разия S (8, 5, 2), полученная из комплекса Q4. По построению эта диаграмма обладает враща-
тельной симметрией ρ четвертого порядка.

Аналогично доказательству предложения 2 нетрудно видеть, что фактор-пространством
S (8, 5, 2)/ρ многообразия S (8, 5, 2) по действию этой симметрии является орбифолд с носите-
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Рис. 5. Диаграмма Хегора для случая n = 4.

лем линзовое пространство L(5, 1). Рассуждения для произвольного n проводятся аналогично.
Утверждение доказано.
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