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1. Введение

В работе рассматривается вопрос о точном значении оценки погрешности приближения
кривых, лежащих в евклидовом пространстве R

m, вписанными в них ломаными в метрике
Lp, 1 ≤ p < ∞. Некоторые проблемы, связанные с приближением параметрически заданных
кривых вписанными в них ломаными и сплайн-кривыми в различных пространствах ранее
изучались, например, в монографиях [1; 2] и работах [3–9]. Точные оценки отклонения кри-
вых от параметрических эрмитовых сплайнов в хаусдорфовой метрике найдены в работах
[4–6]. Отметим, что в большинстве, посвященной этой тематике работ, получены порядковые
оценки погрешности приближения. В [9] рассмотрен вопрос о точной верхней грани оценки
погрешности приближения кривых Γ ⊂ R

m, заданных параметрическими уравнениями

xi = ϕi(t), 0 ≤ t ≤ L, i = 1,m, (1.1)

вписанными в них ломаными на некоторых классах кривых, задаваемых модулями непрерыв-
ности, в метрике пространства C[a, b]. Здесь мы изучаем аналогичную экстремальную задачу
в норме пространства Lp[0, L], 1 ≤ p <∞.
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Приведем нужные для дальнейшего обозначения и определения. Пусть Hω[a, b] — класс
функций f(t) ∈ C[a, b], для любых двух точек t′, t′′ ∈ [a, b] удовлетворяющих условию

|f(t′)− f(t′′)| ≤ ω(|t′ − t′′|),

где ω(t) — заданный на отрезке [0, b − a] модуль непрерывности, т. е. непрерывная, неубы-
вающая и полуаддитивная на [0, b − a] функция, в нуле равная нулю. Если ω(t) = Ktα

(0 < α ≤ 1,K > 0), то класс Hω[a, b] называют классом Липщица порядка α с константой K и
обозначают KH(α)[a, b].

Через Hω1,...,ωm[0, L] обозначим класс кривых Γ ⊂ R
m, заданных параметрическими урав-

нениями (1.1) и таких, у которых координатные функции ϕi(t) ∈ Hωi [0, L], (i = 1,m). В случае,
когда ωi(t) ≡ ω(t), i = 1,m, соответствующий класс кривых обозначим через Hω,m[0, L]. Как
обычно, Lp[a, b], 1 ≤ p < ∞, — пространство суммируемых на [a, b] в p-й степени функций f с
конечной нормой

‖f‖p := ‖f‖Lp[a,b]
=

(

b
∫

a

|f(t)|p dt
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞.

2. Формулировка задач

Пусть кривая Γ задана параметрическими уравнениями (1.1), а кривая G — параметриче-
скими уравнениями

yi = ψi(t), i = 1,m, 0 ≤ t ≤ L,

причем всюду далее будем предполагать, что функции ϕi, ψi ∈ Lp[0, L] ∩C[0, L], 1 ≤ p <∞.
Определим расстояние между кривыми Γ и G равенством

ρ(Γ, G)p :=

( m
∑

i=1

L
∫

0

|ϕi(t)− ψi(t)|p dt
)1/p

, 1 ≤ p <∞. (2.1)

Убедимся, что формула (2.1) обладает всеми необходимыми свойствами расстояния:
а) ρ(Γ, G)p ≥ 0, причем ρ(Γ, G)p = 0 тогда и только тогда, когда Γ ≡ G;
б) ρ(Γ, G)p = ρ(G,Γ)p;
в) Если Γ: xi = ϕi(t), G : yi = ψi(t), T : zi = χi(t), i = 1,m, 0 ≤ t ≤ L, — параметрически

заданные кривые, у которых координатные функции ϕi, ψi, χi ∈ Lp[0, L], i = 1,m, 1 ≤ p <∞,
то

ρ(Γ,T )p ≤ ρ(Γ, G)p + ρ(G,T )p.

В самом деле, свойства а) и б) сразу вытекают из формулы (2.1), а последнее неравенство
следует из нижеприведенной леммы (формулы (3.1)), согласно которой запишем

ρ(Γ,T )p :=

( m
∑

i=1

L
∫

0

|ϕi(t)− χi(t)|pdt
)1/p

≤
( m
∑

i=1

L
∫

0

|ϕi(t)− ψi(t)|pdt
)1/p

+

( m
∑

i=1

L
∫

0

|ψi(t)− χi(t)|pdt
)1/p

= ρ(Γ, G)p + ρ(G,T )p.

Пусть ∆N : 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tN ≤ L (N ≥ 1) — произвольное разбиение отрезка [0, L] и
для координатных функций кривых Γ и G выполнены равенства

ϕi(tk) = ψi(tk), i = 1,m, k = 1, N. (2.2)
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Видно, что при выполнении равенств (2.2) кривые Γ и G в точках tk (k = 1, N ) пересека-
ются. Мы будем обозначать условие (2.2) через Γ|∆N

= G|∆N
.

Равномерное разбиение отрезка [0, L] обозначим через ∆N+1 = {tk : tk = kL/N}Nk=0, а через
∆0

N — разбиение отрезка [0, L] точками t0k := (2k − 1)L/(2N), k = 1, N.
Требуется найти величину

EN (Hω1,...,ωm ; ρ)p := inf
∆N

E(Hω1,...,ωm ,∆N ; ρ)p,

где
E(Hω1,...,ωm;∆N ; ρ)p := sup {ρ(Γ, G)p : Γ, G ∈ Hω1,...,ωm, Γ|∆N

= G|∆N
} .

Последнее соотношение означает, что верхняя грань берется только по тем кривым Γ и G из
класса Hω1,··· ,ωm , которые совпадают на сетке узлов ∆N .

3. Основные результаты

Имеет место следующее утверждение.

Лемма. Пусть функции ϕi, ψi ∈ Lp[a, b] (i = 1,m, 1 ≤ p < ∞). Тогда справедливо нера-

венство

( m
∑

i=1

b
∫

a

|ϕi(t) + ψi(t)|pdt
)1/p

≤
( m
∑

i=1

b
∫

a

|ϕi(t)|pdt
)1/p

+

( m
∑

i=1

b
∫

a

|ψi(t)|pdt
)1/p

. (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вполне вероятно, что неравенство (3.1) известно, однако мы
в существующей литературе его не обнаружили, а потому приводим доказательство.

Так как ϕi, ψi ∈ Lp[a, b], то в силу неравенства Минковского для интегралов запишем

b
∫

a

|ϕi(t) + ψi(t)|pdt ≤
[(

b
∫

a

|ϕi(t)|pdt
)1/p

+

(

b
∫

a

|ψi(t)|pdt
)1/p ]p

.

Пользуясь этим неравенством и неравенством Минковского для конечных сумм, имеем

( m
∑

i=1

b
∫

a

|ϕi(t) + ψi(t)|pdt
)1/p

=

( m
∑

i=1

‖ϕi + ψi‖pLp(a,b)

)1/p

≤
( m
∑

i=1

(

‖ϕi‖Lp(a,b) + ‖ψi‖Lp(a,b)

)p
)1/p

≤
( m
∑

i=1

‖ϕi‖pLp(a,b)

)1/p

+

( m
∑

i=1

‖ψi‖pLp(a,b)

)1/p

=

( m
∑

i=1

b
∫

a

|ϕi(t)|pdt
)1/p

+

( m
∑

i=1

b
∫

a

|ψi(t)|pdt
)1/p

,

чем и завершаем доказательство леммы.

Теорема 1. Какими бы ни были модули непрерывности ωi(t)(i = 1,m, 0 ≤ t ≤ L) при всех

1 ≤ p <∞, имеют место равенства

EN (Hω1,...,ωm; ρ)p := inf
∆N

E(Hω1,...,ωm ;∆N ; ρ)p

= E(Hω1,...,ωm;∆0
N ; ρ)p = 2

(

2N
m
∑

i=1

L/(2N)
∫

0

ωp
i (t)dt

)1/p

.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пользуясь формулой расстояния (2.1) между кривыми Γ, G ∈
Hω1,...,ωm , имеем

ρ(Γ, G)p =

( m
∑

i=1

L
∫

0

|ϕi(t)− ψi(t)|p dt
)1/p

. (3.2)

Возведя обе части неравенства (3.2) в степень p (1 ≤ p <∞), запишем

[ρ(Γ, G)p]
p =

m
∑

i=1

L
∫

0

|ϕi(t)− ψi(t)|p dt. (3.3)

Докажем, что

[ρ(Γ, G)p]
p ≤ 2p

m
∑

i=1

L
∫

0

[

min
1≤k≤N

ωp
i (|t− tk|)

]

dt. (3.4)

Разложим интеграл в формуле (3.3) по отдельным отрезкам

[ρ(Γ, G)p]
p =

m
∑

i=1

[

t1
∫

0

|ϕi(t)− ψi(t)|pdt+
N−1
∑

k=1

tk+1
∫

tk

|ϕi(t)− ψi(t)|pdt+
L
∫

tN

|ϕi(t)− ψi(t)|pdt
]

.

Оценим сверху одно слагаемое
tk+1
∫

tk

|ϕi(t)−ψi(t)|pdt. Положим ϕi(t)−ψi(t) = hi(t) (i = 1,m,

0 ≤ t ≤ L). Тогда ясно, что hi ∈ Lp[0, L] ∩ C[0, L] (1 ≤ p < ∞), hi ∈ H2ωi [0, L]. Кроме того,
hi(tj) = 0 (i = 1,m, j = 0, N + 1). Пусть t ∈ [tk, tk+1]. Поскольку hi(tk) = 0 и hi(tk+1) = 0,
то получаем |hi(t)| ≤ 2ωi(|t − tk|) и |hi(t)| ≤ 2ωi(|t − tk+1|), а потому в силу монотонности ωi

имеем |hi(t)| ≤ min
j=k,k+1

2ωi(|t− tj|) = 2ωi( min
j=k,k+1

|t− tj |). Так как все остальные точки tj лежат

дальше от t, чем tk и tk+1, то можно брать минимум и по этим точкам тоже, т. е. |hi(t)| ≤
2ωi( min

1≤j≤N
|t− tj |). Но тогда получаем

tk+1
∫

tk

|ϕi(t)− ψi(t)|pdt =
tk+1
∫

tk

|hi(t)|pdt ≤
tk+1
∫

tk

[

2ωi

(

min
1≤j≤N

|t− tj |
)]p

dt, k = 1, N − 1.

Аналогичные рассуждения приводят нас к таким же неравенствам для двух других слагаемых

t1
∫

0

|ϕi(t)− ψi(t)|pdt ≤
t1
∫

0

[

2ωi

(

min
1≤j≤N

|t− tj|
)]p

dt,

L
∫

tN

|ϕi(t)− ψi(t)|pdt ≤
L
∫

tN

[

2ωi

(

min
1≤j≤N

|t− tj|
)]p

dt.

Используя все эти оценки, в итоге мы получим, что

[ρ(Γ, G)p]
p ≤ 2p

m
∑

i=1

L
∫

0

[

ωi

(

min
1≤k≤N

|t− tk|
)]p

dt,

и тем самым неравенство (3.4) доказано.
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Неравенство (3.4) точно на классе кривых Hω1,...,ωm, в чeм легко убедиться, если рассмот-
реть кривые Γ0 и G0 из этого класса с координатными функциями соответственно

ϕ0
i (t) = −ψ0

i (t) = ωi

(

min
1≤k≤N

|t− tk|
)

, i = 1,m, 0 ≤ t ≤ L.

Таким образом, мы нашли точную верхнюю грань уклонения для произвольной сетки ∆N :

E(Hω1,...,ωm ;∆N ; ρ) = 2

[ m
∑

i=1

L
∫

0

ωp
i

(

min
1≤k≤N

|t− tk|
)

dt

]1/p

. (3.5)

Далее нам понадобится следующее утверждение (см. [10, с. 178]):
Пусть ψ(t) — неубывающая и неотрицательная для 0 ≤ t ≤ b − a функция. При фикси-

рованном N = 1, 2, . . . , вектору T = {t1, t2, . . . , tN} (a ≤ t1 < t2 < . . . < tN ≤ b) сопоставим

функцию φ(T, t) = min
1≤k≤N

ψ(|t− tk|), a ≤ t ≤ b. Тогда

b
∫

a

φ(T, t)dt ≥
b

∫

a

φ(T0, t)dt, (3.6)

где вектор T0 определяется координатами t0k = a+ (2k − 1)(b− a)/(2N), k = 1, N .

Продолжим доказательство теоремы 1. Положив ψ(t) = [ωi(t)]
p (1 ≤ p < ∞, 0 ≤ t ≤ L,

i = 1,m) и заметив, что

ωp
i

(

min
1≤k≤N

|t− t0k|
)

= ωp
i

(
∣

∣

∣
t− (2k − 1)L

2N

∣

∣

∣

)

для
(k − 1)L

N
≤ t ≤ kL

N
(k = 1, N),

из соотношения (3.5) в силу (3.6) получаем

EN (Hω1,...,ωm ; ρ)p = inf
∆N

E(Hω1,...,ωm ;∆N ; ρ)p

= E(Hω1,...,ωm ;∆0
N ; ρ)p = 2

[ m
∑

i=1

N
∑

k=1

kL/N
∫

(k−1)L/N

ωp
i

(
∣

∣

∣
t− (2k − 1)L

2N

∣

∣

∣

)

dt

]1/p

= 2

{

m
∑

i=1

N
∑

k=1

[

(2k−1)L/(2N)
∫

(k−1)L/N

ωp
i

((2k − 1)L

2N
− t

)

dt +

kL/N
∫

(2k−1)L/(2N)

ωp
i

(

t− (2k − 1)L

2N

)

dt

]

}1/p

= 2

[ m
∑

i=1

N
∑

k=1

(

2

L/(2N)
∫

0

ωp
i (t)dt

)]1/p

= 2

(

2N
m
∑

i=1

L/(2N)
∫

0

ωp
i (t)dt

)1/p

,

чем и завершаем доказательство теоремы 1.

Следствие 1. В условиях теоремы 1 справедливо равенство

EN (Hm,ω; ρ)p = 2

(

2mN

L/(2N)
∫

0

ωp(t)dt

)1/p

, 1 ≤ p <∞.

В частности, если ω(t) = Ktα(K > 0, 0 < α ≤ 1), то

EN (Hm,α; ρ)p =
2 p
√
mKLα+1/p

p
√
αp + 1(2N)α

.
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Теорема 2. Пусть дана кривая Γ ∈ Hω1,...,ωm. Пусть ΓN есть вписанная в кривую Γ ло-

маная с вершинами в точках Pk := P (ϕ1(kh), . . . , ϕm(kh)), k = 0, N, h = L/N , соответству-

ющих точкам равномерного разбиения отрезка [0, L] ∆N+1 = {tk : tk = kL/N}Nk=0, N ≥ 1.
В предположении, что ωi(t) (i = 1,m, 0 ≤ t ≤ L) — выпуклые вверх модули непрерывности,

справедливо равенство

E(Hω1,...,ωm;∆N+1; ρ)p := sup
{

ρ(Γ,ΓN )p : Γ ∈ Hω1,...,ωm
}

=

(

2N
m
∑

i=1

L/(2N)
∫

0

ωp
i (t)dt

)1/p

, 1 ≤ p <∞. (3.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Параметрическое уравнение звена ломаной ΓN , соединяющее
точки Pk и Pk+1, имеет вид

s(ϕi; t) := ϕi(tk) + (t− tk)h
−1

[

ϕi(tk+1)− ϕi(tk)
]

, i = 1,m, где tk ≤ t ≤ tk+1.

В [11] доказано, что при любом t ∈ [tk, tk+1] имеет место неравенство

tk+1
∫

tk

|ϕi(t)− s(ϕi; t)|p dt ≤ 2

L/(2N)
∫

0

ωp
i (t)dt, 1 ≤ p <∞,

воспользовавшись которым получаем

ρ(Γ,ΓN )p =

( m
∑

i=1

L
∫

0

|ϕi(t)− s(ϕi; t)|p dt
)1/p

=

( m
∑

i=1

N−1
∑

k=0

tk+1
∫

tk

|ϕi(t)− s(ϕi; t)|p dt
)1/p

≤
(

2N

m
∑

i=1

L/(2N)
∫

0

ωp
i (t)dt

)1/p

.

Пользуясь последним неравенством, запишем

E(Hω1,...,ωm ;∆N+1; ρ)p

:= sup {ρ(Γ,ΓN )p : Γ ∈ Hω1,...,ωm} ≤
(

2N

m
∑

i=1

L/(2N)
∫

0

ωp
i (t)dt

)1/p

. (3.8)

Докажем, что существует кривая Γ ∈ Hω1,...,ωm , для которой неравенство (3.8) обращается
в равенство. Пусть Γ∗ — кривая, у которой координатные функции определены на отрезке [0, L]
равенствами

ϕ∗
i (t) :=







ωi(t− tk), tk ≤ t ≤ tk + L/(2N),

ωi(tk+1 − t), tk + L/(2N) ≤ t ≤ tk+1, k = 0, N − 1,

где ωi(t) (i = 1,m) — выпуклые вверх модули непрерывности на отрезке [0, L].

Очевидно, что кривая Γ∗ ∈ Hω1,...,ωm . Поскольку ϕ∗
i (tk) = 0, k = 0, N − 1, i = 1,m, то

S(ϕ∗
i , t̄k) ≡ 0, k = 0, N − 1, i = 1,m, а потому имеем
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ρ(Γ∗,Γ∗
N )p :=

( m
∑

i=1

L
∫

0

∣

∣ϕi(t)− s(ϕ∗
i ; tk)

∣

∣

p
dt

)1/p

=

( m
∑

i=1

L
∫

0

|ϕ∗
i (t)|p dt

)1/p

=

( m
∑

i=1

N−1
∑

k=0

tk+1
∫

tk

|ϕ∗
i (t)|p dt

)1/p

=

[

m
∑

i=1

N−1
∑

k=0

(

t̄k+L/(2N)
∫

t̄k

ωp
i (t− t̄k) dt+

t̄k+1
∫

t̄k+L/(2N)

ωp
i (t̄k+1 − t) dt

)

]1/p

=

[

m
∑

i=1

N
∑

k=1

(

2

L/(2N)
∫

0

ωp
i (t)dt

)

]1/p

=

(

2N

m
∑

i=1

L/(2N)
∫

0

ωp
i (t)dt

)1/p

, 1 ≤ p <∞,

откуда и следует равенство (3.7). Теорема 2 доказана.

Отметим, что равенство (3.7) в определенном смысле является распространением извест-
ного результата В.Ф.Сторчая [11] об отклонении ломаных в метрике Lp[0, 1](1 ≤ p < ∞) на
случай отклонения пространственных кривых от вписанных в них интерполяционных лома-
ных в метрике Lp[0, L] (1 ≤ p <∞).

Следствие 2. В условиях теоремы 2 имеет место равенство

E(Hm,ω;∆N ; ρ)p =

(

2mN

L/(2N)
∫

0

ωp(t)dt

)1/p

, 1 ≤ p <∞,

и в частности, когда ω(t) = Ktα (0 < α ≤ 1,K > 0), имеет место равенство

E(KHm,α;∆N ; ρ)p =
p
√
mKLα+1/p

p
√
αp + 1(2N)α

.

В завершение отметим, что интерполяционные ломаные, хорошо приближая кривую, од-
новременно могут хорошо приближать и производные ее координатных функций [12].

Автор благодарит рецензента за сделанные им ценные замечания в процессе подготовки
статьи к печати.
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