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В данной работе рассматривается задача оптимального управления для детерминированной нели-
нейной системы с кусочно монотонной динамикой. Рассматриваемая математическая модель появляется
при описании процесса химиотерапии злокачественной опухоли. Данные исследования позволяют изучить
влияние характера немонотонности на структуру оптимального управления. В работе исследуется случай,
когда функция терапии, описывающая влияние лекарства на скорость роста клеток, имеет два максиму-
ма. Приводятся сравнения с результатами для изученного ранее случая одного максимума у функции
терапии в данной модели. Работа посвящена построению функции цены для рассматриваемой задачи
оптимального управления. Как известно, функция цены является основой для построения оптимально-
го синтеза, т. е. оптимальной позиционной стратегии терапии. Конструкция функции цены использует
то, что она является единственным минимаксным (вязкостным) решением задачи Коши для основного
уравнения Гамильтона — Якоби — Беллмана (ГЯБ). С помощью непрерывной склейки конечного числа
гладких функций, построенных с помощью метода характеристик Коши для вспомогательных уравнений
ГЯБ, конструируется непрерывная функция ϕ. Новым элементом конструкции является линия негладкой
склейки с помощью условий Ранкина — Гюгонио. Эта линия играет ключевую роль для оптимальной стра-
тегии управления, так как определяет линию ее разрыва. В работе приводится обоснование совпадения
построенной функции ϕ с минимаксным решением задачи Коши для основного уравнения ГЯБ.
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We consider an optimal control problem for a deterministic nonlinear system with piecewise monotone
dynamics. The mathematical model under consideration describes the process of a chemotherapy treatment of
a malignant tumor. The research makes it possible to analyze the influence of the type of nonmonotonicity
on the structure of the optimal control. We consider the case when the therapy function, which describes the
effect of the drug on the cell growth rate, has two maxima. Comparisons are made with the results for the
previously studied case of a single maximum of the therapy function in this model. This paper is devoted to the
construction of the value function for the optimal control problem under consideration. As is known, the value
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We use the fact that the value function is the unique minimax (viscosity) solution of the Cauchy problem for
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smooth functions obtained by the Cauchy method of characteristics for auxiliary HJB equations, a continuous
function ϕ is constructed. A new element of the construction is the line of nonsmooth gluing with the use of the
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its discontinuity line. We prove that the constructed function ϕ coincides with the minimax solution of the
Cauchy problem for the basic HJB equation.
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Введение

Данная работа посвящена построению функции цены в задаче оптимального управления
для математической модели с нелинейностью, которая имеет вид кусочно монотонной функ-
ции. Мотивацией к изучению этой модели послужило исследование описанной в работах [1;2]
математической модели химиотерапии злокачественной опухоли для немонотонной функции
терапии, показывающей степень эффективности воздействия химиотерапевтического средства
на клетки. Математическая модель имеет вид системы из двух нелинейных обыкновенных
дифференциальных уравнений. В работах [1;2] построена оптимальная позиционная стратегия
лечения в случае немонотонной функции терапии, имеющей один максимум, который опре-
деляет критический порог для содержащегося в клетке лекарства. Цель настоящей работы
состоит в исследовании данной математической модели для немонотонной функции терапии,
имеющей два глобальных максимума.

В задачах оптимального управления основой конструкции позиционной оптимальной стра-
тегии (оптимального синтеза) является функция цены, которая каждой исходной позиции (на-
чальному моменту времени и начальному фазовому состоянию системы) ставит в соответствие
оптимальный результат (оптимальное значение функционала качества управляемого процес-
са) [3–5]. Как известно [6], непрерывная негладкая функция цены совпадает с единственным
минимаксным или вязкостным [7] решением задачи Коши для соответствующего основного
уравнения Гамильтона — Якоби — Беллмана (ГЯБ).

В данной работе приводится конструкция функции цены в задаче оптимальной терапии в
математической модели с кусочно монотонной динамикой, определяемой функцией терапии,
имеющей два глобальных максимума. С помощью склейки конечного числа гладких функций,
построенных на основе метода характеристик Коши для соответствующих вспомогательных
уравнений ГЯБ, конструируется непрерывная функция ϕ. Новым элементом конструкции яв-
ляется построение линии негладкой склейки с помощью условий Ранкина — Гюгонио [8; 9].
Приводится обоснование совпадения построенной функции ϕ с минимаксным решением задачи
Коши для основного уравнения ГЯБ, а следовательно, и с функцией цены V рассматриваемой
задачи оптимального управления.

1. Математическая модель

Пусть

m — число злокачественных клеток;

h — количество химиотерапевтического средства, способного убивать клетки опухоли;

f(h) — функция терапии, описывающая воздействие лекарства на клетки опухоли;

u(t) — количество химиотерапевтического средства, вводимого в опухоль в единицу вре-
мени (управление).

Процесс взаимодействия клеток опухоли и химиотерапевтического средства описывается
следующей известной моделью [1;2], где время изменяется в пределах t ∈ [0, T ]:











dm

dt
= −mf(h), m(t0) = m0,

dh

dt
= −αh+ u(t), h(t0) = h0, α− const > 0,

(1.1)

где T — фиксированный конечный момент времени,

t0 ∈ [0, T ], 0 < m0 < M, 0 ≤ h0 ≤ L.

Здесь M — максимальное количество злокачественных клеток в организме, совместимое с жиз-
нью; L — максимальное допустимое количество химиотерапевтического средства в организме.
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Обозначим через Q — максимальное количество химиотерапевтического средства, вводи-
мого в опухоль в единицу времени. Предполагается, что количество химиотерапевтического
средства, вводимого в опухоль в единицу времени, ограниченно:

0 ≤ u(t) ≤ Q. (1.2)

1.1. Функция терапии

Рассмотрим кусочно монотонную, непрерывно дифференцируемую функцию терапии f(h)
со следующими свойствами:

A1. f(h) > 0, 0 < h < L, и ее производная f ′(h) =
df(h)

dh
имеет три различных действи-

тельных корня
0 < ĥ1 < ĥ2 < ĥ3 < L, f ′(ĥi) = 0.

A2. Если h < ĥ1, то f ′(h) > 0, и если h > ĥ3, то f ′(h) < 0.
A3. 0 < αĥi < Q, i = 1, 2, 3.
A4. f(ĥ1) = f(ĥ3).
Рассмотрим в качестве допустимых управлений кусочно постоянные функции

u(·) : [t0, T ] 7→ [0, Q].

Нетрудно увидеть, что при сделанных предположениях решения системы (1.1) продолжимы
до момента времени T .

1.2. Постановка задачи об оптимальной терапии

Задача оптимального управления состоит в построении допустимого управления, миними-
зирующего терминальную функцию платы:

σ(m(T )) = m2(T ; t0,m0, h0, u()) → inf
u(·)

, (1.3)

m(t) = m(t; t0,m0, h0, u(·)), t ∈ [t0, T ] — решение системы (1.1) с начальными условиями
(t0,m0, h0), выработанное под воздействием допустимого управления u(t).

В дальнейших работах будет показано, что в данной задаче существует допустимое опти-
мальное управление u0(·) в классе кусочно постоянных функций, на котором этот inf дости-
гается.

1.3. Частные случаи

Отметим, что случай немонотонной функции терапии, для которой f ′(h) = h − ĥ1, т. е.
функци f ′(h) имеет ровно один корень, разобран в работах [1; 2], где f(h) = h(h − 2) и опти-
мальная позиционная стратегия лечения имеет вид

u0(h) =







Q, h < ĥ1 = 1,

0, h > ĥ1 = 1,

αĥ1, h = ĥ1 = 1.

Здесь ĥ1 = 1 является критическим порогом для стратегии терапии.
Если f ′(h) имеет два корня и выполняются условия A1–A4, то возможны случаи, когда

f ′(h) > 0 на h ∈ (ĥ1, ĥ2) или f ′(h) < 0 на h ∈ (ĥ1, ĥ2). В первом случае критическим порогом
является корень ĥ2, во втором случае — ĥ1. Любой из этих двух случаев сводится к ситуации
с одним критическим порогом.
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В данной работе исследуется влияние немонотонности функции терапии на структуру оп-
тимального синтеза в случае, когда f ′(h) меняет знак на интервале (ĥ1, ĥ3).

Пусть в рассматриваемой задаче (1.1)–(1.3) выполняются условия A1–A4. Далее исследуем
ситуацию, когда

{f ′(h) < 0, h ∈ (ĥ1, ĥ2)} ∪ {f ′(h) > 0, h ∈ (ĥ2, ĥ3)}. (1.4)

Из условия (1.4) и A2 следует, что корни ĥ1 и ĥ3 — точки максимума, а корень ĥ2 — точка
минимума для функции терапии f(h).

2. Функция цены

Как известно, основой построения оптимального синтеза является функция цены, которая
каждому начальному состоянию системы (t0, h0,m0) ∈ [0, T ]× [0, L] × [0,M ] ставит в соответ-
ствие оптимальный результат V al(t0, h0) согласно (1.3).

Из уравнений динамики (1.1) получаем, что

σ(m(T )) = m2(T ; t0,m0, h0, u()) = m2
0e

−2

T
∫

t0

f(h(τ))dτ

,

где h(t) = h(t; t0, h0, u(·)) — решение второго уравнения системы (1.1). Таким образом, нахож-
дение оптимального результата в задаче (1.1)–(1.3) можно редуцировать к следующей задаче:

dh

dt
= −αh+ u(t), h(t0) = h0, (2.1)

Jt0,h0
(u(·)) =

T
∫

t0

f(h(t; t0, h0, u
0(·)))dt → sup . (2.2)

(Авторы благодарят за идею редукции задачи (1.1)–(1.3) к виду (2.1), (2.2) анонимного
рецензента своей предыдущей неопубликованной статьи.)

Как известно [6, гл. II, п. 6; 7], в задаче (2.1), (2.2) функция цены

V (t0, h0) = supJt0,h0
(u(·)) ∀(t0, h0)

является обобщенным (минимаксным, вязкостным) решением следующей задачи Коши:







∂V (t, h)

∂t
− αh

∂V (t, h)

∂h
+ f(h) + max

u∈[0,Q]
u
∂V (t, h)

∂h
= 0,

V (T, h) = 0.

(2.3)

В точках, где V (t, h) дифференцируема, функция цены удовлетворяет этому основному урав-
нению ГЯБ. В тех точках, где V (t, h) не дифференцируема, ее субдифференциал непуст,
D−V (t, h) 6= ∅ [6; 9] и выполняется следующее условие:

∀(st, sh) ∈ D−V (t, h) ⇒ st − αhsh + f(h) + max
u∈[0,Q]

ush ≤ 0. (2.4)

3. Построение функции цены

Построим на множестве ΠT = {[0, T ] × [0, L]}, (t, h) ∈ ΠT непрерывную функцию ϕ(t, h) и
покажем, что она является функцией цены V (t, h).
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3.1. Функция ϕ1(·)

Определим функцию ϕ1(·) на множестве G1 = {(t, h) : t ∈ [0, T ], h = ĥ1}.
Как было отмечено выше, ĥ1 — точка максимума функции терапии. Тогда для любого на-

чального состояния (t0, ĥ1) ∈ G1 оптимальным поведением будет h(t) = h(t; t0, ĥ1, u
0(·)) ≡ ĥ1,

которое можно обеспечить с помощью управления u0(t) ≡ αĥ1, удовлетворяющего условию A3.
Оптимальный результат задачи (2.1), (2.2) в точке (t0, ĥ1) ∈ G1 определяется как

V (t0, h0) = J(u0(·)) =

T
∫

t0

f(h(t; t0, h0, u
0(·))dt = f(ĥ1)(T − t0). (3.1)

Решим следующую систему с краевыми условиями






















dh

dt
= −αh+ αĥ1,

dsh

dt
= αsh − f ′(ĥ1),

dz

dt
= −f(ĥ1),











h(T ) = ĥ1,

sh(T ) = 0,

z(T ) = 0.

Для любых точек (t0, ĥ1) ∈ G1 получим решение










h(t0) = ĥ1,

sh(t0) = 0,

z(t0) = f(ĥ1)(T − t0)

и определим функции ϕ1(t0, ĥ1) и sh(t0) для всех t0 ∈ [0, T ] как

ϕ1(t0, ĥ1) = z(t0) ≡ f(ĥ1)(T − t0), sh(t0) = 0. (3.2)

Согласно (3.1) и (3.2) получаем, что ϕ1(t0, ĥ1) = V (t0, ĥ1) и sh(t0) = 0 на множестве G1.

3.2. Функция ϕ2(·)

Определим функцию ϕ2(·) на множестве G2 = {(t, h) : t ∈ [0, T ], h = ĥ3}.
Как было отмечено выше, ĥ3 — точка максимума функции терапии. Тогда для любой

точки (t0, ĥ3) ∈ G2 оптимальным поведением будет h(t) = h(t; t0, ĥ3, u
0(·)) ≡ ĥ3, которое можно

обеспечить с помощью управления u0(t) ≡ αĥ3, удовлетворяющего условию A3. Оптимальный
результат задачи (2.1),(2.2) в точке (t0, ĥ3) ∈ G2 определяется как

V (t0, h0) = J(u0(·)) =

T
∫

t0

f(h(t; t0, h0, u
0(·))dt = f(ĥ3)(T − t0). (3.3)

Решим следующую систему с краевыми условиями






















dh

dt
= −αh+ αĥ3,

dsh

dt
= αsh − f ′(ĥ3),

dz

dt
= −f(ĥ3),











h(T ) = ĥ3,

sh(T ) = 0,

z(T ) = 0.

Для любых точек (t0, ĥ3) ∈ G2 получим решение










h(t0) = ĥ3,

sh(t0) = 0,

z(t0) = f(ĥ3)(T − t0)
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и определим функции ϕ2(t0, ĥ3) и sh(t0) для всех t0 ∈ [0, T ] как

ϕ2(t0, ĥ3) = z(t0) ≡ f(ĥ3)(T − t0), sh(t0) = 0. (3.4)

Согласно (3.3) и (3.4) получаем, что ϕ2(t0, ĥ3) = V (t0, ĥ3) и sh(t0) = 0 на множестве G2.

3.3. Функция ϕ3(·)

Определим функцию ϕ3(·) в области Π1 = [0, T ] × [0, ĥ1]. Введенное ранее множество G1

является частью границы этой области Π1. Полагаем, что на множестве G1 справедливо:

ϕ3(t0, ĥ1) = ϕ1(t0, ĥ1) = V (t0, ĥ1),
∂ϕ3

∂h
(t0, ĥ1) = 0. (3.5)

Рассмотрим множество G3 = {(t, h) : t = T, h ∈ [0, ĥ1]}, которое является другой частью
границы области Π1, где полагаем

ϕ3(T, h) = V (T, h) = J(u(·)) =

T
∫

T

f(h(t;T, h, u(·))dt = 0,
∂ϕ3

∂h
(T, h) = 0. (3.6)

Построим в области Π1 классическое решение линейного вспомогательного уравнения ГЯБ

∂ϕ3

∂t
+H

Q

(

h,
∂ϕ3

∂h

)

:=
∂ϕ3

∂t
− αh

∂ϕ3

∂h
+ f(h) +Q

∂ϕ3

∂h
= 0 (3.7)

с краевым условием, определенным формулой (3.5) на множестве G1 и формулой (3.6) на
множестве G3. Используя метод характеристик Коши, построим это решение с помощью ха-
рактеристической системы























dh

dt
= −αh+Q,

dsh

dt
= αsh − f ′(h),

dz

dt
= −f(h),

с краевыми условиями, когда (t1, h(t1) = ĥ1) ∈ G1











h(t1) = ĥ1,

sh(t1) = 0,

z(t1) = f(ĥ1)(T − t1),

и с краевыми условиями, когда (T, h(T )) ∈ G3











h(T ) = γ1, γ1 ∈ [0, ĥ1],

sh(T ) = 0,

z(T ) = 0.

Решение этой системы для точек (t0, h0) ∈ Π1, через которые проходят характеристики с
краевыми условиями для множества G1, имеет вид















































h(t0) = (ĥ1 −
Q
α
)eα(t1−t0) +

Q

α
,

sh(t0) =

t1
∫

t0

eα(τ−t1)f ′(h(τ))dτ ,

z(t0) = f(ĥ1)(T − t1) +

t1
∫

t0

f(h(τ))dτ ,
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а для точек (t0, h0) ∈ Π1, через которые проходят характеристики с краевыми условиями для
множества G3, можно представить как















































h(t0) = (γ1 −
Q
α
)eα(T−t0) +

Q

α
,

sh(t0) =

T
∫

t0

eα(τ−T )f ′(h(τ))dτ ,

z(t0) =

T
∫

t0

f(h(τ))dτ .

В точках (t0, h0) ∈ Π1, через которые проходят характеристики с краевыми условиями для G1

и G3, согласно методу Коши решение рассматриваемой краевой задачи для уравнения (3.7) в
области Π1 имеет вид

ϕ3(t0, h0) = z(t0), h(t0) = h0.

З а м е ч а н и е 1. Из условия A2, т. е. f ′(h) > 0, h ∈ [0, ĥ1], вытекает, что

sh(t0) =
∂ϕ3(t0, h0)

∂h
> 0

во внутренних точках области Π1. Следовательно, функция ϕ3(t, h) в области Π1 удовлетворяет
основному уравнению ГЯБ (2.3)

∂ϕ3(t, h)

∂t
−αh

∂ϕ3(t, h)

∂h
+f(h)+Q

∂ϕ3(t, h)

∂h
=

∂ϕ3(t, h)

∂t
−αh

∂ϕ3(t, h)

∂h
+f(h)+ max

u∈[0,Q]

∂ϕ3(t, h)

∂h
= 0,

и sh(t0) =
∂ϕ3(t0, h0)

∂h
= 0 при (t0, h0) ∈ G1 ∪G3.

3.4. Функция ϕ4(·)

Определим функцию ϕ4(·) в области Π2 = [0, T ] × [ĥ3, L]. Введенное ранее множество G2

является частью границы этой области Π2. Полагаем, что на множестве G2 справедливо

ϕ4(t0, ĥ3) = ϕ2(t0, ĥ3) = V (t0, ĥ3),
∂ϕ4

∂h
(t0, ĥ3) = 0. (3.8)

Рассмотрим множество G4 = {(t, h) : t = T, h ∈ [ĥ3, L]}, которое является другой частью
границы области Π2, где полагаем

ϕ4(T, h) = V (T, h) = J(u(·)) =

T
∫

T

f(h(t;T, h, u(·))dt = 0,
∂ϕ4

∂h
(T, h) = 0. (3.9)

Построим в области Π2 классическое решение линейного вспомогательного уравнения ГЯБ

∂ϕ4

∂t
+H

0

(

h,
∂ϕ4

∂h

)

:=
∂ϕ4

∂t
− αh

∂ϕ4

∂h
+ f(h) + 0 ·

∂ϕ4

∂h
= 0 (3.10)

с краевым условием, определенным формулой (3.8) на множестве G2 и формулой (3.9) на
множестве G4. Используя метод характеристик Коши, построим это решение с помощью ха-
рактеристической системы























dh

dt
= −αh,

dsh

dt
= αsh − f ′(h),

dz

dt
= −f(h)
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с краевыми условиями, когда (t2, h(t2) = ĥ3) ∈ G2:











h(t2) = ĥ3,

sh(t2) = 0,

z(t2) = f(ĥ3)(T − t2),

и с краевыми условиями, когда (T, h(T )) ∈ G4:











h(T ) = γ2, γ2 ∈ [ĥ3, L],

sh(T ) = 0,

z(T ) = 0.

Решение этой системы для точек (t0, h0) ∈ Π2, через которые проходят характеристики с
краевыми условиями для G2, имеет вид











































h(t0) = ĥ3e
α(t2−t0),

sh(t0) =

t2
∫

t0

eα(τ−t2)f ′(h(τ))dτ ,

z(t0) = f(ĥ3)(T − t2) +

t2
∫

t0

f(h(τ))dτ ,

а для точек (t0, h0) ∈ Π2, через которые проходят характеристики с краевыми условиями для
G4, имеет вид:











































h(t0) = γ2e
α(T−t0),

sh(t0) =

T
∫

t0

eα(τ−T )f ′(h(τ))dτ ,

z(t0) =

T
∫

t0

f(h(τ))dτ .

В точках (t0, h0) ∈ Π2, через которые проходят характеристики с краевыми условиями для G2

и G4, согласно методу Коши, решение рассматриваемой краевой задачи для уравнения (3.10)
в области Π2 имеет вид

ϕ4(t0, h0) = z(t0), h(t0) = h0.

З а м е ч а н и е 2. Из условия A2, а именно f ′(h) < 0, h ∈ [ĥ3, L], вытекает, что

sh(t0) =
∂ϕ4(t0, h0)

∂h
< 0

во внутренних точках области Π2. Следовательно, функция ϕ4(t, h) в области Π2 удовлетворяет
основному уравнению ГЯБ (2.3)

∂ϕ4(t, h)

∂t
−αh

∂ϕ4(t, h)

∂h
+f(h)+0·

∂ϕ4(t, h)

∂h
=

∂ϕ4(t, h)

∂t
−αh

∂ϕ4(t, h)

∂h
+f(h)+ max

u∈[0,Q]

∂ϕ4(t, h)

∂h
= 0,

и sh(t0) =
∂ϕ4(t0, h0)

∂h
= 0 при (t0, h0) ∈ G2 ∪ G4.
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3.5. Функция ϕ5(·)

Определим функцию ϕ5(·) в области Π = [0, T ] × [ĥ1, ĥ3]. Введенное ранее множество G1

является частью границы этой области Π. Полагаем, что на множестве G1 справедливо

ϕ5(t0, ĥ1) = ϕ1(t0, ĥ1) = V (t0, ĥ1),
∂ϕ5

∂h
(t0, ĥ1) = 0. (3.11)

Рассмотрим множество G5 = {(t, h) : t = T, h ∈ [ĥ1, ĥ2]}, которое является частью границы
области Π, где полагаем

ϕ5(T, h) = V (T, h) = J(u(·)) =

T
∫

T

f(h(t;T, h, u(·))dt = 0,
∂ϕ5

∂h
(T, h) = 0. (3.12)

Построим в области Π классическое решение линейного вспомогательного уравнения ГЯБ

∂ϕ5

∂t
+H

0

(

h,
∂ϕ5

∂h

)

:=
∂ϕ5

∂t
− αh

∂ϕ5

∂h
+ f(h) + 0 ·

∂ϕ5

∂h
= 0 (3.13)

с краевым условием, определенным формулой (3.11) на множестве G1 и формулой (3.12) на
множестве G5. Используя метод характеристик Коши, построим это решение с помощью ха-
рактеристической системы























dh

dt
= −αh,

dsh

dt
= αsh − f ′(h),

dz

dt
= −f(h)

с краевыми условиями, когда (t1, h(t1) = ĥ1) ∈ G1:











h(t1) = ĥ1,

sh(t1) = 0,

z(t1) = f(ĥ1)(T − t1),

и с краевыми условиями, когда (T, h(T )) ∈ G5:











h(T ) = ξ1, ξ1 ∈ (ĥ1, ĥ2),

sh(T ) = 0,

z(T ) = 0.

Решение этой системы для точек (t0, h0) ∈ Π, лежащих на графиках фазовых характери-
стик (t, h(t)), с краевыми условиями на G1, имеет вид











































h̃(t0) = ĥ1e
α(t1−t0),

s5h(t0) =

t1
∫

t0

eα(τ−t1)f ′(h̃(τ))dτ ,

z5(t0) = f(ĥ1)(T − t1) +

t1
∫

t0

f(h̃(τ))dτ ,
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а для точек (t0, h0) ∈ Π, лежащих на графиках фазовых характеристик (t, h(t)), с краевыми
условиями на G5, может быть представлено как











































h̃(t0) = ξ1e
α(T−t0),

s5h(t0) =

t1
∫

t0

eα(τ−t1)f ′(h̃(τ))dτ ,

z5(t0) =

T
∫

t0

f(h̃(τ))dτ .

З а м е ч а н и е 3. Согласно методу Коши решение рассматриваемой краевой задачи
для уравнения (3.13) в подобласти области Π, покрытой графиками фазовых характеристик
(t, h(t)) с краевыми условиями на G1 ∪ G5, имеет вид

ϕ5(t0, h0) = z5(t0),
∂ϕ5(t0, h0)

∂h
= s5h(t0), h(t0) = h0.

Используя (1.4), получаем, что в точках области (t, h) ∈ [0, T )× (ĥ1, ĥ2], покрытой графиками

фазовых характеристик (t, h(t)) с краевыми условиями на G1 ∪ G5, справедливо
∂ϕ5(t, h)

∂h
=

s5h(t) < 0.

3.6. Функция ϕ6(·)

Определим функцию ϕ6(·) в области Π = [ĥ1, ĥ3] × [0, T ]. Введенное ранее множество G2

является частью границы этой области Π. Полагаем, что на множестве G2 справедливо

ϕ6(t0, ĥ3) = ϕ2(t0, ĥ3) = V (t0, ĥ3),
∂ϕ6

∂h
(t0, ĥ3) = 0. (3.14)

Рассмотрим множество G6 = {(t, h) : t = T, h ∈ [ĥ2, ĥ3]}, которое является частью границы
области Π, где полагаем

ϕ6(T, h) = V (T, h) = J(u(·)) =

T
∫

T

f(h(t;T, h, u(·))dt = 0,
∂ϕ6

∂h
(T, h) = 0. (3.15)

Построим в области Π классическое решение линейного вспомогательного уравнения ГЯБ

∂ϕ6

∂t
+H

Q

(

h,
∂ϕ6

∂h

)

:=
∂ϕ6

∂t
− αh

∂ϕ6

∂h
+ f(h) +Q

∂ϕ6

∂h
= 0 (3.16)

с краевым условием, определенным формулой (3.14) на множестве G2 и формулой (3.15) на
множестве G6. Используя метод характеристик Коши, построим это решение с помощью ха-
рактеристической системы























dh

dt
= −αh+Q,

dsh

dt
= αsh − f ′(h),

dz

dt
= −f(h)

с краевыми условиями, когда (t2, h(t2) = ĥ3) ∈ G2:










h(t2) = ĥ3,

sh(t2) = 0,

z(t2) = f(ĥ3)(T − t2),
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и с краевыми условиями, когда (T, h(T )) ∈ G6:











h(T ) = ξ2, ξ2 ∈ (ĥ2, ĥ3),

sh(T ) = 0,

z(T ) = 0.

Решение этой системы для точек (t0, h0) ∈ Π, лежащих на графиках фазовых характеристик
(t, h(t)) с краевыми условиями для G2, может быть представлено как















































h̄(t0) = (ĥ3 −
Q
α
)eα(t2−t0) +

Q

α
,

s6h(t0) =

t2
∫

t0

eα(τ−t2)f ′(h̄(τ))dτ ,

z6(t0) = f(ĥ3)(T − t2) +

t2
∫

t0

f(h̄(τ))dτ ,

а для точек (t0, h0) ∈ Π, лежащих на графиках фазовых характеристик (t, h(t)) с краевыми
условиями для G6, имеет вид















































h̄(t0) = (ξ2 −
Q
α
)eα(T−t0) +

Q

α
,

s6h(t0) =

T
∫

t0

eα(τ−T )f ′(h̄(τ))dτ ,

z6(t0) =

T
∫

t0

f(h̄(τ))dτ .

З а м е ч а н и е 4. Согласно методу Коши, решение рассматриваемой краевой задачи
для уравнения (3.16) в подобласти области Π, покрытой графиками фазовых характеристик
(t, h(t)) с краевыми условиями на G2 ∪ G6, имеет вид

ϕ6(t0, h0) = z6(t0),
∂ϕ6(t0, h0)

∂h
= s6h(t0), h(t0) = h0.

Используя (1.4), получаем, что во всех точках области, где (t, h) ∈ [0, T ) × [ĥ2, ĥ3), покрытой
графиками фазовых характеристик (t, h(t)) с краевыми условиями на G2 ∪ G6, справедливо
∂ϕ6(t, h)

∂h
= s6h(t) > 0.

4. Построение функции ϕ(·) в области Π

Построенные функции ϕ5 и ϕ6 пересекаются в полосе Π. Точки, в которых значения функ-
ций совпадают, образуют линию Γ = {(t, x(t)) : t ∈ [0, T ], x(T ) = ĥ2}. Исходя из непрерывности
склейки этих функций и проводя рассуждения, аналогичные рассуждениям в работах [8, гл. 4;
9, гл. 6], мы можем утверждать, что уравнение линии склейки Γ удовлетворяет условию Ран-
кина — Гюгонио с краевым условием x(T ) = ĥ2 и имеет вид

dx

dt
=

H
Q(x, s6h)−H

0(x, s5h)

s6h − s5h
= −αx(t) +Q

s6h
s6h − s5h

.
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h

ĥ1

ĥ2

Γ

ĥ3

0

Π1

Π2

Π3

Π4

u = Q

u = 0

ϕ6(t, h)

ϕ5(t, h)

h̄(t)

h̃(t)
(t, x(t)) ξ1(t)

ξ2(t)

T t

Риcунок

Введем на области Π функцию ϕ(t, h):

ϕ(t, h) =











ϕ5(t, h), (t, h) ∈ Π3 = [0, T ) × [ĥ1, x(t)],

ϕ6(t, h), (t, h) ∈ Π4 = [0, T ) × [x(t), ĥ3],

0, t = T, h ∈ [ĥ1, ĥ3].

Лемма 1. Для всех точек (t, h) ∈ Π, где одновременно определены ϕ5 и ϕ6, справедливо

ϕ(t, h) = max{ϕ5(t, h), ϕ6(t, h)}. (4.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольную точку (t, x(t)) ∈ Γ, t < T (см. рису-
нок), где

ϕ5(t, x(t)) = ϕ6(t, x(t)), x(t) = h̃(t, ξ1(t)) = h̄(t, ξ2(t)),

ĥ1 ≤ ξ1(t) < ĥ2, ĥ2 < ξ2(t) ≤ ĥ3.

Введем следующие функции:

h̃(τ) = h̃(τ, ξ1(t)), ω(τ) := ϕ6(τ, h̃(τ))− ϕ5(τ, h̃(τ)), τ ∈ [t̄, t], t̄ =

{

t∗ ≥ 0, h̃(t∗) = ĥ3,

0, h̃(0) < ĥ3.

Вычислим
dω(τ)

d(−τ)
, используя замечания 3,4 и формулы (3.13), (3.16):

dω(τ)

d(−τ)
= −

[∂ϕ6(τ, h̃(τ))

∂τ
−

∂ϕ5(τ, h̃(τ))

∂τ

]

−
dh̃(τ)

dτ

[∂ϕ6(τ, h̃(τ))

∂h
−

∂ϕ5(τ, h̃(τ))

∂h

]

= H
Q(h̃(τ), s6h(τ))−H

0(h̃(τ), s5h(τ))−
dh̃(τ)

dτ

(

s6h(τ)− s5h(τ)
)

= −αh̃(τ)s6h(τ) +Qs6h(τ) + f(h̃(τ)) + αh̃(τ)s5h(τ)− f(h̃(τ)) + αh̃(τ)
(

s6h(τ)− s5h(τ)
)

= Qs6h(τ).

Если x(t) ≥ ĥ2, то s6h(τ) > 0 согласно замечанию 4. Если x(t) < ĥ2, то найдем момент времени

τ∗ < t такой, что h̃(τ∗) = ĥ2. Тогда, согласно замечанию 4 s6h(τ∗) > 0. Для всех τ ∈ [τ∗, t],

h̃(τ) ∈ (ĥ1, ĥ2) справедливо f ′(h̃(τ)) < 0 и

ds6h(τ)

dτ
= αs6h(τ)− f ′(h̃(τ)) > 0,
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откуда вытекает, что s6h(τ) > 0, τ ∈ [τ∗, t]. Таким образом, суммируя сказанное, s6h(τ) > 0,
τ ∈ [t̄, t].

Из того, что ω(t) = 0 и
dω(τ)

d(−τ)
= Qs6h(τ) > 0, τ ≤ t, получаем

ω(τ) = ϕ6(τ, h̃(τ))− ϕ5(τ, h̃(τ)) > 0, τ ∈ [t̄, t]. (4.2)

Аналогичными рассуждениями показывается, что для h̄(τ) = h̄(τ, ξ2(t))

ω(τ) = ϕ5(τ, h̄(τ))− ϕ6(τ, h̄(τ)) > 0, τ ∈ [¯̄t, t], ¯̄t =

{

t∗ ≥ 0, h̄(t∗) = ĥ1,

0, h̄(0) > ĥ1.
(4.3)

Подобными рассуждениями можно убедиться в справедливости неравенств (4.2) и (4.3) вдоль
фазовых характеристик с краевыми условиями на G1 и G2 соответственно.

Таким образом, для всех точек (τ, h) ∈ Π, где одновременно определены ϕ5(τ, h) и ϕ6(τ, h)
и через которые проходит пара характеристик h̃(τ) = h̄(τ) = h, справедлива формула (4.1). �

Следствие 1. Согласно лемме 1

∂ϕ(t, h)

∂h
=

∂ϕ5(t, h)

∂h
= s5h(t, h) < 0, (t, h) ∈ Π3,

∂ϕ(t, h)

∂h
=

∂ϕ6(t, h)

∂h
= s6h(t, h) > 0, (t, h) ∈ Π4.

Следовательно в области Π\Γ функция ϕ(t, h) удовлетворяет основному уравнению ГЯБ (2.3)

∂ϕ(t, h)

∂t
− αh

∂ϕ(t, h)

∂h
+ f(h) + max

u∈[0,Q]

(

u
∂ϕ(t, h)

∂h

)

= 0,

а в точках кривой Γ она субдифференцируема, причем ее субдифференциал имеет вид [6]

D−ϕ(t, h) = co

{

(∂ϕ5

∂t
,
∂ϕ5

∂h

)

;
(∂ϕ6

∂t
,
∂ϕ6

∂h

)

}

, (4.4)

где символ co обознчает выпуклую оболочку.

Лемма 2. Для любой точки (t̃, x(t̃)) на кривой Γ и для всех элементов (st, sh) из супер-

дифференциала D−ϕ(t, h) справедливо следующее неравенство:

st − αhsh + f(h) + max
u∈[0,Q]

ush ≤ 0. (4.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть t̃ ∈ [0, T ]. Напомним, что
∂ϕ5

∂h
(t̃, x(t̃)) = s5h(t̃) и

∂ϕ6

∂h
(t̃, x(t̃)) = s6h(t̃). Найдем

∂ϕ5

∂t
(t̃, x(t̃)) = s5t (t̃) и

∂ϕ6

∂t
(t̃, x(t̃)) = s6t (t̃) из уравнений ГЯБ (3.13),

(3.16):

s5t (t̃)− αx(t̃)s5h(t̃) + f(x(t̃)) = 0,

s6t (t̃)− αx(t̃)s6h(t̃) + f(x(t̃)) +Qs6h(t̃) = 0.

Получим соответственно

s5t (t̃) = αx(t̃)s5h(t̃)− f(x(t̃)),

s6t (t̃) = αx(t̃)s6h(t̃)− f(x(t̃))−Qs6h(t̃).
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Согласно (4.4) для каждого элемента (st, sh) из супердифференциала cуществует такое
значение λ : 0 ≤ λ ≤ 1, что справедливо

λs5t (t̃) + (1− λ)s6t (t̃) = st, λs5h(t̃) + (1− λ)s6h(t̃) = sh.

Для этих элементов проверим неравенство (4.5)

λs5t (t̃)+ (1−λ)s6t (t̃)−αx(t̃)(λs5h(t̃)+ (1−λ)s6h(t̃))+ f(x(t̃))+maxu(λs5h(t̃) + (1− λ)s6h(t̃)). (4.6)

Преобразуя (4.6), получим

−(1− λ)Qs6h + max
u∈[0,Q]

(u(λs5h(t̃) + (1− λ)s6h(t̃))). (4.7)

Учитывая, что s5h(t̃) < 0 и s6h(t̃) > 0, можно утверждать, что для всех λ ∈ [0, 1] выраже-
ние (4.7) будет неположительным. Значит, неравенство (4.5) выполняется. �

5. Основной результат

Теорема. Функция ϕ(·), имеющая вид

ϕ(t, h) =











































ϕ1, (t, h) ∈ G1,

ϕ2, (t, h) ∈ G2,

ϕ3, (t, h) ∈ Π1,

ϕ4, (t, h) ∈ Π2,

ϕ5, (t, h) ∈ Π3,

ϕ6, (t, h) ∈ Π4,

(5.1)

совпадает с функцией цены V (t, h) в задаче (2.1), (2.2) на всей области ΠT .

Д о к а з а т е л ь с т в о. В точке ĥ1 для любых t ∈ [0, T ] по построению справедливо

ϕ3(t, ĥ1) = ϕ5(t, ĥ1) = ϕ(t, ĥ1),
∂ϕ3

∂h
(t, ĥ1) =

∂ϕ5

∂h
(t, ĥ1) = 0.

Тогда из уравнений (3.7), (3.13) следует, что в точке (t, ĥ1) верно

∂ϕ3

∂t
(t, ĥ1) =

∂ϕ5

∂t
(t, ĥ1) = 0.

Значит, функции ϕ3(·), ϕ5(·) склеиваются гладко и для ϕ(t, ĥ1) справедливо уравнение

∂ϕ(t, ĥ1)

∂t
− αh

∂ϕ(t, ĥ1)

∂h
+ f(h) + max

u∈[0,Q]

(

u
∂ϕ(t, ĥ1)

∂h

)

= 0.

В точке ĥ3 для любых t ∈ [0, T ] по построению справедливо

ϕ4(t, ĥ3) = ϕ6(t, ĥ3) = ϕ(t, ĥ3),
∂ϕ4

∂h
(t, ĥ3) =

∂ϕ6

∂h
(t, ĥ3) = 0.

Тогда из уравнений (3.10), (3.16) следует, что в точке (t, ĥ3) верно

∂ϕ4

∂t
(t, ĥ1) =

∂ϕ6

∂t
(t, ĥ3) = 0.
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Значит, функции ϕ4(·), ϕ6(·) склеиваются гладко и для ϕ(t, ĥ3) справедливо уравнение

∂ϕ(t, ĥ3)

∂t
− αh

∂ϕ(t, ĥ3)

∂h
+ f(h) + max

u∈[0,Q]

(

u
∂ϕ(t, ĥ3)

∂h

)

= 0.

Функции ϕ5(t, h) и ϕ6(t, h) равны на Γ, но градиенты этих функций не совпадают на Γ,
отсюда следует, что эти функции склеиваются не гладко на кривой Γ.

Из замечаний 1, 2 и следствия 1 вытекает, что функция ϕ(t, h) вида (5.1) непрерывно диф-
ференцируема в области (t, h) ∈ ΠT \ Γ и удовлетворяет основному уравнению ГЯБ (2.3)

∂ϕ(t, h)

∂t
− αh

∂ϕ(t, h)

∂h
+ f(h) + max

u∈[0,Q]

(

u
∂ϕ(t, h)

∂h

)

= 0, (5.2)

а в точках (t̃, x(t̃)) ∈ Γ согласно лемме 2 она субдифференцируема и все элементы из субдиф-
ференциала удовлетворяют неравенству (2.4)

st(t̃)− αx(t̃)sh(t̃) + f(x(t̃)) + max
u∈[0,Q]

ush(t̃) ≤ 0.

Тогда согласно теории минимаксных решений [6;9] построенная функция ϕ(t, h) является един-
ственным минимаксным решением уравнения (5.2) с краевым условием ϕ(T, h) = 0 и совпадает
с функцией цены V (t, h) в задаче (2.1), (2.2), что и требовалось доказать. �
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