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В 2009 г. С.В.Матвеев ввел понятие виртуального трехмерного многообразия, обобщающее понятие

классического трехмерного многообразия. Виртуальное многообразие есть класс эквивалентности так на-

зываемых специальных полиэдров. Каждое виртуальное многообразие определяет трехмерное многооб-

разие с непустым краем и RP 2-особенностями. Многие инварианты многообразий, например, инварианты

Тураева — Виро, допускают продолжение на множество виртуальных многообразий. Cложность виртуаль-

ного трехмерного многообразия равна k, если его класс эквивалентности содержит специальный полиэдр

с k истинными вершинами и не содержит специальных полиэдров с меньшим числом истинных вершин. В

данной работе приводится полный список виртуальных многообразий сложности 1 и даны двусторонние

оценки на число виртуальных многообразий сложности 2. Вопрос о полной классификации виртуальных

многообразий сложности 2 по-прежнему остается открытым.
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xity 1 and 2.

Matveev in 2009 introduced the notion of virtual 3-manifold, which generalizes the classical notion of 3-

manifold. A virtual manifold is an equivalence class of so-called special polyhedra. Each virtual manifold

determines a 3-manifold with nonempty boundary and RP 2-singularities. Many invariants of manifolds, such as

Turaev–Viro invariants, can be extended to virtual manifolds. The complexity of a virtual 3-manifold is k if its

equivalence class contains a special polyhedron with k true vertices and contains no special polyhedra with a

smaller number of true vertices. In this paper we give a complete list of virtual 3-manifolds of complexity 1 and

present two-sided bounds for the number of virtual 3-manifolds of complexity 2. The question of the complete

classification for virtual 3-manifolds of complexity 2 remains open.
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Введение

С.В.Матвеев [1] определил виртуальное трехмерное многообразие как специальный поли-
эдр, рассматриваемый с точностью до обратимого преобразования T . Это определение мотиви-
ровано тем, что любое компактное трехмерное многообразие полностью задается утолщаемым
специальным полиэдром (своим спайном), причем любые два специальных спайна одного и то-
го же многообразия (с двумя и более истинными вершинами) можно всегда связать цепочкой
преобразований T и T−1. Каждое виртуальное многообразие определяет трехмерное многооб-
разие с непустым краем и RP 2-особенностями. Таким образом, суть обобщения заключается
в переходе к более широкому классу многообразий с особенностями за счет отказа от утол-
щаемости полиэдров. Отметим, что многие инварианты трехмерных многообразий — группы
гомологий и когомологий, а также различные квантовые инварианты (например, инварианты
Тураева — Виро) — продолжаются на виртуальные многообразия.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 16-01-00609).
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Как и в классическом случае, сложность виртуального многообразия равна k, если его
можно задать специальным полиэдром с k истинными вершинами, но нельзя задать полиэд-
ром с меньшим числом истинных вершин [2]. В настоящей работе полностью классифициро-
ваны виртуальные многообразия сложности 1 и установлены двусторонние оценки на число
виртуальных многообразий сложности 2.

1. Предварительные сведения

Напомним основные факты теории простых и специальных полиэдров, разработанной
С.В.Матвеевым (см. [3, гл. 1]). Двумерный компактный полиэдр P называется простым, если
линк каждой точки x ∈ P гомеоморфен либо окружности (такая точка x называется неособой),
либо графу, состоящему из двух вершин и трех соединяющих их ребер (такая точка x назы-
вается тройной), либо полному графу K4 с четырьмя вершинами (такая точка x называется
истинной вершиной). Компоненты связности объединения всех тройных точек и объединения
всех неособых точек называются соответственно тройными линиями и 2-компонентами по-
лиэдра P . Множество особых точек полиэдра P (т. е. объединение истинных вершин и тройных
линий) называется его особым графом. Простой полиэдр естественным образом стратифици-
рован: каждый страт размерности 2 (2-компонента) — это связная компонента множества
неособых точек; страты размерности 1 – это открытые или замкнутые тройные линии; страты
размерности 0 — это истинные вершины.

Простой полиэдр называется специальным, если каждый его одномерный страт является
открытой 1-клеткой, а каждая 2-компонента является открытой 2-клеткой. Особый граф спе-
циального полиэдра имеет по крайней мере одну истинную вершину и является 4-регулярным
графом. Поэтому тройные линии специального полиэдра естественно называть ребрами.

Для каждого специального полиэдра P , имеющего хотя бы две истинные вершины, опреде-
лено преобразование T , состоящее в удалении собственного подполиэдра ET ⊂ P (рис. 1 слева)
и замене его на собственный подполиэдр E′

T (рис. 1 справа). Отметим, что преобразование T

увеличивает на единицу как число истинных вершин, так и число 2-компонент специального
полиэдра, в то время как обратное преобразование T−1 уменьшает их на единицу.

Будем говорить, что два специальных полиэдра эквивалентны, если один может быть пе-
реведен в другой с помощью конечной последовательности преобразований T±1. Класс экви-
валентности [P ] специального полиэдра P будем называть виртуальным трехмерным много-

образием [1].

Компактный трехмерный полиэдр W называется трехмерным многообразием с особен-

ностями, если линк любой точки из W является замкнутой связной поверхностью или диском.
Если линк любой точки из W гомеоморфен двумерной сфере, проективной плоскости или
диску, то полиэдр W называется трехмерным многообразием с RP 2-особенностями. Точки,

T
=⇒

T−1

⇐=

Рис. 1. Преобразования T и T−1.
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линки которых гомеоморфны диску, образуют край ∂W многообразия W .

Каждый специальный полиэдр P определяет трехмерное многообразие WP с непустым
краем и RP 2-особенностями (см. [1; 3, § 1.1.5]). Опишем конструкцию многообразия WP . На-
помним, что для любой 2-компоненты ξ специального полиэдра P имеет место характеристиче-
ское отображение f : D2 → P , которое гомеоморфно отображает внутренность диска D2 на ξ и
ограничение которого на S1 = ∂D2 является локальным вложением. Кривая f |∂D2 : ∂D2 → P

(и ее образ f |∂D2(∂D2)) называется граничной кривой 2-компоненты ξ и обозначается через ∂ξ.
Внутри каждой 2-компоненты ξ полиэдра P выберем точку aξ, а внутри каждого ребра e это-
го полиэдра — точку be. Каждую точку aξ соединим непересекающимися дугами, лежащими
в ξ, со всеми теми точками be, которые принадлежат граничной кривой ∂ξ. При этом каждо-
му проходу граничной кривой ∂ξ по ребру отвечает своя дуга. Разрежем полиэдр P по всем
построенным дугам. Мы получим набор полиэдров R1, . . . , Rn (n — число истинных вершин
полиэдра P ), каждый из которых гомеоморфен конусу над полным графом K4 с четырьмя
вершинами. Каждый полиэдр Rj отождествим с объединением линков всех четырех вершин
тетраэдра ∆j в его первом барицентрическом подразделении. Обратно, полиэдр P получается
склейкой полиэдров R1, . . . , Rn. Эта склейка определяет схему DP отождествления тетраэдров
∆j, т. е. разбиение множества всех граней тетраэдров ∆j на пары и выбор аффинных гомео-
морфизмов между гранями каждой пары. Отождествим теперь все грани тетраэдров ∆j по

выбранным гомеоморфизмам. Полученный полиэдр ŴP является многообразием с особенно-
стями. Каждая особая точка многообразия ŴP получается отождествлением либо вершин,
либо барицентров ребер тетраэдров. Вырежем из многообразия ŴP окрестности всех точек,
получающихся отождествлением вершин тетраэдров. В результате мы получим трехмерное
многообразие WP с непустым краем и RP 2-особенностями.

Теорема 1 [1, теорема 3]. Соответствие P → WP индуцирует корректно определенную

сюръекцию ϕ : V → W множества V всех виртуальных трехмерных многообразий на множе-

ство W всех компактных трехмерных многообразий с непустым краем и RP 2-особенностями.

Как было отмечено в [1], многие инварианты трехмерных многообразий продолжаются на
виртуальные многообразия. В дальнейшем мы будем использовать следующие инварианты
виртуального многообразия [P ]:

◦ эйлерову характеристику χ(P );

◦ значения инвариантов Тураева — Виро (см. [4]);

◦ первую группу гомологий H1(P );

◦ край ∂WP многообразия WP ;

◦ число sing(WP) особых точек многообразия WP ;

◦ ориентируемость многообразия WP .

Отметим, что любое многообразие, имеющее RP 2-особенности, является неориентируемым,
если под этим, как и в случае обычного многообразия, понимать наличие обращающего ори-
ентацию замкнутого пути. Разумеется, путь не должен проходить через особые точки.

2. Табулирование виртуальных многообразий

2.1. Перечисление специальных полиэдров

Будем табулировать связные виртуальные трехмерные многообразия в порядке возрас-
тания их сложности. Напомним, что сложность cv[P ] виртуального трехмерного многообра-
зия [P ] равна k, если класс эквивалентности [P ] содержит специальный полиэдр с k истинными
вершинами и не содержит специальных полиэдров с меньшим числом истинных вершин [2].

Идея перечисления специальных полиэдров такова. Сначала для каждого k ≥ 1 мы пере-
числяем все связные регулярные графы валентности 4 с k вершинами. Для k = 1, 2, 3, 4 число
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таких графов равно 1, 2, 4 и 10 соответственно (см. рис. 2). Затем для каждого связного ре-
гулярного графа Γ валентности 4 мы перечисляем все специальные полиэдры, особые графы
которых изоморфны графу Γ. Более подробное описание построения специальных полиэдров
с заданным особым графом см. в [3, гл. 2].

Рис. 2. Регулярные графы валентности 4 с ≤ 4 вершинами.

Приведем результаты компьютерного перечисления специальных полиэдров для k ≤ 4.

Теорема 2. Число n(k) связных специальных полиэдров с k ≤ 4 истинными вершинами

задается табл. 1:
Т а б л и ц а 1

k 1 2 3 4

n(k) 11 169 5959 405607

2.2. Виртуальные многообразия сложности 1

Теорема 3. Существует ровно 11 связных виртуальных трехмерных многообразий

сложности 1.
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Т а б л и ц а 2
Виртуальные многообразия сложности 1

σ(P ) χ(P ) sing(WP ) WP ∂WP

1 bkaajj 1 0 L4,1 \D
3 S2

2 bkaagj 1 0 D3 S2

3 bkaajn 1 0 L5,2 \D
3 S2

4 bkaagb 2 0 S2 × [0, 1] S2 ⊔ S2

5 bkaaid 0 0 N11 T 2

6 bkaaij 0 1 #3RP 2

7 bkaahd 1 2 #2RP 2

8 bkaagd 1 1 RP 2

9 bkaahj 2 3 RP 2

10 bkaagh 2 1 S2 ⊔ RP 2

11 bkaahh 3 2 S2 ⊔ S2

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу [2, лемма 2] класс эквивалентности [P ] любого специ-
ального полиэдра P с одной истинной вершиной совпадает с множеством {P}. Поэтому утвер-
ждение теоремы прямо следует из теоремы 2. В табл. 2 для каждого связного виртуально-
го трехмерного многообразия [P ] сложности 1 приведены значения следующих инвариантов:
сигнатура σ(P ) схемы DP отождествления тетраэдров ∆j (подробнее см. в [5]), эйлерова ха-
рактеристика χ(P ), число особых точек sing(WP ) многообразия WP , имя многообразия WP и
его край ∂WP . Эти данные были получены с помощью компьютерной программы 3-Manifold
Recognizer [6].

2.3. Виртуальные многообразия сложности 2

Разобъем множество V всех виртуальных трехмерных многообразий на три непересекаю-
щихся подмножества Vor,Vnor,Vsing. Виртуальное многообразие [P ] лежит в Vor, если соот-
ветствующее ему многообразие WP ориентируемо и не имеет RP 2-особенностей. Виртуальное
многообразие [P ] лежит в Vnor, если многообразие WP является неориентируемым и не имеет
RP 2-особенностей. Если же многообразие WP имеет RP 2-особенности, то виртуальное много-
образие [P ] лежит в Vsing.

Теорема 4. 1. Множество Vor содержит ровно 29 связных виртуальных трехмерных

многообразий сложности 2.
2. Число связных виртуальных трехмерных многообразий сложности 2, лежащих в мно-

жестве Vnor, находится в пределах от 10 до 23.
3. Число связных виртуальных трехмерных многообразий сложности 2, лежащих в мно-

жестве Vsing, находится в пределах от 73 до 98.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы является конструктивным и получено с использовани-
ем компьютера. Как было замечено в [2, лемма 2], если специальный полиэдр P имеет ровно
две истинные вершины, то cv[P ] = 2. Поэтому для классификации всех связных виртуальных
трехмерных многообразий сложности 2 достаточно разбить множество X2 всех связных спе-
циальных полиэдров с двумя истинными вершинами (их 169 согласно теореме 2) на классы
эквивалентности.

Первый этап доказательства заключается в разбиении множества X2 на три непересекаю-
щихся подмножества X2

or,X
2
nor,X

2
sing по тому же самому правилу, что и разбиение множества V

всех виртуальных трехмерных многообразий на подмножества Vor,Vnor,Vsing. Данное разби-
ение было выполнено при помощи компьютерной программы 3-Manifold Recognizer [6], моди-
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фицированной авторами для выполнения этой задачи. В результате оказалось, что множество
X2

or содержит 34, множество X2
nor — 26 и множество X2

sing — 109 специальных полиэдров.

Рассмотрим ограничение отображения ϕ : V → W на объединение множеств Vor и Vnor,
из которых исключены все виртуальные многообразия сложности 1. Из [3, теорема 1.1.13 и
теорема 1.2.5] следует, что это ограничение является биекцией на множество всех компактных
трехмерных многообразий с непустым краем. Поэтому задача классификации виртуальных
многообразий, лежащих в множествах Vor и Vnor, эквивалентна задаче классификации соот-
ветствующих компактных трехмерных многообразий с непустым краем.

Второй этап доказательства заключается в классификации всех ориентируемых трехмер-
ных многообразий с краем, задаваемых специальными полиэдрами из множества X2

or. Клас-
сификация была выполнена с помощью компьютерных программ 3-Manifold Recognizer [6],
SnapPy [7] и работы [8]. Оказалось, что 34 специальных полиэдра из множества X2

or задают
29 трехмерных многообразий с краем:

◦ 8 гиперболических многообразий с геодезическим краем, описанных в работе [8];

◦ 2 гиперболических многообразия M21, M22 с каспами из списка [9], одно из которых
является дополнительным пространством узла восьмерки;

◦ 4 многообразия, получающиеся из сферы S3 удалением k открытых шаров, k = 1, 2, 3, 4;

◦ 4 многообразия, получающиеся из проективного пространства RP 3 и линзового простран-
ства L3,1 удалением одного или двух открытых шаров;

◦ 4 многообразия, получающиеся из многообразий L5,1, L7,2, L8,3 и S2×S1 удалением одного
открытого шара;

◦ 2 многообразия: полноторие и полноторие с удаленным открытым шаром;

◦ 3 многообразия Зейферта с базой диск D2 и двумя особыми слоями каждое:
(
D2, (2, 1), (3,

1)
)
,
(
D2, (3, 1), (3, 1)

)
и
(
D2, (3, 1), (3,−1)

)
;

◦ многообразие Зейферта
(
D2, (2, 1), (2, 1), (2,−1)

)
с удаленным открытым шаром;

◦ граф-многообразие Вальдхаузена, получающееся склейкой двух многообразий Зейферта(
A2, (2, 1)

)
и

(
D2, (2, 1), (3,−2)

)
, где A2 — кольцо, по гомеоморфизму, задаваемому матрицей(

0 1

1 0

)
.

Поскольку все вышеперечисленные многообразия различны, множество Vor содержит ров-
но 29 связных виртуальных трехмерных многообразий сложности 2.

Третий этап доказательства заключается в установлении двусторонних оценок на число
виртуальных многообразий, определяемых специальными полиэдрами из множества X2

nor. На-
ми была написана компьютерная программа, которая по заданным числу n и специальному
полиэдру P строит множество всех эквивалентных ему специальных полиэдров, получающих-
ся из полиэдра P последовательным применением не более чем n преобразований T и T−1.
С помощью этой программы (при n = 6) была установлена эквивалентность трех пар специаль-
ных полиэдров из множества X2

nor. Тем самым было доказано, что число связных виртуальных
трехмерных многообразий сложности 2, лежащих в множестве Vnor, не превосходит 23. Да-
лее для каждого специального полиэдра P из множества X2

nor мы вычислили значения всех
инвариантов, перечисленных в конце разд. 2 (инварианты Тураева — Виро вычислялись до
порядка 8 включительно). Совместное использование этих инвариантов оказалось не слишком
эффективным: удалось доказать только, что число связных виртуальных трехмерных много-
образий сложности 2, лежащих в множестве Vnor, не меньше 10.

Четвертый этап доказательства аналогичен третьему этапу и заключается в нахождении
двусторонних оценок на число виртуальных многообразий, определяемых специальными по-
лиэдрами из множества X2

sing. Было установлено, что число связных виртуальных трехмерных
многообразий сложности 2, лежащих в множестве Vsing, находится в пределах от 73 до 98.

Проделанное нами исследование показало, что имеющийся набор инвариантов не позволя-
ет провести полную классификацию виртуальных трехмерных многообразий сложности 2 и
больше.
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