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П.Л.Чебышев (1857, 1859) поставил и решил задачу о наименее уклоняющейся от нуля в равномерной
метрике на отрезке неправильной рациональной дроби среди рациональных дробей, знаменатель которых
фиксирован и представляет собой положительный на отрезке многочлен заданной степени m, а числи-
тель — многочлен заданной степени n ≥ m с единичным старшим коэффициентом. А.А.Марков (1884)
решил аналогичную задачу в случае, когда в знаменателе расположен корень квадратный из заданно-
го положительного многочлена. В XX в. эта тематика получила развитие в работах С.Н.Бернштейна,
Н.И.Ахиезера и других математиков. Так, Г.Сеге (1964), используя методы комплексного анализа, пе-
ренес результат П.Л.Чебышева на случай тригонометрических дробей. В данной статье методами ве-
щественного анализа на основе развития подхода С.Н. Бернштейна удалось найти наилучшее равно-
мерное приближение на периоде тригонометрическими полиномами определенного порядка для беско-
нечной серии правильных тригонометрических дробей специального вида. Оказалось, что в периодиче-
ском случае некоторые результаты естественно формулировать в терминах обобщенного ядра Пуассо-
на Πρ,ξ(t) = (cos ξ)Pρ(t) + (sin ξ)Qρ(t), представляющего собой линейную комбинацию ядра Пуассона
Pρ(t) = (1 − ρ2)/[2(1 + ρ2 − 2ρ cos t)] и сопряженного ядра Пуассона Qρ(t) = ρ sin t/(1 + ρ2 − 2ρ cos t), где
ρ ∈ (−1, 1), ξ ∈ R. В настоящей работе найдено наилучшее равномерное приближение на периоде под-
пространством Tn тригонометрических полиномов порядка не выше n следующей линейной комбинации
обобщенного ядра Пуассона и его сдвига: Πρ,ξ(t)+(−1)nΠρ,ξ(t+π). Отсюда при ξ = 0 получаются извест-
ные результаты С.Н.Бернштейна о наилучшем равномерном приближении на [−1, 1] дробей 1/(x2 − a2),
x/(x2 − a2) алгебраическими многочленами, а при ξ = π/2 — их весовые аналоги (с весом

√
1− x2).

Кроме того, здесь найдена величина наилучшего равномерного приближения на периоде подпростран-
ством Tn специальной линейной комбинации упомянутого выше ядра Пуассона Pρ и ядра Пуассона Kρ

для бигармонического уравнения в единичном круге.
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A. G.Babenko, Yu.V. Kryakin. Modified Bernstein function and a uniform approximation of

some rational fractions by polynomials.

P. L.Chebyshev posed and solved (1857, 1859) the problem of finding an improper rational fraction least
deviating from zero in the uniform metric on a closed interval among rational fractions whose denominator is a
fixed polynomial of a given degree m that is positive on the interval and numerator is a polynomial of a given
degree n ≥ m with unit leading coefficient. A.A. Markov solved (1884) a similar problem in the case when the
denominator is the square root of a given positive polynomial. In the 20th century, this research direction was
developed by S. N.Bernstein, N. I.Akhiezer, and other mathematicians. For example, in 1964 G. Szegő extended
Chebyshev’s result to the case of trigonometric fractions using the methods of complex analysis. In this paper,
using the methods of real analysis and developing Bernstein’s approach, we find the best uniform approximation
on a period by trigonometric polynomials of certain order for an infinite series of proper trigonometric fractions
of a special form. It turned out that, in the periodic case, it is natural to formulate some results in terms of the
generalized Poisson kernel Πρ,ξ(t) = (cos ξ)Pρ(t) + (sin ξ)Qρ(t), which is a linear combination of the Poisson
kernel Pρ(t) = (1− ρ2)/[2(1+ ρ2 − 2ρ cos t)] and the conjugate Poisson kernel Qρ(t) = ρ sin t/(1+ ρ2 − 2ρ cos t),
where ρ ∈ (−1, 1) and ξ ∈ R. We find the best uniform approximation on a period by the subspace Tn of
trigonometric polynomials of order at most n for the linear combination Πρ,ξ(t) + (−1)nΠρ,ξ(t + π) of the
generalized Poisson kernel and its shift. For ξ = 0, this yields Bernstein’s known results on the best uniform
approximation on [−1, 1] of the fractions 1/(x2 − a2) and x/(x2 − a2) by algebraic polynomials. For ξ = π/2,
we obtain the weight analogs (with weight

√
1− x2) of these results. In addition, we find the value of the best

uniform approximation on a period by the subspace Tn of a special linear combination of the mentioned Poisson
kernel Pρ and the Poisson kernel Kρ for the biharmonic equation in the unit disk.

Keywords: Bernstein functions, Poisson kernels, uniform approximation.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 15-01-02705), Программы государственной под-
держки ведущих научных школ (проект НШ-9356.2016.1) и Программы повышения конкурентоспо-
собности УрФУ (постановление № 211 Правительства РФ от 16.03.2013, контракт № 2.A03.21.0006 от
27.08.2013).



44 А. Г.Бабенко, Ю.В.Крякин

MSC: 41A10, 42A10

DOI: 10.21538/0134-4889-2017-23-3-43-57

Введение

П.Л.Чебышев [19, т. 2, с. 146–236] поставил и решил задачу о наименее уклоняющейся
от нуля в равномерной метрике на отрезке [−1, 1] неправильной рациональной дроби среди
рациональных дробей вида P/Q, где числитель P — многочлен заданной степени n с еди-
ничным старшим коэффициентом, а знаменатель Q фиксирован и представляет собой поло-
жительный на [−1, 1] алгебраический многочлен степени m ≤ n. А.А.Марков [12; 13, ст. 11,
п. 1–8, с. 244–273] решил аналогичную задачу в случае, когда в знаменателе дроби вместо
фиксированного многочлена Q расположен

√
ψ, где ψ — заданный многочлен степени ℓ ≤ 2n,

положительный на [−1, 1]. Г.Сеге [17] перенес результат П.Л.Чебышева на случай тригономет-
рических дробей. Существенный вклад в эту тематику внесли С.Н.Бернштейн, Н.И.Ахиезер
и другие математики, используя методы как вещественного, так и комплексного анализа (см.
монографию [16], работы [9–11] и приведенную в них библиографию).

В данной статье на основе развития подхода С.Н.Бернштейна найдены наилучшие равно-
мерные приближения на периоде тригонометрическими полиномами определенного порядка
для бесконечной серии правильных тригонометрических дробей специального вида, в частно-
сти для специальной линейной комбинации обобщенного ядра Пуассона и его сдвига, а также
для специальной линейной комбинации ядер Пуассона для гармонического и бигармоническо-
го уравнений в единичном круге. При этом решающее значение имеют модифицированные
функции Бернштейна Bn,k(t, q, ξ), определенные ниже в разд. 2 (в случае k = 1 эти функции
были введены ранее в [3]).

Нули функции Бернштейна Bn(t, q) = Bn,1(t, q, 0) (см. ниже формулу (1.6), а также форму-
лу (2.12) при ξ = 0, k = 1) сыграли ключевую роль в решении задачи интегрального прибли-
жения характеристической функции произвольного отрезка тригонометрическими полинома-
ми [3]. Кроме того, как оказалось [4], набор точек альтернанса функции Bn(t, q) = Bn,1(t, q, 0)
совпал с набором нулей известного синус-полинома Геронимуса, в терминах которого выража-
ется решение задачи о многочлене, наименее уклоняющемся от нуля на отрезке в интеграль-
ной метрике с двумя фиксированными старшими коэффициентами. Поэтому есть основания
предполагать, что модифицированные функции Бернштейна Bn,k(t, q, ξ) при ξ ∈ R, k ≥ 1,
q = (q1, q2, . . . , qk) ∈ (−1, 1)k найдут еще ряд новых приложений (помимо упомянутых в преды-
дущем абзаце), тем более что свойства этих функций хорошо анализируются (как численно,
так и аналитически) с помощью формул (2.12)–(2.18).

1. История вопроса. Краткие формулировки результатов

Пусть C[α,β] — пространство непрерывных функций f : [α,β] → R с равномерной нормой
‖f‖C[α,β] = max {|f(x)| : x ∈ [α,β]} ; Pn — подпространство многочленов p(x) =

∑n
k=0 ckx

k

(с вещественными коэффициентами) степени не выше n.

С.Н.Бернштейн [6, ст. 7–9; 7, гл. 2] исследовал задачу о величине

En(f) = En(f)C[−1,1] = inf
p∈Pn

‖f − p‖C[−1,1]

наилучшего равномерного приближения на [−1, 1] аналитической функции f подпростран-
ством Pn. Он нашел асимптотику указанной величины для рациональной дроби 1/(x − a)k,
a > 1, k ∈ N при n → ∞. Постановка задачи о равномерном приближении простейшей дроби
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fa(x) = 1/(x − a), a > 1, подпространством Pn принадлежит П.Л.Чебышеву2 (1892) [19, т. 3,
с. 363–372]. С.Н.Бернштейн [6, ст. 8, § 3] (см. [4, разд. 2]) вычислил величину

En(fa) =
1

(a2 − 1)(a +
√
a2 − 1)n

=
4ρn+2

(1− ρ2)2
, n ∈ Z+ = {0, 1, 2, . . .}, (1.1)

и многочлен наилучшего равномерного приближения; здесь параметры a > 1, ρ ∈ (0, 1) свя-
заны между собой формулой

a =
1

2

(
ρ+

1

ρ

)
=

1 + ρ2

2ρ
. (1.2)

В [7, гл. 2, § 3, (22)] для Fa(x) =
1

x2 − a2
, Ga(x) =

x

x2 − a2
, a > 1, найдены также величины

En(Fa) = En+1(Fa) =
1

2a2(a2 − 1)(a+
√
a2 − 1)n

=
8ρn+4

(1− ρ4)2
, n = 2m, m ∈ Z+, (1.3)

En(Ga) = En+1(Ga) =
1

2a(a2 − 1)(a+
√
a2 − 1)n

=
4ρn+3

(1− ρ4)(1− ρ2)
, n = 2m+ 1, m ∈ Z+.

(1.4)
Здесь, как и выше, параметры a > 1, ρ ∈ (0, 1) связаны между собой формулой (1.2).

При доказательстве этих результатов ключевую роль играют функции Bn(t, ρ), Bn(t, ρ1, ρ2)
(см. формулы (1.6), (1.7) ниже), которые (в несколько иной форме) применялись в [6, ст. 7–9]
и [7, гл. 2, § 3, (20)–(22)] соответственно. Положим

λ(t, ρ) = arccos
2ρ− (1 + ρ2) cos t

1 + ρ2 − 2ρ cos t
, t ∈ [0, π], −1 < ρ < 1. (1.5)

Функциями Бернштейна будем называть следующие функции:

Bn(t, ρ) = cos [nt− λ(t, ρ)] , t ∈ [0, π], −1 < ρ < 1, (1.6)

Bn(t, ρ1, ρ2, . . . , ρℓ) = cos [nt− λ(t, ρ1)− λ(t, ρ2)− . . .− λ(t, ρℓ)] , (1.7)

t ∈ [0, π], −1 < ρ1, ρ2, . . . , ρℓ < 1.

Эти функции после замены x = cos t преобразуются в алгебраические рациональные дроби
с вещественными полюсами, расположенными вне отрезка [−1, 1]. Указанные дроби (с точ-
ностью до постоянного множителя) являются важным частным случаем дробей Чебышева –
Маркова (П.Л.Чебышев (1859) [19, т. 2, с. 186–196], А.А.Марков (1884) [12]); при этом форма
записи упомянутых дробей имеет простой вид, что удобно для их исследования и развития.
Функции Bn(t, ρ) и Bn(t, ρ,−ρ) приводят соответственно к упомянутым выше результатам (1.1)
и (1.3), (1.4), о чем подробнее будет сказано ниже.

Пусть ρ ∈ (−1, 1). Напомним (см. [8, гл. 3, § 6, (6.2), (6.3)]), что ядром Пуассона и сопря-

женным ядром Пуассона называются соответственно функции

Pρ(t) =
1

2
+

∞∑

ν=1

ρν cos νt =
1− ρ2

2(1 + ρ2 − 2ρ cos t)
, Qρ(t) =

∞∑

ν=1

ρν sin νt =
ρ sin t

1 + ρ2 − 2ρ cos t
, (1.8)

а обобщенным ядром Пуассона — следующая линейная комбинация ядер Pρ и Qρ:

Πρ,ξ(t) = (cos ξ)Pρ(t) + (sin ξ)Qρ(t), ξ ∈ R. (1.9)

2Постановка более общей задачи о наилучшем равномерном приближении произвольной непрерыв-
ной функции на отрезке многочленами и рациональными дробями тоже принадлежит П. Л. Чебышеву
(1857) [19, т. 2, с. 146, 147, 159].
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Заметим, что Pρ(t + π) = P−ρ(t), Qρ(t + π) = Q−ρ(t), Πρ,ξ(t + π) = Π−ρ,ξ(t) при любых
ρ ∈ (−1, 1), t, ξ ∈ R. Для ρ ∈ (−1, 1), ρ 6= 0 определим величину (сравните с (1.2))

xρ =
1

2

(
ρ+

1

ρ

)
=

1 + ρ2

2ρ
, (1.10)

в терминах которой выражения для Pρ, P−ρ, Qρ, Q−ρ перепишутся в виде

Pρ(t) =
1− ρ2

4ρ(xρ − cos t)
, P−ρ(t) =

1− ρ2

4ρ(xρ + cos t)
, (1.11)

Qρ(t) =
sin t

2(xρ − cos t)
, Q−ρ(t) =

− sin t

2(xρ + cos t)
. (1.12)

Утверждение (1.1) эквивалентно равенству inf
g∈Cn

‖Pρ − g‖C[0,π] =
|ρ|n+1

1− ρ2
, ρ ∈ (−1, 1), где

Cn — подпространство косинус-полиномов порядка не выше n.
Результаты (1.1) и (1.3), (1.4) равносильны соответственно утверждениям, что при любом

ρ ∈ (−1, 1) функция B(t) = Bn(t, ρ) (см. (1.6)) не приближается в равномерной норме на [0, π]
подпространством Cn, а функция Bn(t, ρ,−ρ) не приближается подпространствами Cn, Cn+1,
т. е. соответствующие полиномы наилучшего приближения тождественно равны нулю.

Асимптотическое поведение величины наилучшего приближения рациональных дробей об-
щего вида алгебраическими полиномами на отрезке нашел С.Н. Бернштейн [6, ст. 7–9; 7, гл. 2].
Эффективные оценки сверху указанной величины получил Н.И. Ахиезер [1].

Ниже в разд. 2 вводится модифицированная функция Бернштейна Bn,k(t, q, ξ), зависящая
от t ∈ [−π, π], натурального параметра n ∈ N, вещественного параметра ξ ∈ R и многомерного
параметра q = (q1, q2, . . . , qk) из открытого куба (−1, 1)k . Эта функция является обобщением
функций Бернштейна (см. (1.6), (1.7)). В частности, Bn,1(t, ρ, 0) = Bn(t, ρ) при t ∈ [0, π]. Ос-
новной результат разд. 2 (теорема 1) заключается в том, что функция B(t) = Bn,k(t, q, ξ)
представляет собой неправильную дробь, числитель которой есть тригонометрический поли-
ном порядка n+ k, а знаменатель — косинус-полином порядка k−m, где m — число нулевых
элементов qj в наборе q. Указанная дробь имеет 2(n + k)-точечный альтернанс на периоде
T = [−π, π), следовательно, она не приближается в равномерной метрике на T подпростран-
ством Tn+k−1 тригонометрических полиномов порядка не выше n + k − 1 (подробнее см. тео-
рему 2 разд. 3). Выделяя из указанной неправильной дроби ее правильную часть, приходим к
утверждению (3.2) о величине наилучшего равномерного приближения на периоде правильной
части подпространством Tn+k−1 и о соответствующем наилучшем полиноме.

Этим способом в разд. 4 (см. следствие 1) найдено наилучшее равномерное приближение на
периоде подпространством Tn следующей линейной комбинации обобщенного ядра Пуассона
и его сдвига: Πρ,ξ(t) + (−1)nΠρ,ξ(t + π) = Πρ,ξ(t) + (−1)nΠ−ρ,ξ(t). Отсюда при ξ = 0 получа-
ются результаты (1.3), (1.4) С.Н.Бернштейна, а при ξ = π/2 — их весовые аналоги (с весом√
1− x2). Кроме того, в разд. 4 (см. пример 3, равенства (4.19)) вычислена величина наилуч-

шего равномерного приближения на периоде тригонометрическими полиномами порядка не
выше заданного специальной линейной комбинации ядер Пуассона Pρ и Kρ для гармоническо-
го и бигармонического уравнений в единичном круге.

2. Модифицированная функция Бернштейна

Пусть ρ ∈ (−1, 1). Помимо функции λ(t, ρ), определенной выше формулой (1.5) для t ∈ [0, π],
в дальнейшем понадобятся еще две функции λ̃(t, ρ) и µ(t, ρ), первая из которых задана на
полупериоде [−π, 0], а вторая — на всем периоде [−π, π] следующими формулами:

λ̃(t, ρ) = π + λ(t+ π,−ρ), t ∈ [−π, 0], (2.1)

µ(t, ρ) =

{
λ̃(t, ρ), t ∈ [−π, 0],
λ(t, ρ), t ∈ [0, π].

(2.2)
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В частности, если ρ = 0, то

µ(t, 0) = π − t при t ∈ [−π, π]. (2.3)

Функция µ(t, ρ) была введена ранее авторами и использовалась в работе [3, разд. 6, фор-
мула (6.17)], где сформулированы кратко некоторые ее свойства. В следующем утверждении
помимо упомянутых свойств приводятся новые свойства функции µ(t, ρ), которые нам пона-
добятся в дальнейшем.

Лемма. При фиксированном ρ ∈ (−1, 1) функция µ(t, ρ) как функция переменного t обла-

дает следующими свойствами:

(1) µ(t, ρ) — непрерывная и убывающая функцией по t на [−π, π], причем µ(−π, ρ) = 2π,

µ(π, ρ) = 0; более того, µ(t, ρ) — бесконечно дифференцируемая функция переменного t
в интервале (−π, π), при этом выполняются равенства

∂µ(t, ρ)

∂t
=

ρ2 − 1

1 + ρ2 − 2ρ cos t
= −2Pρ(t), t ∈ (−π, π); (2.4)

(2) для всех t ∈ [−π, π] справедливы равенства

cosµ(t, ρ) =
2ρ− (1 + ρ2) cos t

1 + ρ2 − 2ρ cos t
, sinµ(t, ρ) =

(1− ρ2) sin t

1 + ρ2 − 2ρ cos t
. (2.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функция λ(t, ρ) (см. (1.5)) представима в виде

λ(t, ρ) = arccos u(t, ρ), где u(t, ρ) =
2ρ− (1 + ρ2) cos t

1 + ρ2 − 2ρ cos t
.

Легко проверить, что имеют место равенства

1− u2(t, ρ) =
(1− ρ2)2 sin2 t

(1 + ρ2 − 2ρ cos t)2
, λ(0, ρ) = π, λ(π, ρ) = 0. (2.6)

С помощью первого равенства в (2.6) находим

sinλ(t, ρ) = sin{arccos u(t, ρ)} =
√

1− u2(t, ρ) =
(1− ρ2) sin t

1 + ρ2 − 2ρ cos t
, (2.7)

∂u(t, ρ)

∂t
=

(1− ρ2)2 sin t

(1 + ρ2 − 2ρ cos t)2
=

1− u2(t, ρ)

sin t
,

∂λ(t, ρ)

∂t
=

−1√
1− u2(t, ρ)

∂u(t, ρ)

∂t
=

−
√

1− u2(t, ρ)

sin t
=

ρ2 − 1

1 + ρ2 − 2ρ cos t
. (2.8)

Из (2.8) и последних двух равенств в (2.6) видно, что функция λ(t, ρ) монотонно убывает
по t на отрезке [0, π] от значения λ(0, ρ) = π до значения λ(π, ρ) = 0. Ясно также, что λ(t, ρ)
является бесконечно дифференцируемой функцией переменного t в интервале (0, π). Отсю-
да и из (2.1) следует, что функция λ̃(t, ρ) монотонно убывает на отрезке [−π, 0] от значения
λ̃(−π, ρ) = 2π до значения λ̃(0, ρ) = π. Понятно, что λ̃(t, ρ) — бесконечно дифференцируемая
функция переменного t в интервале (−π, 0). Таким образом, в силу определения (2.2), заклю-
чаем, что функция µ(t, ρ) как функция переменного t является непрерывной и убывающей
функцией на [−π, π], причем µ(−π, ρ) = 2π, µ(π, ρ) = 0. Кроме того, µ(t, ρ) — бесконечно
дифференцируемая функция переменного t на объединении двух интервалов (−π, 0)

⋃
(0, π).
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Для завершения доказательства свойства (1) осталось установить, что µ(t, ρ) является бес-
конечно дифференцируемой функцией переменного t в точке “склейки” t = 0. В связи с этим
рассмотрим частную производную по t функции λ̃(t, ρ) в интервале (−π, 0)

∂λ̃(t, ρ)

∂t
=
∂λ(t+ π,−ρ)

∂t
=

ρ2 − 1

1 + ρ2 + 2ρ cos (t+ π)
=

ρ2 − 1

1 + ρ2 − 2ρ cos t
.

Сравнивая последнюю часть полученной цепочки равенств с последней частью равенств (2.8),
приходим (с учетом (1.8)) к равенствам (2.4), которые и влекут свойство бесконечной диффе-
ренцируемости функции µ(t, ρ) по t не только в точке t = 0, но и на всем интервале (−π, π).

Перейдем к доказательству свойства (2). Равенства (2.5) на отрезке [0, π] в силу определе-
ния (2.2) эквивалентны следующим равенствам:

cos λ(t, ρ) =
2ρ− (1 + ρ2) cos t

1 + ρ2 − 2ρ cos t
, sinλ(t, ρ) =

(1− ρ2) sin t

1 + ρ2 − 2ρ cos t
при t ∈ [0, π]. (2.9)

Эти равенства вытекают из определения (1.5) и формул (2.7).
Для доказательства равенств (2.5) на отрезке [−π, 0] достаточно установить справедливость

следующих двух равенств:

cos λ̃(t, ρ) =
2ρ− (1 + ρ2) cos t

1 + ρ2 − 2ρ cos t
, sin λ̃(t, ρ) =

(1− ρ2) sin t

1 + ρ2 − 2ρ cos t
при t ∈ [−π, 0]. (2.10)

Первое из этих равенств получается с помощью (2.1) и первого равенства в (2.9). Действи-
тельно,

cos λ̃(t, ρ) = cos[π + λ(t+ π,−ρ)] = − cos λ(t+ π,−ρ)

= −−2ρ− (1 + ρ2) cos (t+ π)

1 + ρ2 + 2ρ cos (t+ π)
= −−2ρ+ (1 + ρ2) cos t

1 + ρ2 − 2ρ cos t
=

2ρ− (1 + ρ2) cos t

1 + ρ2 − 2ρ cos t
.

Используя определение (2.1) и второе равенство в (2.9), находим

sin λ̃(t, ρ) = sin[π + λ(t+ π,−ρ)] = − sinλ(t+ π,−ρ)

= − (1− ρ2) sin (t+ π)

1 + ρ2 + 2ρ cos (t+ π)
=

(1− ρ2) sin t

1 + ρ2 − 2ρ cos t
.

Первая и последняя части этой цепочки равенств дают второе равенство в (2.10). �

З а м е ч а н и е. Обратим внимание (см. [4, разд. 3, формулы (3.4)–(3.6)]), что

µ(t, ρ) = ψ(t, ρ) при t ∈ [−π, π], ρ ∈ (−1, 1), (2.11)

где

ψ(t, ρ) =





2π, t = −π,
π − 2 arctg

(1 + ρ

1− ρ
tg
t

2

)
, t ∈ (−π, π),

0, t = π.

Действительно, легко проверить, что
∂µ(t, ρ)

∂t
=
∂ψ(t, ρ)

∂t
при t ∈ (−π, π), ρ ∈ (−1, 1). Отсюда

с учетом непрерывности функций ψ(t, ρ) и µ(t, ρ) по переменной t на [−π, π] и того факта, что
значения этих функций совпадают в концевых точках отрезка [−π, π], вывоводим (2.11).

О п р е д е л е н и е. Натуральному числу n ∈ N, вещественному числу ξ ∈ R и набору
q = (q1, q2, . . . , qk), в котором все qj ∈ (−1, 1), сопоставим функцию

Bn,k(t, q, ξ) = Bn,k

(
t, (q1, q2, . . . , qk), ξ

)
= cos

[
nt+ ξ −

k∑

j=1

µ(t, qj)
]
, t ∈ [−π, π], (2.12)

которую назовем модифицированной функцией Бернштейна.
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Теорема 1. Пусть k, n ∈ N, ξ ∈ R, q = (q1, q2, . . . , qk) ∈ (−1, 1)k , m — число нулевых

элементов qj в наборе q. Тогда при всех t ∈ [−π, π] имеет место представление 3

Bn,k(t, q, ξ) =
Rq,ξ(t)

k−m∏
j=1

(
1 + q2j − 2qj cos t

) , (2.13)

в котором Rq,ξ(t) = Rn,k,q,ξ(t) — тригонометрический полином порядка n + k, определяемый

однозначно указанными параметрами n, k, q, ξ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу формулы (2.3) и определения (2.12) случай m > 0 сво-
дится к случаю m = 0 заменой параметра n на параметр n′ = n+m. Поэтому доказательство
теоремы будем проводить, предполагая m = 0, т. е. считаем, что в наборе q = (q1, q2, . . . , qk)
все элементы qj ∈ (−1, 1) и qj 6= 0.

Утверждение (2.13) при k = 1 доказано в [3, разд. 6, формула (6.17)]. Рассмотрим и здесь
этот случай, поскольку он будет применяться ниже для случая k = 2.

Заданной паре чисел ρ ∈ (−1, 1), ξ ∈ R соответствует функция Bn,1(t, ρ, ξ) (см.(2.12)),
которая с помощью стандартных тригонометрических формул преобразуется к виду

Bn,1(t, ρ, ξ) = cos [nt+ ξ − µ(t, ρ)] = cos(nt+ ξ) cosµ(t, ρ) + sin(nt+ ξ) sin µ(t, ρ).

Отсюда и из (2.5) имеем

Bn,1(t, ρ, ξ) =
[2ρ− (1 + ρ2) cos t] cos(nt+ ξ) + [(1− ρ2) sin t] sin(nt+ ξ)

1 + ρ2 − 2ρ cos t
.

Таким образом, приходим к представлению

Bn,1(t, ρ, ξ) =
Rρ,ξ(t)

1 + ρ2 − 2ρ cos t
, t ∈ [−π, π], (2.14)

в котором

Rρ,ξ(t) = − cos[(n+ 1)t+ ξ] + 2ρ cos [nt+ ξ]− ρ2 cos[(n− 1)t+ ξ]

=
[
sin(n + 1)t− 2ρ sin nt+ ρ2 sin(n− 1)t

]
sin ξ

−
[
cos(n+ 1)t− 2ρ cos nt+ ρ2 cos(n− 1)t

]
cos ξ. (2.15)

Рассмотрим случай k = 2. В этом случае набор q = (q1, q2) состоит из двух элементов
q1 ∈ (−1, 1), q2 ∈ (−1, 1) и функция (2.12) преобразуется к виду

Bn,2(t, q, ξ) = cos [nt+ ξ − µ(t, q1)− µ(t, q2)]

= cosµ(t, q2) cos [nt+ ξ − µ(t, q1)] + sinµ(t, q2) sin [nt+ ξ − µ(t, q1)] .

Отсюда и (2.5) получаем

Bn,2(t, q, ξ) =
2q2 − (1 + q22) cos t

1 + q22 − 2q2 cos t
cos [nt+ ξ − µ(t, q1)] +

(1− q22) sin t

1 + q22 − 2q2 cos t
sin [nt+ ξ − µ(t, q1)]

=
2q2 − (1 + q22) cos t

1 + q22 − 2q2 cos t
Bn,1(t, q1, ξ) +

(1− q22) sin t

1 + q22 − 2q2 cos t
Bn,1(t, q1, ξ − π/2). (2.16)

Применив (2.14), придем к равенству

Bn,2(t, q, ξ) =
[2q2 − (1 + q22) cos t]Rq1,ξ(t) + [(1 − q22) sin t]Rq1,ξ−π/2(t)

(1 + q21 − 2q1 cos t)(1 + q22 − 2q2 cos t)
, (2.17)

3Если у знака произведения нижний индекс больше верхнего, то такое произведение считается
равным единице.
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которое вместе с (2.15) влечет утверждение теоремы 1 в случае k = 2.
Проводя рассуждения, аналогичные тем, которые использовались при выводе равенств (2.16),

установим реккурентную формулу

Bn,k+1

(
t, (q1, . . . , qk, qk+1), ξ

)
=

2qk+1 − (1 + q2k+1) cos t

1 + q2k+1 − 2qk+1 cos t
Bn,k

(
t, (q1, . . . , qk), ξ

)

+
(1− q2k+1) sin t

1 + q2k+1 − 2qk+1 cos t
Bn,k

(
t, (q1, . . . , qk), ξ − π/2

)
, (2.18)

где k ≥ 1, (q1, . . . , qk, qk+1) ∈ (−1, 1)k+1. C помощью этой формулы доказывается справедли-
вость теоремы 1 в случае k ≥ 3 по индукции. �

3. Равномерное приближение некоторых тригонометрических дробей

тригонометрическими полиномами

Обозначим через Tn подпространство тригонометрических полиномов порядка не выше n,
т. е. g ∈ Tn, если g(t) = a0 +

∑n
k=1 (ak cos kt+ bk sin kt) (все ak, bk ∈ R).

Пусть k, n ∈ N, ξ ∈ R, q = (q1, q2, . . . , qk) ∈ (−1, 1)k, m — число нулевых элементов qj
в наборе q. Обратим внимание на то, что дробь

Rq,ξ(t)
k−m∏
j=1

(
1 + q2j − 2qj cos t

) , (3.1)

расположенная в правой части (2.13), является 2π-периодическим продолжением функции
Bn,k(t, q, ξ) на всю ось R, поскольку числитель указанной дроби есть тригонометрический по-
лином Rq,ξ(t) = Rn,k,q,ξ(t) порядка n+ k, однозначно определяемый параметрами n, k, q, ξ.

Функция Bn,k(t, q, ξ), заданная формулой (2.12), имеет 2(n + k)-точечный альтернанс на
[−π, π). Поэтому в качестве следствия из теоремы 1 получаем утверждение

Теорема 2. При любых k, n ∈ N, q = (q1, q2, . . . , qk) ∈ (−1, 1)k , ξ ∈ R тригономет-

рическая дробь (3.1) не приближается подпространством Tn+k−1 в равномерной норме на

любом полуинтервале вида [α,α + 2π), α ∈ R (т. е. соответствующий полином наилучшего

приближения тождественно равен нулю).

Хорошо известно, что из неправильной дроби (3.1) можно выделить правильную часть,

т. е. представить ее в виде
Rq,ξ(t)

k−m∏
j=1

(
1 + q2j − 2qj cos t

) =
rq,ξ(t)

k−m∏
j=1

(
1 + q2j − 2qj cos t

) − gq,ξ(t), где rq,ξ и

gq,ξ — тригонометрические полиномы порядка4 k − 1−m и n+m соответственно.
Пусть 0 ≤ m ≤ k − 1; в силу теоремы 2 полиномом gq,ξ является полином наилучшего

равномерного приближения на периоде для правильной части ϕq,ξ(t) =
rq,ξ(t)

k−m∏
j=1

(
1 + q2j − 2qj cos t

)

дроби (3.1) в каждом из подпространств Tj, n+m ≤ j ≤ n+ k − 1, т. е.

En+m(ϕq,ξ)C2π
= inf

g∈Tn+m

‖ϕq,ξ − g‖C2π
= · · · = En+k−1(ϕq,ξ)C2π

= ‖ϕq,ξ − gq,ξ‖C2π
= 1. (3.2)

Здесь C2π — пространство непрерывных 2π-периодических вещественнозначных функций f
с равномерной нормой ‖f‖C2π

= max {|f(t)| : t ∈ T} .
4Тригонометрический полином порядка (−1) условимся считать тождественно равным нулю.
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4. Примеры

П р и м е р 1. Рассмотрим случай k = 1. Утверждение (3.2) в этом случае более детально
раскрыто в [3, разд. 6, теоремы 8, 9]. А именно при любых ρ ∈ (−1, 1), ξ ∈ R, n ∈ N имеем

En

(
Πρ,ξ

)
C2π

= inf
g∈Tn

‖Πρ,ξ − g‖C2π
=

|ρ|n+1

1− ρ2
, (4.1)

где Πρ,ξ — обобщенное ядро Пуассона, определенное выше формулой (1.9).

Равенство (4.1) при ξ = 0 эквивалентно утверждению (1.1) С.Н.Бернштейна. Отметим,
что величина наилучшего равномерного приближения обобщенного ядра Пуассона Πρ,ξ под-
пространством Tn не зависит от параметра ξ, в то время как аналогичная величина наилучшего
интегрального приближения уже зависит от ξ (см. теорему 1 из работы [5] и приведенную в
ней историю вопроса, восходящую к исследованиям Б.Надя и М.Г.Крейна 1938 г.).

П р и м е р 2. Пусть k = 2, q = (ρ,−ρ), ρ ∈ (−1, 1), ρ 6= 0, ξ ∈ R. В этом случае функция
Bn,2(t, q, ξ) = cos [nt+ ξ − µ(t, ρ)− µ(t,−ρ)] (см. (2.17)) имеет вид

Bn,2(t, q, ξ) =

[
(1− ρ2) sin t

]
Rρ,ξ−π/2(t)−

[
2ρ+ (1 + ρ22) cos t

]
Rρ,ξ(t)

(1 + ρ2 − 2ρ cos t)(1 + ρ2 + 2ρ cos t)
.

После преобразований приходим к представлению Bn,2(t, q, ξ) =
W (t)

(1 + ρ2)2 − 4ρ2 cos2 t
, где

W (t) =
[
cos(n+2)t−2ρ2 cosnt+ρ4 cos(n−2)t

]
cos ξ−

[
sin(n+2)t−2ρ2 sinnt+ρ4 sin(n−2)t

]
sin ξ.

Отсюда получаем, что при любом n ∈ Z+ выполняется равенство

Bn,2(t, q, ξ) =
Wn+2(t)

(1 + ρ2)2 − 4ρ2 cos2 t
cos ξ − Vn+1(t) sin t

(1 + ρ2)2 − 4ρ2 cos2 t
sin ξ, (4.2)

где Wn+2 и Vn+1 — следующие косинус-полиномы порядка n+ 2 и n+ 1 соответственно:

Wn+2(t) = cos(n+ 2)t− 2ρ2 cosnt+ ρ4 cos(n− 2)t, (4.3)

Vn+1(t) =
sin(n+ 2)t

sin t
− 2ρ2

sinnt

sin t
+ ρ4

sin(n− 2)t

sin t
. (4.4)

Пусть n ≥ 3. Функция Bn,2(t, q, ξ) при t ∈ [0, π] представима в виде

Bn,2(t, q, ξ) =
Wn+2(x) cos ξ

(1 + ρ2)2 − 4ρ2x2
− Vn+1(x)

√
1− x2 sin ξ

(1 + ρ2)2 − 4ρ2x2
, x = cos t ∈ [−1, 1], (4.5)

где Wn+2(x) = Tn+2(x) − 2ρ2Tn(x) + ρ4Tn−2(x), Vn+1(x) = Un+1(x) − 2ρ2Un−1(x) + ρ4Un−3(x);
здесь Tk и Uk — многочлены Чебышева (степени k) первого и второго рода соответственно,

т. е. Tk(cos t) = cos kt, Uk(cos t) =
sin (k + 1)t

sin t
.

Выше (см. (1.10)) была определена величина xρ =
1

2

(
ρ +

1

ρ

)
=

1 + ρ2

2ρ
, которая неявно

содержится в выражении (4.5) для Bn,2(t, q, ξ). Действительно, поскольку (xρ − x)(xρ + x) =

x2ρ − x2 =
(1 + ρ2)2

4ρ2
− x2 =

(1 + ρ2)2 − 4ρ2x2

4ρ2
, то

Bn,2(t, q, ξ) =
Wn+2(x) cos ξ

4ρ2(xρ − x)(xρ + x)
− Vn+1(x)

√
1− x2 sin ξ

4ρ2(xρ − x)(xρ + x)
при x = cos t, t ∈ [0, π]. (4.6)
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Применив известные факты из теории разложений рациональных функций на простейшие
дроби (см. [14, гл. 8, § 8.5, § 8.6]), приходим к представлениям

Wn+2(x)

4ρ2(xρ − x)(xρ + x)
=

a1
xρ − x

+
a2

xρ + x
+ pn(x), (4.7)

Vn+1(x)

4ρ2(xρ − x)(xρ + x)
=

b1
xρ − x

+
b2

xρ + x
+ qn−1(x), (4.8)

в которых a1, a2, b1, b2 — некоторые величины, не зависящие от x, а pn и qn−1 — некоторые
алгебраические полиномы степени не выше n и n− 1 соответственно.

Для вычисления величины a1 домножим обе части равенства (4.7) на xρ − x, а затем,
устремив x к точке xρ, получим

Wn+2(xρ)

8ρ2xρ
= a1. (4.9)

Как известно (см. [15, гл. 1, §1, (20)]), многочлен Чебышева Tk отображает xρ в xρk , т. е.

Tk

(1
2

(
ρ+

1

ρ

))
=

1

2

(
ρk +

1

ρk

)
=

1 + ρ2k

2ρk
, k ∈ Z+, ρ ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1). (4.10)

Отсюда с помощью равенства Wn+2(x) = Tn+2(x)− 2ρ2Tn(x) + ρ4Tn−2(x) и (4.9) находим

Wn+2(xρ) =
(1− ρ4)2

2ρn+2
, a1 =

(1− ρ4)2

8ρn+3(1 + ρ2)
.

Используя аналогичные рассуждения, вычислим a2 =
Wn+2(−xρ)

8ρ2xρ
=

(−1)n(1− ρ4)2

8ρn+3(1 + ρ2)
.

Таким образом, выражение (4.7) преобразуется к виду

Wn+2(x)

4ρ2(xρ − x)(xρ + x)
=

(1− ρ4)2

8ρn+3(1 + ρ2)

[ 1

xρ − x
+

(−1)n

xρ + x

]
+ pn(x).

Аналогично, с помощью известной формулы (см. [15, гл. 1, §1, формула (21)])

(
ρ− 1

ρ

)
Uk

(1
2

(
ρ+

1

ρ

))
= ρk+1 − 1

ρk+1
, k ∈ Z+, ρ ∈ (−1, 1), ρ 6= 0, (4.11)

(4.8) преобразуется к виду
Vn+1(x)

4ρ2(xρ − x)(xρ + x)
=

1− ρ4

4ρn+2

[ 1

xρ − x
+

(−1)n+1

xρ + x

]
+ qn−1(x).

Принимая во внимание (4.6), приходим к равенству

Bn,2(t, q, ξ) =

{
(1− ρ4)2

8ρn+3(1 + ρ2)

[ 1

xρ − cos t
+

(−1)n

xρ + cos t

]
+ pn(cos t)

}
cos ξ

−
{
1− ρ4

4ρn+2

[ 1

xρ − cos t
+

(−1)n+1

xρ + cos t

]
+ qn−1(cos t)

}
sin t sin ξ, (4.12)

которое справедливо для натуральных n ≥ 3 и любых t, ξ ∈ R. На самом деле, равенство (4.12)
выполняется и при n = 0, 1, 2. Для того чтобы убедиться в этом, надо воспользоваться фор-
мулами (4.2)–(4.4). При этом любой алгебраический полином q−1 степени (−1) считаем тож-
дественно равным нулю. Запишем равенство (4.12) в виде

Bn,2(t, q, ξ) =

{
1− ρ4

2ρn+2

[ 1− ρ2

4ρ(xρ − cos t)
+

(−1)n(1− ρ2)

4ρ(xρ + cos t)

]
+ pn(cos t)

}
cos ξ

−
{
1− ρ4

2ρn+2

[ sin t

2(xρ − cos t)
+

(−1)n(− sin t)

2(xρ + cos t)

]
+ (sin t)qn−1(cos t)

}
sin ξ.
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Отсюда с учетом формул (1.11), (1.12), (1.9) получаем представление

Bn,2(t, q, ξ) =
1− ρ4

2ρn+2

[
Πρ,ξ(t) + (−1)nΠ−ρ,ξ(t)

]
+ τn(t), τn ∈ Tn,

с помощью которого исходя из (3.2) приходим к утверждению

Следствие 1. Пусть k = 2, ρ ∈ (−1, 1), ξ ∈ R, n ∈ Z+. Тогда

En

(
Πρ,ξ + (−1)nΠ−ρ,ξ

)
C2π

= En+1

(
Πρ,ξ + (−1)nΠ−ρ,ξ

)
C2π

=
2|ρ|n+2

1− ρ4
. (4.13)

З а м е ч а н и е. При ξ = 0 утверждение (4.13) равносильно результатам (1.3), (1.4)
С.Н.Бернштейна. Утверждение (4.13) в случае ξ = π/2 позволяет вычислить величины наи-
лучшего взвешенного (с весом

√
1− x2) равномерного приближения подпространствами Pn−1,

Pn для следующей линейной комбинации двух простейших дробей: Hn,ρ(x) =
1

xρ − x
+
(−1)n+1

xρ + x
,

где xρ = (ρ+ 1/ρ) /2 (см. формулу (1.10)). А именно

Ẽn−1(Hn,ρ) = Ẽn(Hn,ρ) =
4|ρ|n+2

1− ρ4
; здесь Ẽn(f) = inf

p∈Pn

∥∥∥
[
f(x)− p(x)

]√
1− x2

∥∥∥
C[−1,1]

.

Отсюда получаем весовые аналоги результатов (1.3), (1.4):

Ẽn−1

( 1

x2ρ − x2

)
= Ẽn

( 1

x2ρ − x2

)
=

4|ρ|n+3

(1 + ρ2)(1 − ρ4)
, n = 2m+ 1, m ∈ Z+,

Ẽn−1

( x

x2ρ − x2

)
= Ẽn

( x

x2ρ − x2

)
=

2|ρ|n+2

1− ρ4
, n = 2m, m ∈ Z+.

Напомним, что P−1 состоит из единственной функции, тождественно равной нулю.

П р и м е р 3. Пусть k = 2, q = (ρ, ρ), ρ ∈ (−1, 1), ρ 6= 0, ξ = 0. В этом случае функция

Bn,2(t, q, 0) (см. (2.12)) имеет вид Bn,2(t, q, 0) = cos [nt− 2µ(t, ρ)] =
R(t)

(1 + ρ2 − 2ρ cos t)2
, где

R(t) =
{
2
[
2ρ− (1 + ρ2) cos t

]2 −
[
1 + ρ2 − 2ρ cos t

]2}
cosnt

+ 2(1 − ρ2)
[
2ρ− (1 + ρ2) cos t

]
sin t sinnt

= cos(n+ 2)t− 4ρ cos(n+ 1)t+ 6ρ2 cosnt− 4ρ3 cos(n− 1)t+ ρ4 cos(n− 2)t.

Также как и в предыдущем примере, воспользовавшись известными фактами из теории раз-
ложений рациональных функций на простейшие дроби, придем к представлению

Bn,2(t, q, 0) =
A1

1 + ρ2 − 2ρ cos t
+

A2

(1 + ρ2 − 2ρ cos t)2
+ g(t), g ∈ Cn, (4.14)

где Cn — подпространство косинус-полиномов порядка не выше n, A1, A2 — некоторые ве-
личины, не зависящие от t. Поиском этих величин сейчас займемся, исходя из утверждения:
выражение

cos(n+ 2)t− 4ρ cos(n+ 1)t+ 6ρ2 cosnt− 4ρ3 cos(n− 1)t+ ρ4 cos(n− 2)t

(1 + ρ2 − 2ρ cos t)2

− A1

1 + ρ2 − 2ρ cos t
− A2

(1 + ρ2 − 2ρ cos t)2
(4.15)
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представляет собой некоторый косинус-полином порядка не выше n.

Рассмотрим сначала случай n ≥ 3. Замена x = cos t позволяет сформулировать утвержде-
ние (4.15) в эквивалентной форме: дробь

Tn+2(x)− 4ρTn+1(x) + 6ρ2Tn(x)− 4ρ3Tn−1(x) + ρ4Tn−2(x)− (1 + ρ2 − 2ρx)A1 −A2

(1 + ρ2 − 2ρx)2
(4.16)

является алгебраическим полиномом степени n.

Напомним, что выше через Tk, Uk были обозначены многочлены Чебышева первого и вто-
рого рода соответственно. Заметим, что утверждение (4.16) равносильно тому, что многочлен
w(x) = Tn+2(x)− 4ρTn+1(x) + 6ρ2Tn(x)− 4ρ3Tn−1(x) + ρ4Tn−2(x)− (1 + ρ2 − 2ρx)A1 −A2, рас-
положенный в числителе дроби (4.16), имеет в точке xρ = (ρ+ 1/ρ) /2 ноль второго порядка,
т.е. w(xρ) = w′(xρ) = 0. Отсюда на основе (4.10), (4.11) и формулы T ′

k+1(x) = (k + 1)Uk(x),

k ∈ N (см. [15, гл. 1, §1, (13)]), находим A1 =

(
1− ρ2

)2 [
(n− 2) ρ2 − n− 2

]

2ρn+2
, A2 =

(
1− ρ2

)4

2ρn+2
.

Следовательно, при n ≥ 3 утверждение (4.14) преобразуется к виду

2ρn+2

(1− ρ2)2
cos [nt− 2µ(t, ρ)] =

(n− 2) ρ2 − n− 2

1 + ρ2 − 2ρ cos t
+

(
1− ρ2

)2

(1 + ρ2 − 2ρ cos t)2
+ g∗(t), g∗ ∈ Cn. (4.17)

Исходя из (4.15) несложно убедиться, что равенство (4.17) справедливо и при n = 0, 1, 2.

Таким образом, имеет место следующее утверждение, в котором используется обозначение

fρ,n(x) =
(n− 2) ρ2 − n− 2

1 + ρ2 − 2ρx
+

( 1− ρ2

1 + ρ2 − 2ρx

)2
. (4.18)

Следствие 2. При любых ρ ∈ (−1, 1), n ∈ Z+ выполняются равенства

En(fρ,n)C[−1,1] = En+1(fρ,n)C[−1,1] =
2|ρ|n+2

(1− ρ2)2
.

Напомним (см. [18, прилож. 7 к гл. 4, с. 398–402; 20, формула (4)]), что ядро Пуассона Kρ,
соответствующее краевой задаче для бигармонического уравнения в единичном круге с нуле-

вой нормальной производной на границе, имеет вид Kρ(t) =
(1− ρ2)2(1− ρ cos t)

2(1 + ρ2 − 2ρ cos t)2
.

М.Ш.Шабозов [20] нашел величины наилучшего интегрального приближения и наилуч-
шего одностороннего интегрального приближения на периоде ядра Kρ тригонометрическими
полиномами порядка не выше заданного.

Ядро Kρ можно представить в виде [20, формула (8)]

Kρ(t) =
(1− ρ2)2

4(1 + ρ2 − 2ρ cos t)
+

(1− ρ2)3

4(1 + ρ2 − 2ρ cos t)2
.

Заметим, что Lρ,n(t) = fρ,n(cos t) =
(n− 2) ρ2 − n− 2

1 + ρ2 − 2ρ cos t
+

(
1− ρ2

)2

(1 + ρ2 − 2ρ cos t)2
— линейная комби-

нация ядер Пуассона для гармонического и бигармонического уравнений, а именно Lρ,n(t) =
4

1− ρ2
Kρ(t) −

2(n − 1)(1 − ρ2) + 8

1− ρ2
Pρ(t). Следствие 2 равносильно тому, что при любых ρ ∈

(−1, 1), n ∈ Z+ выполняются равенства

En

(
Kρ−

(n− 1)(1 − ρ2) + 4

2
Pρ

)

C2π

= En+1

(
Kρ−

(n− 1)(1− ρ2) + 4

2
Pρ

)

C2π

=
|ρ|n+2

2(1− ρ2)
. (4.19)
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Приведем один результат Н.И.Ахиезера, касающийся оценки величины наилучшего равно-
мерного приближения алгебраическими полиномами на отрезке [−1, 1] линейной комбинации
двух рациональных дробей

Φa,A,A′(x) =
A(a2 − 1)2

(x− a)2
+
A′(a2 − 1)

x− a
. (4.20)

Теорема A [2, гл. 2, п. 38]. Пусть A, A′, a > 1 — данные ненулевые вещественные числа.

Тогда при достаточно большом n

En(Φa,A,A′)C[−1,1] =
|A|

√
a2 − 1

2(a+
√
a2 − 1)n

∣∣∣∣n+
2aA−A′

A
√
a2 − 1

+

√(
n+

2aA−A′

A
√
a2 − 1

)2
+

1

a2 − 1

∣∣∣∣ (1 + εn),

(4.21)
где

|εn| <
(a−

√
a2 − 1)n

4(a− 1)
(
n+

2aA−A′

A
√
a2 − 1

)2
. (4.22)

Преобразуем неравенство (4.22), воспользовавшись формулой (1.2), из которой вытекают

равенства a =
1 + ρ2

2ρ
, a2−1 =

(1− ρ2

2ρ

)2
,
√
a2 − 1 =

1− ρ2

2ρ
, a+

√
a2 − 1 =

1

ρ
, a−

√
a2 − 1 = ρ.

С помощью этих равенств перепишем (4.21) и (4.22) в терминах параметров ρ ∈ (0, 1), A, A′:

En(Φa,A,A′)C[−1,1]

=
|A|ρn−1(1− ρ2)

4

∣∣∣∣n+ 2
(1 + ρ2)A− ρA′

A(1− ρ2)
+

√(
n+ 2

(1 + ρ2)A− ρA′

A(1− ρ2)

)2
+

( 2ρ

1− ρ2

)2
∣∣∣∣ (1 + εn),

|εn| <
ρn+1

2 [n(1− ρ)2 + 2(1 + ρ2)− 2ρA′/A]2
. (4.23)

Заметим, что при A = 2ρ, A′ = n + 2 − (n − 2)ρ2, a =
1 + ρ2

2ρ
, ρ ∈ (0, 1) функции fρ,n,

Φa,A,A′ , заданные формулами (4.18), (4.20), связаны равенством Φa,A,A′(x) =
1− ρ2

2ρ
fρ,n(x),

при этом знаменатель дроби в правой части неравенства (4.23) обращается в ноль.

Авторы искренне признательны профессору Ивану Владимировичу Тихонову, внимательно
прочитавшему работу и сделавшему ряд ценных замечаний.
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