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В статье рассматривается Lp,τ (Tm) — пространство Лоренца периодических функций m переменных.

Определено пространство Бесова функций с логарифмической гладкостью B0,α
p,τ,θ. Основная цель статьи —

найти точный порядок наилучшего приближения функций из класса B0,α
p,τ,θ в различных соотношениях

между параметрами p, τ, θ. Статья состоит из трех разделов. В первом разделе приведены некоторые

известные утверждения, необходимые для доказательства основных результатов и доказаны несколько

вспомогательных утверждений. Во втором разделе установлены точные по порядку оценки наилучшего

приближения функций из класса B0,α
p,τ,θ в пространстве Lp,τ (Tm). В третьем разделе доказано неравенство

разных метрик для тригонометрических полиномов и установлено достаточное условие принадлежности

функции f ∈ Lp,τ1(T
m) в пространство Lp,τ2(T

m) в случае 1 < τ2 < τ1 в терминах наилучшего приближе-

ния. В отличие от анизотропных пространств Лоренца это условие не зависит от количества переменных

m. Получены точные по порядку оценки наилучшего приближения тригонометрическими полиномами

функции класса Бесова B0,α
p,τ1,θ

в пространстве Lp,τ2 (T
m) в случае 1 < τ2 < τ1.
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G.Akishev. Estimates for best approximations of functions from the logarithmic smoothness

class in the Lorentz space.

The Lorentz space Lp,τ (Tm) of periodic functions of m variables is considered. The Besov space B0,α
p,τ,θ of

functions with logarithmic smoothness is defined. The aim of the paper is to find the exact order of the best

approximation of functions from the class B0,α
p,τ,θ under different relations between the parameters p, τ , and θ.

The paper consists of three sections. In the first section, known facts necessary for the proof of the main results

are given and several auxiliary statements are proved. In the second section, order-exact estimates for the best

approximation of functions from the class B0,α
p,τ,θ are established in the space Lp,τ (Tm). In the third section,

an inequality for different metrics of trigonometric polynomials is proved and a sufficient condition for the

belonging of a function f ∈ Lp,τ1 (T
m) to the space Lp,τ2(T

m) in terms of the best approximation is established

in the case 1 < τ2 < τ1. In contrast to anisotropic Lorentz spaces, the condition is independent of the number m
of the variables. Order-exact estimates for the best approximation of functions from the Besov class B0,α

p,τ1,θ
by

trigonometric polynomials Lp,τ2 (T
m) are obtained in the case 1 < τ2 < τ1.
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Введение

Пусть x = (x1, . . . , xm) ∈ T
m = [0, 2π]m, I

m = [0, 1]m и p ∈ (1,∞), τ ∈ [1,+∞). Через
Lp,τ (T

m) обозначим пространство Лоренца всех измеримых по Лебегу функций f(x̄), которые
имеют 2π-период по каждой переменной и для которых величина

‖f‖∗p,τ =

[

τ

p

1
∫

0

(

t
∫

0

f∗(y) dy

)τ

tτ(1/p−1)−1 dt

]1/τ

< +∞

1Работа выполнена при финансовой поддержке Программы повышения конкурентоспособности
УрФУ (постановление № 211 Правительства РФ от 16.03.2013, контракт №02.A03.21.0006 от 27.08.2013)
и, частично, гранта 5129/ГФ4 Министерства образования и науки РК.
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конечна, где f∗(y) — невозрастающая перестановка функции |f(2πx̄)|, x̄ ∈ I
m (см. [1, c. 228]).

Известно, что Lp,τ (T
m) — банахово пространство и его норма ‖f‖∗p,τ эквивалентна величине

(см. [1, c. 229])

‖f‖p,τ =

(

τ

p

1
∫

0

(f∗(t))τ tτ/p−1 dt

)1/τ

, 1 < p <∞, 1 ≤ τ <∞.

В случае τ = p пространство Лоренца Lp,τ (T
m) совпадает с пространством Лебега Lp(T

m) с
нормой ‖f‖p = ‖f‖p,p.

Для заданного натурального числа M рассмотрим множество �M = {k̄ = (k1, . . . , km) ∈
Z
m : |kj | < M, j = 1, . . . ,m}. Рассмотрим кратное ядро Дирихле

D�M
(2πx̄) =

∑

k̄∈�M

ei〈k̄,2πx̄〉, x̄ ∈ I
m

и свертку функции f ∈ Lp,τ (T
m)

σs(f, 2πx̄) =

∫

Im

f(2πȳ)
(

D�2s
(2πx̄− 2πȳ)−D�

2s−1
(2πx̄− 2πȳ)

)

dȳ,

где s ∈ N0 = N ∪ {0}, N — множество натуральных чисел.
В пространстве непрерывных функций C[0, 2π] Б.С.Кашин и В.Н.Темляков [2] определи-

ли следующий класс:

LGr =
{

f ∈ C[0, 2π] : ‖σs(f)‖∞ ≤ (s+ 1)−r, s = 0, 1, . . .
}

, r > 0.

В пространстве Лоренца рассмотрим аналогичный класс.
Пусть 1 ≤ θ ≤ ∞ и число α > 0. Рассмотрим пространство всех функций f ∈ Lp,τ (T

m),
для которых

∞
∑

s=0

(s+ 1)αθ‖σs(f)‖
θ
p,τ <∞.

Это пространство обозначается символом B0,α
p,τ,θ и называется пространством Никольского —

Бесова логарифмической гладкости. В этом пространстве рассмотрим единичный шар

B
0,α
p,τ,θ =

{

f ∈ B0,α
p,τ,θ : ‖f‖B0,α

p,τ,θ
≤ 1

}

,

где норма

‖f‖
B0,α

p,τ,θ
= ‖f‖p,τ +

( ∞
∑

s=0

(s + 1)αθ‖σs(f)‖
θ
p,τ

)1/θ

.

В случае τ = p пространство B0,α
p,τ,θ определено в [3–5].

EM (f)p,τ ≡ EM,...,M(f)p,τ = inf
T∈F�M

‖f − T‖p,τ — наилучшее приближение функции f ∈

Lp,τ (T
m) множеством F�M

тригонометрических полиномов порядка не выше M −1 по каждой
переменной. Для заданного класса F ⊂ Lp,τ (T

m) положим EM (F )p,τ = sup
f∈F

EM (f)p,τ .

В случае τ1 = p, τ2 = q для класса Никольского — Бесова B
r
p,θ точные по порядку оценки

наилучшего приближения в пространстве Lq(T
m) установил А.С.Романюк [6]. В случае τ = p

оценки аппроксимативных характеристик класса B
0,α
p,τ,θ получил С.А.Стасюк [7; 8]. Обзор ре-

зультатов по теории приближений функций многих классов Соболева, Никольского, Бесова
дан в [9].

Известно, что для пространств Лоренца справедливы включения Lq,τ2(T
m) ⊂ Lp,τ1(T

m)
в случае 1 < p < q < ∞, 1 < τ1, τ2 < ∞ и Lp,θ2(T

m) ⊂ Lp,θ1(T
m), если 1 < θ2 < θ1 <∞.
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Достаточное условие принадлежности функции f ∈ Lp,τ1(T
m) в пространство Lq,τ1(T

m) в тер-
минах наилучшего приближения в случае 1 < p = τ1 < q < ∞ найдено в [10], а в случае
q = p, 1 < θ2 < θ1 <∞ для функции одной переменной в [11].

Основная цель статьи — найти точный порядок величины EM (B0,α
p,τ1,θ

)p,τ2 в различных со-
отношениях между параметрами p, τ1, τ2, θ.

Статья состоит из трех разделов. В первом разделе приведены некоторые известные утвер-
ждения, необходимые для доказательства основных результатов, и доказано несколько вспомо-
гательных утверждений. Во втором разделе установлены оценки величины
EM (B0,α

p,τ1,θ
)p,τ2 в случае τ1 = τ2. Основным результатом этого раздела является теорема 2.1.

В третьем разделе установлены оценки величины EM (B0,α
p,τ1,θ

)p,τ2 в случае τ2 < τ1. Основной
результат — теоремы 3.1–3.4.

Для теорем, лемм, формул использована двойная нумерация. В дальнейшем a+ = max{a, 0}
и запись A(y) ≍ B(y) означают, что существуют положительные числа C1, C2, не зависящие
от n ∈ N такие, что C1A(y) ≤ B(y) ≤ C2A(y). Для краткости записи в случае выполнения
неравенств B ≥ C1A или B ≤ C2A часто будем писать B ≫ A или B ≪ A соответственно.

1. Вспомогательные утверждения

Следующее утверждение хорошо известно (см. [12]): Пусть 1 < p < ∞. Тогда для любой

функции f ∈ Lp(T
m) выполняется следующее соотношение:

‖f‖p ≍
∥

∥

∥

(

∞
∑

s=0

|σs(f)|
2
)1/2∥

∥

∥

p
.

Теорема 1.1. Пусть 1 < p < ∞, 1 < τ < ∞. Тогда для любой функции f ∈ Lp,τ (T
m)

выполняется соотношение

‖f‖p,τ ≍
∥

∥

∥

(

∞
∑

s=0

|σs(f)|
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ Lp,τ (T
m). Рассмотрим оператор P :

P (f, 2πx̄) =
(

∞
∑

s=0

|σs(f, 2πx̄)|
2
)1/2

, x̄ ∈ I
m.

Известно, что P является сублинейным оператором. По утверждению, сформулированному
в начале раздела, этот оператор ограниченно действует в пространстве Lp(T

m), 1 < p < ∞.
Поэтому в силу интерполяционной теоремы C.Янсона [13] этот оператор ограничен в про-
странстве Lp,τ (T

m), 1 < p < ∞, 1 < τ < ∞ т. е. ‖P (f)‖p,τ ≤ C2(p, τ)‖f‖p,τ для любой функции
f ∈ Lp,τ (T

m).
Противоположное неравенство следует из принципа двойственности. Пусть f ∈ Lp,τ (T

m),
g ∈ Lp′,τ ′(T

m), 1 < p <∞, 1 < τ <∞, 1/p + 1/p′ = 1, 1/τ + 1/τ ′ = 1. Тогда в силу ортогональ-
ности σs(f, 2πx̄) имеем

∫

Im

f(2πx̄)g(2πx̄) dx̄ =

∫

Im

∞
∑

s=0

σs(f, 2πx̄)σs(g, 2πx̄) dx̄.

Далее, применяя неравенства Гельдера для суммы и интеграла, получим

∣

∣

∣

∣

∫

Im

f(2πx̄)g(2πx̄) dx̄

∣

∣

∣

∣

≤
∥

∥

∥

(

∞
∑

s=0

|σs(f)|
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ

∥

∥

∥

(

∞
∑

s=0

|σs(g)|
2
)1/2∥

∥

∥

p′,τ ′
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для любой функции g ∈ Lp′ ,τ ′ (T
m). Следовательно, учитывая ограниченность оператора P ,

имеем

‖f‖p,τ ≍ sup
‖f‖p′,τ ′≤1

∣

∣

∣

∣

∫

Im

f(2πx̄)g(2πx̄) dx̄

∣

∣

∣

∣

≪
∥

∥

∥

(

∞
∑

s=0

|σs(f)|
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ
.

Теорема доказана. �

Лемма 1.1. Пусть 1 < p < ∞, 1 < τ ≤ 2. Тогда для произвольной системы функций

{ϕj}
n
j=1 ⊂ Lp,τ (T

m) справедливо неравенство

∥

∥

∥

(

n
∑

j=1

|ϕj |
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ
≤ C

(

n
∑

j=1

‖ϕj‖
τ
p,τ

)1/τ
,

где константа C не зависит от ϕj и n.

Лемма 1.2. Пусть 2 < p < ∞, 2 ≤ τ < ∞. Тогда для произвольной системы функций

{ϕj}
n
j=1 ⊂ Lp,τ (T

m) справедливо неравенство

∥

∥

∥

(

n
∑

j=1

|ϕj |
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ
≤ C

(

n
∑

j=1

‖ϕj‖
2
p,τ

)1/2
,

где константа C не зависит от ϕj и n.

Д о к а з а т е л ь с т в а лемм 1.1 и 1.2 в многомерном случае аналогичны доказательствам
лемм 4.2, 4.3 из [14] для одномерного случая в весовом пространстве Лоренца.

Лемма 1.3. Пусть 1 < p < ∞, 1 < τ ≤ 2 или 2 < p < ∞, 2 ≤ τ < ∞. Тогда для любой

функции f ∈ Lp,τ (T
m) имеет место неравенство

‖f‖p,τ ≪
(

∞
∑

s=0

‖σs(f)‖
τ0
p,τ

)1/τ0
,

где τ0 = min{τ, 2}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ Lp,τ (T
m). Тогда по теореме 1.1 имеем

∥

∥

∥

n
∑

s=0

σs(f)
∥

∥

∥

p,τ
≪

∥

∥

∥

(

n
∑

s=0

|σs(f)|
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ
.

Из этого неравенства в силу лемм 1.1 и 1.2 следует

∥

∥

∥

n
∑

s=0

σs(f)
∥

∥

∥

p,τ
≪

(

∞
∑

s=0

‖σs(f)‖
τ0
p,τ

)1/τ0
∀ n ∈ N. (1.1)

Известно, что ряд Фурье функции f ∈ Lp,τ (T
m) сходится к ней по норме Lp,τ (T

m). Поэтому в
неравенстве (1.1) переходя к пределу при n→ ∞, получим утверждение леммы 1.3.

Лемма 1.4. Пусть 2 < p < ∞, 2 ≤ τ < ∞. Тогда для произвольной системы функций

{ϕj}
n
j=1 ⊂ Lp,τ (T

m) имеет место неравенство

(

n
∑

j=1

‖ϕj‖
τ
p,τ

)1/τ
≪

∥

∥

∥

(

n
∑

j=1

|ϕj |
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ
,

где константа C не зависит от ϕj и n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Известно, что (f∗)θ = (|f |θ)∗ для числа θ > 0. Поэтому

∥

∥

∥

(

n
∑

j=1

|ϕj |
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ
=

[

2π
∫

0

(

n
∑

j=1

|ϕj |
2
)∗ τ/2

(t)tτ/p−1 dt

]1/τ

.
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Так как 2 < p < ∞, 2 ≤ τ < ∞, то в силу ограниченности оператора Харди в пространстве
Lp/2,τ/2(T

m) (см. [1, c. 229]) отсюда получим

∥

∥

∥

(

n
∑

j=1

|ϕj |
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ
≫

{

2π
∫

0

[

1

t

t
∫

0

(

n
∑

j=1

|ϕj |
2
)∗

(u) du

]τ/2

t
τ
p
−1 dt

}1/τ

. (1.2)

Известна формула
t

∫

0

f∗(u) du = sup
E⊂Im, µE=t

∫

E

|f(x̄)| dx̄,

где µE — мера Лебега множества E.
В этой формуле, полагая f =

∑n
j=1 |ϕj |

2, имеем

t
∫

0

(

n
∑

j=1

|ϕj |
2
)∗

(u) du =

n
∑

j=1

t
∫

0

ϕ∗2
j (u) du. (1.3)

Теперь, учитывая, что функция ϕ∗
j — невозрастающая функция и τ ≥ 2, из неравенств (1.2) и

(1.3) получим

∥

∥

∥

(

n
∑

j=1

|ϕj |
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ
≫

[

2π
∫

0

(

1

t

n
∑

j=1

t
∫

0

ϕ∗
j (u) du

)τ/2

tτ/p−1 dt

]1/τ

≫

[

2π
∫

0

(

n
∑

j=1

ϕ∗2
j (t)

)τ/2
tτ/p−1 dt

]1/τ

≥ C

(

2π
∫

0

n
∑

j=1

ϕ∗τ
j (t)tτ/p−1 dt

)1/τ

= C
(

n
∑

j=1

‖ϕj‖
τ
p,τ

)1/τ
.

Лемма 1.4 доказана. �

Лемма 1.5. Пусть 2 < p <∞, 2 ≤ τ <∞. Тогда для любой функции f ∈ Lp,τ (T
m) имеет

место неравенство
(

∞
∑

s=0

‖σs‖
τ
p,τ

)1/τ
≪ ‖f‖p,τ .

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из теоремы 1.1 и леммы 1.4.

2. Оценки наилучших приближений функций логарифмической гладкости

Теперь докажем один из основных результатов статьи — теорему 2.1. Для этого сформу-
лируем вспомогательное утверждение, которое будет доказано в разд. 3.

Лемма 2.1. Пусть 1 < q < λ <∞, 1 < τ < +∞. Если функция f ∈ Lq,τ (T
m), то

‖f‖q,τ ≥ C
(

∞
∑

s=0

2sm(1/λ−1/q)τ2‖σs(f)‖
τ
p

)1/τ
.

Теорема 2.1. Пусть 1 ≤ θ ≤ ∞, 1 < p < ∞, 1 < τ ≤ 2 или 2 < p < ∞, 2 ≤ τ < ∞,
τ0 = min{τ, 2}. Если α > (1/τ0 − 1/θ)+, то

EM (B0,α
p,τ,θ)p,τ ≍

(

log(M + 1)
)−α+(1/τ0−1/θ)+ ,

где a+ = max{a, 0}.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ B
0,α
p,τ,θ и натуральное число n такое, что 2n−1 ≤M < 2n.

Тогда по теореме 1.1 и лемме 1.3 имеем

EM (f)p,τ ≤ E2n(f)p,τ ≤
∥

∥

∥
f −

n
∑

s=0

σs(f)
∥

∥

∥

p,τ

=
∥

∥

∥

∞
∑

s=n

σs(f)
∥

∥

∥

p,τ
≪

∥

∥

∥

(

∞
∑

s=n

|σs(f)|
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ
≪

(

∞
∑

s=n

‖σs(f)‖
τ0
p,τ

)1/τ0
. (2.1)

Если θ ≤ τ0, то, применяя неравенство Йенсена (см. [15, c. 125]), из (2.1) получим

E2n(f)p,τ ≪
(

∞
∑

s=n

‖σs(f)‖
θ
p,τ

)1/θ
≤ C(n+ 1)−α

для любой функции f ∈ B
0,α
p,τ,θ в случае θ ≤ τ0. Следовательно,

E2n(B
0,α
p,τ,θ)p,τ ≪ (n+ 1)−α (2.2)

в случае θ ≤ τ0.
Пусть τ0 < θ. Тогда, применяя неравенство Гельдера (β = θ/τ0 > 1, 1/β + 1/β′ = 1) из

(2.1), имеем

E2n(f)p,τ ≪
(

∞
∑

s=n

(s+ 1)αθ‖σs(f)‖
θ
p,τ

)1/θ(
∞
∑

s=n

(s+ 1)−ατ0β′

)1/(τ0β′)
≪ (n + 1)−α+1/τ0−1/θ.

Следовательно,
E2n(B

0,α
p,τ,θ)p,τ ≪ (n+ 1)−α+1/τ0−1/θ, (2.3)

в случае τ0 < θ. Так как 2n−1 ≤M < 2n, то из (2.2), (2.3) вытекают оценки сверху.
Докажем оценки снизу. Пусть τ0 < θ. Рассмотрим функцию

f0(2πx̄) = (n+ 1)−1/θ
2n
∑

s=n+1

(s+ 1)−α2−sm(1−1/p)
∑

k̄∈�2s\�2s−1

ei〈k̄,2πx̄〉, x̄ ∈ I
m, n ∈ N0.

В силу оценки нормы ядра Дирихле в пространстве Лоренца имеем
∥

∥

∥

∑

k̄∈�2s\�2s−1

ei〈k̄,2πx̄〉
∥

∥

∥

p,τ
≍ 2nm(1−1/p), 1 < p, τ <∞. (2.4)

Поэтому
(

∞
∑

s=0

(s + 1)αθ‖σs(f0)‖
θ
p,τ

)1/θ
=

(

2n
∑

s=n+1

(s + 1)αθ‖σs(f0)‖
θ
p,τ

)1/θ
≤ C0.

Таким образом, функция C−1
0 f0 ∈ B

0,α
p,τ,θ для 1 < p, τ <∞, 1 ≤ θ <∞.

Пусть 2 ≤ p < ∞, 1 < τ ≤ 2, т. е. τ0 = τ . Выберем число q ∈ (p,∞). Теперь лемму 2.1
применяем к функции C−1

0 f0 ∈ B
0,α
p,τ,θ. Тогда, учитывая оценку нормы ядра Дирихле (соотно-

шение (2.4) при p = τ = λ), получим

E2n(C
−1
0 f0)p,τ = C−1

0 ‖f0‖p,τ ≫
(

2n
∑

s=n+1

2sm(1/q−1/p)τ ‖σs(f0)‖
τ
q,τ2

)1/τ

≫ (n+ 1)−1/θ
(

2n
∑

s=n+1

(s+ 1)−ατ
)1/τ

≥ C(n+ 1)−α+1/τ−1/θ .
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Таким образом,
E2n(C

−1
0 f0)p,τ ≫ (n+ 1)−α+1/τ−1/θ

при 1 < p <∞, 1 < τ <∞. Следовательно,

E2n(B
0,α
p,τ,θ)p,τ ≫ (n+ 1)−α+1/τ−1/θ (2.5)

при 1 < p < ∞, 1 < τ < ∞. Это неравенство показывает точность оценки в теореме 2.1 при
1 < τ ≤ 2, τ0 = min{τ, 2} < θ, 1 < p <∞.

Докажем оценку снизу в случае 2 < p <∞, 2 ≤ τ <∞. Рассмотрим функцию

f1(2πx̄) = (n+ 1)−1/θ
2n
∑

s=n+1

(s+ 1)−α2−sm/2
m
∏

j=1

Rs(xj),

где Rs(xj) =
∑2s−1

k=2s−1 εke
ik2πx — полином Рудина — Шапиро и εk = ±1. Известно, что ‖Rs‖∞ ≪

2s/2. Поэтому

‖σs(f1)‖p,τ = (n+ 1)−1/θ(s+ 1)−α2−sm/2
∥

∥

∥

m
∏

j=1

Rs(xj)
∥

∥

∥

p,τ

≤ (n+ 1)−1/θ(s + 1)−α2−sm/2
m
∏

j=1

‖Rs(xj)‖∞ ≪ (n+ 1)−1/θ(s+ 1)−α.

Следовательно,

(

∞
∑

s=0

(s + 1)αθ‖σs(f1)‖
θ
p,τ

)1/θ
=

(

2n
∑

s=n+1

(s + 1)αθ‖σs(f1)‖
θ
p,τ

)1/θ
≤ C1,

т. е. функция C−1
1 f1 ∈ B

0,α
p,τ,θ. Так как 2 < p < ∞, 2 ≤ τ < ∞, то Lp,τ (T

m) ⊂ L2(T
m) и

‖f‖2 ≤ C‖f‖p,τ , f ∈ Lp,τ (T
m). Поэтому, учитывая равенство Парсеваля, получим

E2n(C
−1
1 f1)p,τ = C−1

1 ‖f‖p,τ ≫ ‖f1‖2 ≫ (n+ 1)−1/θ
(

2n
∑

s=n+1

(s + 1)−2α
)1/2

≫ (n+ 1)−α+1/2−1/θ

(2.6)
при 2 < τ, p <∞.

Теперь докажем оценку снизу в случае θ ≤ τ0. Рассмотрим функцию

f2(2πx̄) = (n+ 1)−α2−nm(1−1/p)
∑

k̄∈�
2n+1\�2n

ei〈k̄,2πx̄〉, x̄ ∈ I
m, n ∈ N0.

Тогда в силу (2.4) имеем

( ∞
∑

s=0

(s+ 1)αθ‖σs(fn)‖
θ
p,τ

)1/θ

= 2−nm(1−1/p)
∥

∥

∥

∑

k̄∈�
2n+1\�2n

ei〈k̄,2πx̄〉
∥

∥

∥

p,τ
≤ C1.

Следовательно, функция C−1
2 f2 ∈ B

0,α
p,τ,θ. Теперь, пользуясь соотношением (2.4), будем иметь

E2n(C
−1
2 f2)p,τ = ‖C−1

2 f2‖p,τ ≫ (n+ 1)−α. Отсюда

E2n(B
0,α
p,τ,θ)p,τ ≫ (n+ 1)−α (2.7)

в случае θ ≤ τ0 для 1 < p < ∞, 1 < τ < ∞. Так как по выбору 2n−1 ≤ M < 2n, то из
(2.5)–(2.7) следует, что EM (B0,α

p,τ,θ)p,τ ≫ (log(M + 1))−α+(1/τ0−1/θ)+ для 1 < p < ∞, 1 < τ ≤ 2
или 2 < p <∞, 2 < τ <∞, 1 ≤ θ <∞. Теорема доказана. �

З а м е ч а н и е 1. В случае τ = p из теоремы 2.1 следует результат С.А.Стасюка [7].
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3. Оценки порядка приближений функций логарифмической гладкости

в пространстве Лоренца в разных метриках

Рассмотрим кратный тригонометрический полином

Tn̄(x̄) = Tn1,...,nm(x̄) =

n1
∑

k1=−n1

. . .

nm
∑

km=−nm

ak̄e
i〈k̄,x̄〉,

где nj ∈ N — множество натуральных чисел и j = 1, . . . ,m.
Для пространства Лоренца известно, что Lp,q1(T

m) ⊂ Lp,q2(T
m), если q1 < q2, 1 < p <∞.

В этом случае неравенство разных метрик для тригонометрических полиномов в одно-
мерном случае доказала Л.А.Шерстнева [11, лемма 10]. Докажем многомерный вариант ее
результата [11, лемма 10 при ψ(t) = t1/p].

Лемма 3.1. Пусть 1 < q1 < q2 <∞, 1 < p <∞. Тогда для любого тригонометрического

полинома Tn̄ имеет место неравенство

‖Tn̄‖p,q1 ≪
(

ln

m
∏

j=1

(nj + 1)
)1/q1−1/q2

‖Tn̄‖p,q2 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как для пространства Lp,q2(T
m) фундаментальная функция

ϕ(t) = t1/p, то по лемме 5 из [16] справедливо неравенство

‖Tn̄‖∞ = max
x̄∈Tm

|Tn̄(x̄)| ≪
(

m
∏

j=1

(nj + 1)
)1/p

‖Tn̄‖p,q2 . (3.1)

Пусть числа νj ∈ N такие, что 2νj−1 ≤ nj < 2νj , j = 1, . . . ,m. Введем обозначение V =
∑m

j=1 νj .
Тогда

‖Tn̄‖
q1
p,q1 =

1
∫

0

(Tn̄(t))
q1tq1/p−1 dt =

2−V
∫

0

(Tn̄(t))
q1tq1/p−1 dt+

1
∫

2−V

(Tn̄(t))
q1tq1/p−1 dt = I1 + I2. (3.2)

Оценим I2. Так как θ = q2/q1 > 1, θ′ = θ/(θ − 1), то, применяя неравенство Гельдера, получим

I2 =

1
∫

2−V

(Tn̄(t))
q1tq1/p−1/θt−1/θ

′

dt

=

(

1
∫

2−V

(Tn̄(t))
q2tq2/p−1 dt

)q1/q2(
1

∫

2−V

t−1

)1/θ′

≤ ‖Tn̄‖
q1
p,q2

(

ln 2V
)1/θ′

. (3.3)

По выбору 2νj−1 ≤ nj, j = 1, . . . ,m, следовательно, νj ≤ 1 + log nj, j = 1, . . . ,m. Поэтому из
неравенства (3.3) вытекает

I2 ≤ (ln 2)1−q1/q2
(

log
(

1 +

m
∏

j=1

nj

))1−q1/q2
‖Tn̄‖

q1
p,q2 . (3.4)

Оценим I1. По свойству невозрастающей перестановки функции

T ∗
n̄(t) ≤

1

t

t
∫

0

T ∗
n̄(u) du =

1

t
sup
|e|=t

∫

e

|Tn̄(x̄)| dx̄ ≤ ‖Tn̄‖∞,



Оценки наилучших приближений функций 11

в силу этого имеем

I1 ≤ ‖Tn̄‖
q1
∞

1
∫

2−V

tq1/p−1 dt =
p

q1
‖Tn̄‖

q1
∞2−V q1/p.

Далее, пользуясь неравенством (3.1) и учитывая, что nj ≤ 2νj , j = 1, . . . ,m, из (3.3) получим

I1 ≪
(

m
∏

j=1

(nj + 1)
)q1/p

‖Tn̄‖
q1
p,q22

−V q1/p

≪
(

m
∏

j=1

(nj + 1)
)q1/p

‖Tn̄‖
q1
p,q2

(

m
∏

j=1

nj

)−q1/p
≪ 2mq1/p‖Tn̄‖

q1
p,q2 . (3.5)

Теперь из неравенств (3.2), (3.4) и (3.5) вытекает, что

‖Tn̄‖p,q1 ≪

[(

log
(

1 +
m
∏

j=1

nj

)

)1/q1−1/q2

+ 1

]

‖Tn̄‖p,q2 ≪

[

(

log
m
∏

j=1

(nj + 1)
)

]1/q1−1/q2

‖Tn̄‖p,q2 .

Лемма доказана. �

Следствие. Пусть 1 < p < ∞, 1 < q1 < q2 < ∞. Тогда для любого числа n ∈ N

справедливо соотношение

sup
Tn,...,n

‖Tn,...,n‖p,q1
‖Tn,...,n‖p,q2

≍
(

ln(n+ 1)
)1/q1−1/q2 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как n1 = · · · = nm = n, то по лемме 3.1 имеем

‖Tn,...,n‖p,q1 ≤ Cm1/q1−1/q2
(

ln(n + 1)
)1/q1−1/q2‖Tn,...,n‖p,q2. (3.6)

Следовательно,

sup
Tn,...,n

‖Tn,...,n‖p,q1
‖Tn,...,n‖p,q2

≪
(

ln(n+ 1)
)1/q1−1/q2 .

Для доказательства обратной оценки рассмотрим полином

Dn,...,n(2πx̄) =

m
∏

j=2

ein2πxj

n
∑

k1=1

sin k12πx1

k
1−1/p
1

порядка n по каждой переменной. Так как |ein2πx| = 1, то

|Dn,...,n(2πx̄)| =

∣

∣

∣

∣

n
∑

k1=1

sin k12πx1

k
1−1/p
1

∣

∣

∣

∣

для всех x̄ ∈ I
m. Таким образом,

‖Dn,...,n‖p,q = ‖D∗
n,...,n‖p,q =

∥

∥

∥

n
∑

k1=1

sin k12πx1

k
1−1/p
1

∥

∥

∥

p,q
(3.7)

для 1 < p < ∞, 1 < q < ∞. Л.А.Шерстневой [11, лемма 11 при ψ(t) = t1/p] доказано соотно-
шение

∥

∥

∥

n
∑

k1=1

sin k12πx1

k
1−1/p
1

∥

∥

∥

p,q
≍

(

ln(n+ 1)
)1/q

, 0 < q <∞.
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Поэтому из равенства (3.7) следует, что

‖Dn,...,n‖p,q ≍
(

ln(n+ 1)
)1/q

, 0 < q <∞.

Теперь, пользуясь этим соотношением, будем иметь

sup
Tn,...,n

‖Tn,...,n‖p,q1
‖Tn,...,n‖p,q2

≥
‖Dn,...,n‖p,q1
‖Dn,...,n‖p,q2

≫
(

ln(n+ 1)
)1/q1−1/q2 .

Следствие доказано. �

З а м е ч а н и е 2. Это следствие показывает точность оценки в лемме 3.1 при n1 = · · · =
nm = n. Отметим, что при m = 1 аналог следствия для обобщенного пространства Лоренца
доказан Л.А.Шерстневой [11, лемма 10] и неравенство (3.6) приведено в [17, теорема 3.3].

Лемма 3.2. Пусть 1 < p < ∞, 1 < τ2 < τ1 < +∞ и {un} — последовательность

2π-периодических, неотрицательных измеримых на кубе T
m = [0, 2π]m функций, удовлетво-

ряющих условиям

1) ‖un‖p,τ1 ≤ λn, λn+1 ≤ βλn, β ∈ (0, 1), n ∈ N;

2) существует последовательность положительных чисел {∆n} такая, что для любо-

го θ ∈ (0, τ1) имеет место неравенство ‖un‖p,θ ≪ ∆
1/θ−1/τ1
n λn, n = 1, 2, 3, . . . . Тогда если

f(x̄) =
∑∞

n=1 un(x̄), то

‖f‖p,τ2 ≪
(

∞
∑

n=1

∆τ2(1/τ2−1/τ1)
n λτ2n

)1/τ2
.

Эта лемма доказывается как в одномерном случае повторением рассуждений леммы 13
из [11].

Теорема 3.1. Пусть 1 < p <∞, 1 < τ2 < τ1 <∞. Если f ∈ Lp,τ1(T
m) и

∞
∑

n=2

1

n(lnn)τ2/τ1
Eτ2

n,...,n(f)p,τ1 < +∞, (3.8)

то f ∈ Lp,τ2(T
m) и

‖f‖p,τ2 ≪

[

‖f‖p,τ1 +

( ∞
∑

n=2

1

n(lnn)τ2/τ1
Eτ2

n,...,n(f)p,τ1

)1/τ2]

, (3.9)

En,...,n(f)p,τ2 ≪

[

(ln(n+1))1/τ2−1/τ1En,...,n(f)p,τ1 +
(

∞
∑

k=n+1

1

k(ln k)τ2/τ1
Eτ2

k,...,k(f)p,τ1

)1/τ2
]

. (3.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ Lp,τ1(T
m). Введем обозначение En,...,n(f)p,τ1 ≡ εn,

n ∈ N. Так как εn ↓ 0 при n → +∞, то существует последовательность номеров {nν} такая,
что

εnν+1
< 1/2 εnν , εnν+1−1 ≥ 1/2 εnν , ν = 1, 2, . . . . (3.11)

Поскольку εn ↓ 0 при n→ +∞ и по выбору номера nν+1, εnν+1−1 ≥ 1/2εnν , то

nν+1−1
∑

n=nν

1

n(lnn)τ2/τ1
ετ2n ≥ ετ2nν+1−1

nν+1−1
∑

n=nν

1

n(lnn)τ2/τ1

≥ 2−τ2ετ2nν

nν+1
∫

nν

1

x(lnx)τ2/τ1
dx =

τ1
τ1 − τ2

2−τ2ετ2nν

[

(lnnν+1)
1−τ2/τ1 − (ln nν)

1−τ2/τ1
]

.
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Таким образом,

nν+1−1
∑

n=nν

1

n(lnn)τ2/τ1
ετ2n ≥

τ1
τ1 − τ2

2−τ2ετ2nν

[

(lnnν+1)
1−τ2/τ1 − (lnnν)

1−τ2/τ1
]

для ν = 2, 3, . . . . Следовательно,

∞
∑

ν=2

ετ2nν

[

(lnnν+1)
1−τ2/τ1 − (lnnν)

1−τ2/τ1
]

≤ 2τ2
τ1 − τ2
τ1

∞
∑

n=2

1

n(lnn)τ2/τ1
ετ2n .

Поэтому в силу условия (3.8) ряд

∞
∑

ν=2

ετ2nν

[

(lnnν+1)
1−τ2/τ1 − (lnnν)

1−τ2/τ1
]

<∞. (3.12)

Применяя преобразование Абеля и (3.11), будем иметь

∞
∑

ν=2

ετ2nν
(lnnν+1)

1−τ2/τ1 ≪

[

(lnn2)
1−τ2/τ1ετ2n1

+

∞
∑

ν=2

(

(lnnν+1)
1−τ2/τ1 − (lnnν)

1−τ2/τ1
)

ετ2nν

]

. (3.13)

Пусть Tn,...,n(f, x̄) ≡ Tn(f, x̄) — тригонометрический полином наилучшего приближения
функции f ∈ Lp, τ1(T

m), 1 < p, τ1 < +∞. Рассмотрим ряд

Tn1
(f, x̄) +

∞
∑

ν=1

(

Tnν+1
(f, x̄)− Tnν (f, x̄)

)

. (3.14)

Докажем, что этот ряд сходится по норме пространства Lp,τ2(T
m). Положим uν(x̄) =

|Tnν+1
(f, x̄) − Tnν (f, x̄)|, ν = 1, 2, . . . . Тогда ‖uν‖p,τ1 ≤ 2εnν , ν = 1, 2, . . . , и по лемме 3.1

‖uν‖p,θ ≤ C(lnnν+1)
1/θ−1/τ1εnν , ν = 1, 2, . . . , для любого θ ∈ (0, τ1). Следовательно, по лем-

ме 3.2 получим

∥

∥

∥

l
∑

ν=s+1

(

Tnν+1
(f)− Tnν (f)

)

∥

∥

∥

p,τ2
≤

∥

∥

∥

l
∑

ν=s+1

uν

∥

∥

∥

p,τ2
≪

(

l
∑

ν=s+1

(ln nν+1)
τ2(1/τ2−1/τ1)ετ2nν

)1/τ2
(3.15)

для l ∈ N, l > s = 0, 1, 2, . . . .
В силу (3.12) и (3.13) из (3.15) вытекает, что последовательность {Tnν (f)} ⊂ Lp,τ2(T

m) фун-
даментальна в пространстве Lp,τ2(T

m). Таким образом, в силу полноты пространства Lp,τ2(T
m)

существует функция g ∈ Lp,τ2(T
m) такая, что ‖g−Tnν(f)‖p,τ2 → 0 при ν → +∞, т. е. ряд (3.14)

сходится. Этот же ряд сходится к функции f ∈ Lp,τ1(T
m). Поэтому g(x̄) = f(x̄) почти всюду.

Следовательно, f ∈ Lp,τ2(T
m).

Теперь в неравенстве (3.15), полагая s = 0, будем иметь

∥

∥Tnl+1
(f)− Tn1

(f)
∥

∥

p,τ2
≪

(

l
∑

ν=1

(ln nν+1)
τ2(1/τ2−1/τ1)ετ2nν

)1/τ2
.

Тогда по свойству нормы и лемме 3.1 выводим

∥

∥Tnl+1
(f)

∥

∥

p,τ2
≤

∥

∥Tnl+1
(f)− Tn1

(f)
∥

∥

p,τ2
+

∥

∥Tn1
(f)

∥

∥

p,τ2

≪

[

(ln 2)1/τ2−1/τ1
∥

∥Tn1
(f)

∥

∥

p,τ1
+

(

l
∑

ν=1

(lnnν+1)
τ2(1/τ2−1/τ1)ετ2nν

)1/τ2
]
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≪

[

‖f‖p,τ1 +
(

∞
∑

ν=1

(lnnν+1)
τ2(1/τ2−1τ1)ετ2nν

)1/τ2
]

для любого l ∈ N. В этом неравенстве, переходя к пределу при l → +∞, получим

‖f‖p,τ2 ≪

[

‖f‖p,τ1 +
(

∞
∑

ν=1

(lnnν+1)
τ2(1/τ2−1/τ1)ετ2nν

)1/τ2
]

. (3.16)

Из неравенств (3.13), (3.16) следует, что

‖f‖p,τ2 ≪

[

‖f‖p,τ1 +
(

(ln n2)
1−τ2/τ1En1

(f)τ2p,τ1 +

∞
∑

n=2

1

n(lnn)τ2/τ1
En(f)

τ2
p,τ1

)1/τ2
]

≪

[

‖f‖p,τ1 +
(

∞
∑

n=2

1

n(lnn)τ2/τ1
En(f)

τ2
p,τ1

)1/τ2
]

.

Неравенство (3.9) доказано.
Теперь, применяя это неравенство к функции f − Tn(f) ∈ Lp,τ2(T

m), нетрудно доказать
оценку (3.10). Теорема доказана. �

Теорема 3.2. Пусть 1 < p < ∞, 1 < τ2 < τ1 ≤ 2 или 2 ≤ p < ∞, 1 < τ2 ≤ 2 < τ1 < ∞.

Если f ∈ Lp,τ1(T
m) и

∞
∑

s=0

(s+ 1)(1/τ2−1/τ1)τ2‖σs(f)‖
τ2
p,τ1 <∞,

то f ∈ Lp,τ2(T
m) и имеет место неравенство

‖f‖p,τ2 ≪
[

∞
∑

s=0

(s+ 1)(1/τ2−1/τ1)τ2‖σs(f)‖
τ2
p,τ1

]1/τ2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ Lp,τ1(T
m). С учетом монотонности наилучшего при-

ближения и свойства нормы нетрудно убедиться, что

∞
∑

n=2

(ln n)−τ2/τ1

n
Eτ2

n,...,n(f)p,τ1 ≤ C

∞
∑

ν=0

2ν(1/τ2−1/τ1)τ2Eτ2
22ν ,...,22ν

(f)p,τ1

≪
∞
∑

ν=0

2ν(1/τ2−1/τ1)τ2
∥

∥

∥

∞
∑

l=ν

2l+1

∑

s=2l+1

σs(f)
∥

∥

∥

τ2

p,τ1
≪

∞
∑

ν=0

2ν(1/τ2−1/τ1)τ2
(

∞
∑

l=ν

∥

∥

∥

2l+1

∑

s=2l+1

σs(f)
∥

∥

∥

p,τ1

)τ2
. (3.17)

Так как τ2 < τ1, то

n
∑

ν=0

2ν(1/τ2−1/τ1)τ2 ≤ C2n(1/τ2−1/τ1)τ2 , n ∈ N0.

Исходя из этого в силу леммы 2.2 в [18] из (3.17) имеем

∞
∑

n=2

(lnn)−τ2/τ1

n
Eτ2

n,...,n(f)p,τ1 ≪

∞
∑

ν=0

2ν(1/τ2−1/τ1)τ2
∥

∥

∥

2ν+1

∑

s=2ν

σs(f)
∥

∥

∥

τ2

p,τ1
. (3.18)

Если 1 < p <∞, 1 < τ1 ≤ 2, то по лемме 1.3

∥

∥

∥

2ν+1

∑

s=2ν+1

σs(f)
∥

∥

∥

p,τ1
≪

( 2ν+1

∑

s=2ν+1

∥

∥σs(f)
∥

∥

τ1
p,τ1

)1/τ1

.
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Поэтому, учитывая, что τ2 < τ1, и, применяя неравенство Йенсена (см. [15, c. 125]), получим

∞
∑

ν=0

2ν(1/τ2−1/τ1)τ2
∥

∥

∥

2ν+1

∑

s=2ν

σs(f)
∥

∥

∥

τ2

p,τ1
≪

∞
∑

ν=0

2ν(1/τ2−1/τ1)τ2
(

2ν+1

∑

s=2ν+1

‖σs(f)‖
τ1
p,τ1

)τ2/τ1

≪
∞
∑

ν=0

2ν(1/τ2−1/τ1)τ2

2ν+1

∑

s=2ν

‖σs(f)‖
τ2
p,τ1 ≪

∞
∑

ν=0

2ν+1

∑

s=2ν+1

s(1/τ2−1/τ1)τ2‖σs(f)‖
τ2
p,τ1 . (3.19)

Соответственно из неравенства (3.18) следует, что

∞
∑

n=2

(lnn)−τ2/τ1

n
Eτ2

n,...,n(f)p,τ1 ≪

∞
∑

s=1

s(1/τ2−1/τ1)τ2‖σs(f)‖
τ2
p,τ1 (3.20)

в случае 1 < p <∞, 1 < τ1 ≤ 2.
Пусть 2 ≤ p <∞, 2 ≤ τ1 <∞. Тогда согласно лемме 1.3

∥

∥

∥

2ν+1

∑

s=2ν+1

σs(f)
∥

∥

∥

p,τ1
≪

(

2ν+1

∑

s=2ν+1

‖σs(f)‖
2
p,τ1

)1/2
.

Поэтому, учитывая, что τ2 ≤ 2, и, применяя неравенство Йенсена, получим

∞
∑

ν=0

2ν(1/τ2−1/τ1)τ2
∥

∥

∥

2ν+1

∑

s=2ν+1

σs(f)
∥

∥

∥

τ2

p,τ1
≪

∞
∑

ν=0

2ν(1/τ2−1/τ1)τ2
(

2ν+1

∑

s=2ν+1

‖σs(f)‖
2
p,τ1

)τ2/2

≪
∞
∑

ν=0

2ν(1/τ2−1/τ1)τ2

2ν+1

∑

s=2ν+1

‖σs(f)‖
τ2
p,τ1 ≪

∞
∑

ν=0

2ν+1

∑

s=2ν+1

s(1/τ2−1/τ1)τ2‖σs(f)‖
τ2
p,τ1 . (3.21)

Таким образом, из формулы (3.18) будем иметь

∞
∑

n=2

(lnn)−τ2/τ1

n
Eτ2

n,...,n(f)p,τ1 ≪

∞
∑

s=1

s(1/τ2−1/τ1)τ2‖σs(f)‖
τ2
p,τ1 (3.22)

в случае 2 < p <∞, 1 < τ2 ≤ 2 ≤ τ1 <∞.
Теперь в силу неравенств (3.20) и (3.22) выполняется условие (3.8) теоремы 3.1. Следова-

тельно, функция f ∈ Lp,τ2(T
m).

Докажем оценку нормы ‖f‖p,τ2 . По свойству нормы и в силу неравенства Гельдера

‖f‖p,τ1 ≤

∞
∑

ν=0

∥

∥

∥

2ν+1

∑

s=2ν+1

σs(f)
∥

∥

∥

p,τ2
≪

(

∞
∑

ν=0

2ν(1/τ2−1/τ1)τ2
∥

∥

∥

2ν+1

∑

s=2ν+1

σs(f)
∥

∥

∥

τ2

p,τ1

)1/τ2
.

Теперь, пользуясь неравенствами (3.19) и (3.21), отсюда получим

‖f‖p,τ1 ≪

( ∞
∑

s=1

s(1/τ2−1/τ1)τ2‖σs(f)‖
τ2
p,τ1

)1/τ2

. (3.23)

Из формул (3.20)–(3.23) следует, что

‖f‖p,τ2 ≪

( ∞
∑

s=1

s(1/τ2−1/τ1)τ2‖σs(f)‖
τ2
p,τ1

)1/τ2

.

Теорема доказана. �
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Теорема 3.3. Пусть 1 < p < ∞, 2 ≤ τ < ∞ или 1 < p < 2, 1 < τ ≤ 2. Если f ∈ Lp,τ (T
m)

и λ ∈ (1, τ), то имеет место неравенство

‖f‖p,τ ≫
(

∞
∑

s=1

s(1/τ−1/λ)τ‖σs(f)‖
τ
p,λ

)1/τ
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию теоремы f ∈ Lp,τ (T
m), 1 < p, τ < +∞. Поэтому

‖f‖p,τ ≥ sup
‖g‖p′,τ ′≤1

∫

Im

f(2πx̄)g(2πx̄) dx̄, (3.24)

где 1/p + 1/p′ = 1, 1/τ + 1/τ ′ = 1. Пусть g ∈ Lp′,τ ′(T
m) и

g(2πx̄) ∼
∑

n∈Zm

an(g)e
i〈n,2πx〉.

Тогда из формулы (3.24) в силу ортогональности {σs(f, 2πx̄)} имеем

‖f‖p,τ ≥ sup
‖g‖p′,τ ′≤1

∫

Im

∞
∑

s=0

σs(f, 2πx̄)σs(g, 2πx̄) dx̄. (3.25)

Рассмотрим множество Gp′,λ′(ε) =
{

g ∈ Lp′,τ ′(T
m) : ‖σs(f)‖p′,λ′ ≤ εs, s ∈ N0

}

, где 1/λ +
1/λ′ = 1 и числовая последовательность {εs} удовлетворяет условию

(

∞
∑

s=1

s(1/τ
′−1/λ′)τ ′ετ

′

s

)1/τ ′

≤ 1.

Множество таких последовательностей {εs} обозначим через Λ. Тогда по теореме 3.2 ‖g‖p′,λ′ ≤ 1.
Поэтому из формулы (3.25) следует, что

‖f‖p,τ ≥ sup
{εs}∈Λ

sup
g∈Gp′,λ′(ε)

∫

Im

∞
∑

s=0

σs(f, 2πx̄)σs(g, 2πx̄) dx̄

= sup
{εs}∈Λ

∞
∑

s=0

sup
g∈Gp′,λ′(ε)

∫

Im

σs(f, 2πx̄)σs(g, 2πx̄) dx̄ = sup
{εs}∈Λ

∞
∑

s=0

εs‖σs(f)‖p,τ

= sup
{εs}∈Λ

∞
∑

s=0

(s+ 1)(1/τ
′−1/λ′)εs(s+ 1)(1/τ−1/λ)‖σs(f)‖p,τ =

(

∞
∑

s=1

s(1/τ−1/λ)τ ‖σs(f)‖
τ
p,λ

)1/τ
.

Теорема доказана. �

Теорема 3.4. Пусть 1 ≤ θ < ∞, 1 < p < ∞, 1 < τ2 < τ1 ≤ 2 или 2 < p < ∞,

1 < τ2 ≤ 2 < τ1 <∞. Если α >
(

1/τ2 − 1/τ1
)

+
(

1/τ2 − 1/θ
)

+
, то

EM (B0,α
p,τ1,θ

)p,τ2 << (log(M + 1))−α+(1/τ2−1/τ1)+(1/τ2−1/θ)+ , M ∈ N.

В случае θ ≤ τ2, эта оценка точна по порядку.

Если τ2 < θ, то справедлива оценка снизу

EM (B0,α
p,τ1,θ

)p,τ2 >> (log(M + 1))−α+(1/τ2−1/τ1)+(1/τ2−1/θ)+ , M ∈ N

при 1 < p < 2, 1 < τ2 ≤ 2 или 1 < p <∞, 2 < τ2 <∞.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ B
0,α
p,τ1,θ

. Если τ2 < θ, то, применяя неравенство Гель-
дера (β = θ/τ2, 1/β + 1/β′ = 1), получим

(

∞
∑

s=1

s(1/τ2−1/τ1)τ2‖σs(f)‖
τ2
p,τ1

)1/τ2

≤
(

∞
∑

s=1

sαθ‖σs(f)‖
θ
p,τ1

)1/θ(
∞
∑

s=1

s−
(

α−(1/τ2−1/τ1)+(1/τ2−1/θ)
)

τ2β′

)1/(τ2β′)
. (3.26)

Если θ ≤ τ2, то, учитывая, что α > (1/τ2 − 1/τ1) согласно неравенству Йенсена [15, с. 125],
имеем

(

∞
∑

s=1

s(1/τ2−1/τ1)τ2‖σs(f)‖
τ2
p,τ1

)1/τ2
≤

(

∞
∑

s=1

sαθ‖σs(f)‖
θ
p,τ1

)1/θ
. (3.27)

Так как по условию теоремы α > (1/τ2 − 1/τ1) + (1/τ2 − 1/θ)+, то из неравенств (3.26),
(3.27) вытекает, что

∞
∑

s=1

s(1/τ2−1/τ1)τ2‖σs(f)‖
τ2
p,τ1 <∞

для любой функции f ∈ B0,α
p,τ1,θ

. Следовательно, B0,α
p,τ1,θ

⊂ Lp,τ2(T
m).

Далее, пользуясь неравенством (3.25) и повторяя рассуждения доказательств (3.26) и (3.27),
нетрудно убедиться, что

E2n(f)p,τ2 ≤
(

∞
∑

s=n+1

s(1/τ2−1/τ1)τ2‖σs(f)‖
τ2
p,τ1

)1/τ2

≤
(

∞
∑

s=1

sαθ‖σs(f)‖
θ
p,τ1

)1/θ(
∞
∑

s=n+1

s−
(

α−(1/τ2−1/τ1)+(1/τ2−1/θ)
)

τ2β′

)1/(τ2β′)

≪ (n+ 1)−
(

α−(1/τ2−1/τ1)+(1/τ2−1/θ)
)

(3.28)

для любой функции f ∈ B
0,α
p,τ1,θ

в случае τ2 < θ и

E�2n
(f)p,τ2 ≤ C

(

∞
∑

s=n+1

s(1/τ2−1/τ1)τ2‖σs(f)‖
τ2
p,τ1

)1/τ2

≪
(

∞
∑

s=1

sαθ‖σs(f)‖
θ
p,τ1

)1/θ
≤ (n+ 1)−α+(1/τ2−1/τ1) (3.29)

для любой функции f ∈ B
0,α
p,τ1,θ

в случае θ ≤ τ2.
Таким образом, из оценок (3.28) и (3.29) следует, что

E2n
(

B
0,α
p,τ1,θ

)

p,τ2
≪ (n+ 1)−

(

α−(1/τ2−1/τ1)+(1/τ2−1/θ)+
)

.

Этим оценка сверху доказана.
Докажем оценки снизу. Пусть τ2 < θ. Рассмотрим функцию

f3(2πx̄) = (n+ 1)−1/θ
2n
∑

s=n+1

(s+ 1)−(α+m/τ1)
m
∏

j=2

ei2πxj2s−1

2s−1
∑

k1=2s−1

(k1 − 2s−1 + 1)1/p−1ei2πx1k1 ,

где x̄ ∈ I
m, n ∈ N0. Тогда

‖σs(f3)‖p,τ1 = (n+ 1)−1/θ(s+ 1)−(α+m/τ1)
∥

∥

∥

m
∏

j=2

ei2πxj2s−1

2s−1
∑

k1=2s−1

(k1 − 2s−1 + 1)1/p−1ei2πx1k1
∥

∥

∥

p,τ1
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= (n + 1)−1/θ(s+ 1)−(α+m/τ1)
∥

∥

∥

2s−1
∑

k1=2s−1

(k1 − 2s−1 + 1)1/p−1ei2πx1k1
∥

∥

∥

p,τ1

≍ (n+ 1)−1/θ(s+ 1)−α (3.30)

для 1 < p, τ1 < ∞, s ∈ N0. В силу непрерывности функция f3 ∈ Lp,τ1(T
m), и, используя

соотношение (3.30), получим

(

∞
∑

s=1

sαθ‖σs(f3)‖
θ
p,τ1

)1/θ
=

(

2n
∑

s=n+1

sαθ‖σs(f3)‖
θ
p,τ1

)1/θ
≤ C3.

Следовательно, функция C−1
3 f3 ∈ B

0,α
p,τ1,θ

. Теперь в силу теоремы 3.3 имеем

E2n(C
−1
3 f3)p,τ2 = C−1

3 ‖f2‖p,τ2 ≫
(

∞
∑

s=n

s(1/τ2−1/λ)τ2‖σs(f2)‖
τ2
p,λ

)1/τ2

при условиях 1 < p <∞, 2 ≤ τ2 <∞ или 1 < p < 2, 1 < τ2 ≤ 2 и 1 < λ < τ2 <∞.
Далее, пользуясь соотношением (3.30), получим

E2n(f3)p,τ2 ≫ (n+1)−1/θ

[ 2n
∑

s=n

s(1/τ2−1/λ)τ2(s+1)−(α+m/τ1)
∥

∥

∥

2s−1
∑

k1=2s−1

(k1−2s−1+1)1/p−1eik12πx1

∥

∥

∥

τ2

p,λ

]1/τ2

≫ (n+ 1)−1/θ
(

2n
∑

s=n

s((1/τ2−1/τ1)−α)τ2
)1/τ2

≥ C(n+ 1)−α+(1/τ2−1/τ1)+1/τ2−1/θ.

Таким образом,
E2n

(

B
0,α
p,τ1,θ

)

p,τ2
≥ C(n+ 1)−α+(1/τ2−1/τ1)+1/τ2−1/θ

в случае τ2 < θ.
Пусть θ ≤ τ2. Рассмотрим функцию

f4(2πx̄) = (n + 1)−(α+m/τ1)
∑

k̄∈�2n\�2n−1

m
∏

j=1

(kj − 2s−1 + 1)1/p−1ei〈k̄,2πx̄〉,

где x̄ ∈ I
m, n ∈ N0. В силу непрерывности функции f4 ∈ Lp,τ1(T

m), и, используя соотноше-
ние (3.30), получим

( ∞
∑

s=1

sαθ‖σs(f4)‖
θ
p,τ1

)1/θ

= nα‖σn(f3)‖p,τ1 ≤ C4.

Соответственно, функция C−1
4 f4 ∈ B

0,α
p,τ,θ. Далее, учитывая определение наилучшего прибли-

жения и снова применяя соотношение (3.30), имеем

E2n(C
−1
4 f4)p,τ2 = ‖C−1

4 f4‖p,τ2 ≫ (n+ 1)−α+m(1/τ2−1/τ1)

в случае θ ≤ τ2. Следовательно,

E2n
(

B
0,α
p,τ1,θ

)

p,τ2
≥ C(n+ 1)−α+m(1/τ2−1/τ1)

в случае θ ≤ τ2. Теорема доказана. �
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Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2.1, сформулированной в разд. 2, опирается на следую-
щую теорему.

Теорема 3.5. Пусть 1 < p < q <∞, 1 < τ < +∞. Если f ∈ Lp(T
m) и

∞
∑

s=0

2sm(1/p−1/q)τ ‖σs(f)‖
τ
p <∞,

то f ∈ Lq,τ (T
m) и

‖f‖q,τ ≤ C

{ ∞
∑

s=0

2sm(1/p−1/q)τ ‖σs(f)‖
τ
p

}1/τ

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Известно, что [10, теорема 1] если f ∈ Lp(T
m), то

‖f‖q,τ ≤ C

{

‖f‖p +

[ ∞
∑

n=1

2nm(1/p−1/q)τEτ
2n,...,2n(f)p

]1/τ}

(3.31)

для 1 < p < q <∞, 1 < τ < +∞. По свойству нормы

Eτ
2n,...,2n(f)p ≤

∥

∥

∥
f −

n
∑

s=0

σs(f)
∥

∥

∥

p
≤

∞
∑

s=n+1

‖σs(f)‖p, n ∈ N0. (3.32)

Далее, по свойству нормы и неравенству Гельдера имеем

‖f‖p ≤

∞
∑

s=0

‖σs(f)‖p ≤ C

{ ∞
∑

s=0

2sm(1/p−1/q)τ ‖σs(f)‖
τ
p

}1/τ

(3.33)

Теперь, пользуясь леммой 2.2 из [18] и соотношениями (3.32), (3.33) из (3.31), получим утвер-
ждение теоремы 3.5. �

Применяя метод В.Н.Темлякова, использованный при доказательстве леммы 3.1′ в [19], и
теорему 3.5 завершаем доказательство леммы 2.1.

З а м е ч а н и е 3. Отметим, что в случае 1 < τ ≤ 2 утверждение теоремы 3.5 также
следует из леммы 1.3 и неравенства разных метрик для тригонометрических полиномов (см.
в [16, лемма 6]).

Заключение

В теореме 2.1 установлено, что порядок наилучшего приближения функции из клас-
са B

0,α
p,τ1,θ

не зависит от параметра p пространства Лоренца Lp,τ (T
m) и m-количества пере-

менных.
В теореме 3.1 условие на наилучшее приближение функции f ∈ Lp,τ (T

m) не зависит от
m-количества переменных. В отличие от оценок в анизотропном пространстве Лоренца [20], в
теореме 3.4 порядок наилучшего приближения функций класса B

0,α
p,τ1,θ

не зависит от m.
Теоремы 2.1, 3.1, 3.2, 3.4 были анонсированы в [21]. В теоремах 4 и 5 в [21] имеются опе-

чатки: вместо m(1/τ2 − 1/τ1) должно быть (1/τ2 − 1/τ1), как в теоремах 3.2 и 3.4 настоящей
статьи.
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