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Рассматривается параметрическое семейство задач выпуклого программирования. В качестве пара-
метра выступает вектор правых частей функциональных ограничений задачи. Каждому векторному зна-
чению параметра, взятому из неотрицательного ортанта, отвечает регулярная (условие Слейтера) задача
выпуклого программирования и ее минимальное значение целевой функции. Это значение, зависящее от
параметра ограничений, порождает функцию чувствительности. Наряду с этой функцией априори зада-
ется выпуклое множество (геометрически или функционально заданное). Ставится задача минимизации
неявно заданной функции чувствительности на этом множестве. Такая задача имеет содержательную
интерпретацию как задача выпуклого программирования, когда вместо заданного вектора правых ча-
стей функциональных ограничений указывается только множество, которому этот вектор принадлежит.
В результате получаем двухуровневую задачу. В отличие от классических двухуровневых иерархических
задач, где неявно задаются ограничения, в нашем случае неявно задаются целевые функции. Никакой
иерархии в этой задаче нет. Как правило функции чувствительности обсуждаются в научной литературе
в более общем контексте как функции оптимального значения. Автору не известны оптимизационные
постановки этих задач как самостоятельных исследований и, тем более, не известны предлагаемые ме-
тоды их решения. В работе предлагается оригинальный седловой подход к решению задач с функциями
чувствительности. Доказывается монотонная сходимость метода к решению задачи по переменным про-
странства, в котором рассматривается задача.

Ключевые слова: функция чувствительности, параметрическая оптимизация, параметрическая функ-
ция Лагранжа, седловая точка, экстрапроксимальные методы, сходимость.
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1. Постановка задачи

Задача минимизации функции чувствительности представляет собой систему двух задач.
Одна из них является параметрической задачей выпуклого программирования, которая, соб-
ственно говоря, относительно параметра порождает функцию чувствительности. Другая за-
дача — это задача оптимизации функции чувствительности на выпуклых множествах:

ϕ(y) = f(x∗(y)) = Min{f(x) | g(x) ≤ y, x ∈ X ⊆ R
n}, y ∈ R

m
+ , (1.1)

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 17-11-01353).
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y∗ ∈ Argmin{ϕ(y) | y ∈ Y ⊆ R
m
+}. (1.2)

Здесь f(x) — выпуклая скалярная, g(x) — векторная функции, причем каждая компонента
векторной функции также выпуклая функция, y ≥ 0 — параметр, Rm

+ — положительный ор-
тант, X ⊂ R

n, Y ⊂ R
m
+ — выпуклые замкнутые множества. Совокупности решений задач (1.1),

(1.2) представляют собой выпуклые замкнутые множества X∗, Y ∗, тогда x∗ ∈ X∗, y∗ ∈ Y ∗.
Фиксированное множество Y в этой работе будет выступать в двух формах: в геометрической
форме как выпуклое замкнутое множество и в форме, заданной системой функциональных
неравенств Y = {y | g1(y) ≤ y1}, y1 ∈ R

q
+. Все компоненты векторной функции g1(y) выпуклы.

В частности, функциональные ограничения могут порождать многогранники.
Первая задача из системы (1.1), (1.2) порождает функцию чувствительности. Это проис-

ходит следующим образом: когда параметр y ∈ R
m
+ пробегает положительный ортант, внут-

ренняя задача по переменной x ∈ X порождает оптимальное значение f(x∗(y)), которое при-
сваивается функции ϕ(y), вычисленной в точке y ∈ R

m
+ . В системе (1.1), (1.2) требуется найти

минимум функции чувствительности на множестве y ∈ Y , при этом целевая функция задана
неявно.

Задачу (1.1) можно интерпретировать как модель производства, в которой требуется вы-
брать вектор ресурсов y ∈ Y и отвечающий ему вектор интенсивностей x ∈ X работы предпри-
ятия так, чтобы обеспечить выпуск продукции с минимальными затратами. Эффективность
предприятия, зависящая от ресурсов, оценивается величиной f(x∗(y)) в точке минимума x∗(y)
из задачи (1.1). Очевидно, при разных наборах ресурсов эффективность предприятия, вообще
говоря, будет разная. В этой ситуации возникает задача выбора вектора ресурсов из неко-
торого фиксированного геометрического множества Y ∈ R

m
+ или функционально заданного

множества Y = {y | g1(y) ≤ y1}, y1 ∈ R
q
+, так, чтобы обеспечить наилучшую эффективность

предприятия. Формальное описание этой ситуации приводит нас к задаче (1.1), (1.2). Если в
этой задаче операцию min заменить на операцию max, то можно говорить о максимальной
выгоде предприятия при выборе того или иного набора ресурсов.

Функция ϕ(y), y ∈ R
m
+ , известна как функция чувствительности. Перечислим основные

свойства этой функции (см., например, [1]), где приведена соответствующая библиография.
1) Функция чувствительности является монотонно убывающей.
2) Надграфик функции чувствительности — выпуклое замкнутое множество.
3) Функция чувствительности является субдифференцируемой. Прокомментируем утвер-

ждение более детально. Для каждого y ∈ Y = {y | g1(y) ≤ y1}, y1 ∈ R
q
+, функция чувстви-

тельности тесно связана с задачей выпуклого программирования (1.1), которая в свою очередь
тесно связана с функцией Лагранжа

L(x, p) = f(x) + 〈p, g(x) − y〉, (1.3)

определенной для всех x ∈ X, p ∈ R
q
+ и любого фиксированного y ∈ R

q
+. Связь эта состоит

в том, что прямое и двойственное решения регулярной задачи выпуклого программирования
образуют седловую точку функции Лагранжа, т. е. седловая точка (xy, py) по определению
удовлетворяет системе неравенств

f(xy) + 〈p, g(xy)− y〉 ≤ f(xy) + 〈py, g(xy)− y〉 ≤ f(x) + 〈py, g(x) − y〉 (1.4)

для всех допустимых x ∈ R
n, p ∈ R

q
+ и фиксированного y ≥ 0. Из правого неравенства

системы (1.4) видно, что вторая компонента седловой точки (вместе с координатой −1) явля-
ется нормалью (−1, pn) опорной функции относительно образа отображения прямых перемен-
ных (f(x), g(x)). Обозначим эту компоненту нормали через ∇ϕ(y) = −py и будем называть
ее субградиентом. В общем случае пара (−1,∇ϕ(y)) порождает опорную плоскость в точ-
ке (f(xy), g(xy) − y). Опорных плоскостей может быть много, как правило, это целый конус.
Конус нормалей опорных плоскостей будем называть субдифференциалом и обозначать его че-

рез
∂ϕ(y)
∂y

, тогда отдельный элемент конуса — субградиент ∇ϕ(y). В частности, конус может



О методах оптимизации функции чувствительности 35

содержать один элемент, который порождает касательную плоскость. Проведенные рассужде-
ния верны для любого значения параметра y ∈ R

q
+, и в частности для некоторого y0 ∈ R

q
+. С

учетом введенных обозначений можно написать:

∇ϕ(y) ∈
∂ϕ(y)

∂y
, ∇ϕ(y0) ∈

∂ϕ(y)

∂y

∣

∣

∣

y=y0
.

Анализируя систему (1.4), нетрудно получить известные неравенства выпуклости функции
чувствительности

〈∇ϕ(y0), y − y0〉 ≤ ϕ(y)− ϕ(y0) ≤ ∇〈ϕ(y), y − y0〉 (1.5)

для всех y ≥ 0 и y0 ≥ 0. Подробное и формальное изложение этого пункта представлено в [1].
4) Функция чувствительности ϕ(y) выпукла в смысле неравенства Йенссена [2], т. е. удо-

влетворяет условиям

ϕ(αy + (1− α)y0) ≤ αϕ(y) + (1− α)ϕ(y0), y ≥ 0, y0 ≥ 0, 0 ≤ α ≤ 1. (1.6)

5) Субдифференциал функции чувствительности является многозначным выпуклознач-
ным замкнутым отображением [1].

6) Субдифференциал функции чувствительности есть ограниченное отображение.
7) Субдифференциал функции чувствительности — многозначное монотонное отображение

〈∂ϕ(y)

∂y
−

∂ϕ(y0)

∂y
, y − y0

〉

≥ 0

для всех y ≥ 0 и y0 ≥ 0. Это неравенство очевидно следует из (1.5).
Отметим также, что график функции чувствительности задачи выпуклого программиро-

вания и совокупность парето-оптимальных векторных оценок векторной функции (f(x), g(x))
задачи многокритериальной оптимизации совпадают для выпуклого случая как множества [1].

2. Минимизация функции чувствительности на геометрическом множестве

Функция чувствительности не задана в явном виде, но, тем не менее, для любого y ≥ 0
всегда можно вычислить ее значение в любой точке и любой ее субградиент (т. е. вектор мно-
жителей Лагранжа задачи (1.1)). Это значит, что для решения задачи минимизации ϕ(y) на
множестве Y ∈ R

m
+ можно сформулировать проксимальные и градиентные итеративные про-

цессы и доказать их сходимость к решению задачи (1.2), т. е. вычислить значение функции и
ее градиент.

Пусть точка y∗ ∈ Y является точкой минимума функции чувствительности ϕ(y) на мно-
жестве Y ⊆ R

m
+ . Тогда y∗ ∈ Y — неподвижная точка экстремального (проксимального) одно-

значного отображения, т. е.

y∗ = argmin
{

1/2 |y − y∗|2 + αϕ(y) | y ∈ Y
}

, α > 0. (2.1)

Это уравнение одновременно является необходимым и достаточным условием для задачи опти-
мизации (1.2). Метод простой итерации (проксимальный метод) для решения этого уравнения
представляется естественным [3;4]:

yn+1 = argmin
{

1/2 |y − yn|2 + αϕ(y) | y ∈ Y
}

. (2.2)

Процесс является неявным аналогом градиентного (в случае дифференцируемости ϕ(y)) ме-
тода, и сходимость его к точке минимума почти очевидна. Точка yn+1 из (2.2) — единственная
точка минимума и по определению удовлетворяет неравенству

1/2 |yn+1 − yn|2 + αϕ(yn+1) ≤ 1/2 |y − yn|2 + αϕ(y)
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для всех y ∈ Y . Однако рассматриваемая функция является сильно выпуклой, и, как показано
в [5], для точки yn+1 выполняется более сильное неравенство, а именно:

1/2 |yn+1 − yn|2 + αϕ(yn+1) ≤ 1/2 |y − yn|2 + αϕ(y)− 1/2 |y − yn+1|2 (2.3)

для всех y ∈ Y . Аналогично, уравнение (2.1) можем записать в форме усиленного неравенства

1/2 |y∗ − y∗|2 + αϕ(y∗) ≤ 1/2 |y − y∗|2 + αϕ(y) − 1/2 |y − y∗|2 (2.4)

для всех y ∈ Y . Приведем кратко доказательство теоремы, которая нам понадобится в даль-
нейшем.

Теорема 1. Если множество решений задачи (1.1), (1.2) не пусто, целевая функция под-

чинена условию (1.6), множество Y ⊆ R
m
+ выпукло, замкнуто, то процесс (2.2) при лю-

бом значении параметра α > 0 сходится монотонно по норме к одному из решений зада-

чи (1.1), (1.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Неравенства (2.3) и (2.4) выполняются для всех y ∈ Y , поэтому
можно принять в первом неравенстве y = y∗, во втором — y = yn+1, сложить оба неравенства
и получить

|yn+1 − y∗|2 + |yn+1 − yn|2 + 2α(ϕ(yn+1)− ϕ(y∗)) ≤ |yn − y∗|2. (2.5)

Поскольку (ϕ(yn+1) − ϕ(y∗)) ≥ 0, то отсюда следует ограниченность последовательности
|yn+1 − y∗|2 и ее монотонное по норме убывание. Просуммируем неравенство (2.5) от n = 0 до
n = N и получим

|yN+1 − y∗|2 +

N
∑

k=0

|yn+1 − yn|2 + 2α

N
∑

k=0

(ϕ(yn+1)− ϕ(y∗)) ≤ |y0 − y∗|2.

Из этого неравенства следуют ограниченность последовательности |yN+1 − y∗|2 ≤ |y0 − y∗|2,
сходимость ряда

∑

∞

k=0
|yn+1 − yn|2 < ∞ и соответственно стремление к нулю величины

|yn+1 − yn| → 0, n → ∞. Так как последовательность yn ограничена, то существуют подпосле-
довательность yni и элемент y′ ∈ Y такие, что yni → y′ при ni → ∞, причем |yni+1− yni |2 → 0.

Рассмотрим неравенство (2.3) на элементах подпоследовательности ni → ∞ и, перейдя
к пределу, выпишем предельное неравенство ϕ(y′) ≤ ϕ(y) для всех y ∈ Y . Отсюда следует,
что y′ = y∗ ∈ Y . Таким образом, любая предельная точка последовательности yn является
решением задачи, при этом величина |yn−y∗| монотонно убывает. В совокупности данные два
фактора означают, что исходная последовательность имеет только одну предельную точку,
т. е. yn монотонно по норме сходится к одному из решений y∗ ∈ Y задачи.

Теорема доказана.

Для численной реализации процесса (2.2) требуется явное задание функции чувствитель-
ности. Однако в нашей ситуации эта функция задана неявно, хотя в каждой точке y ∈ Y всегда
можно вычислить ее значение и любой ее субградиент. Воспользуемся последним обстоятель-
ством и выпишем для каждой итерации (2.2) и уравнения (2.1) необходимые и достаточные
условия минимумов:

〈yn+1 − yn + α∇ϕ(yn+1), y − yn+1〉 ≥ 0, y ∈ Y ; (2.6)

〈∇ϕ(y∗), y − y∗〉 ≥ 0, y ∈ Y. (2.7)

Полученная итеративная последовательность вариационных неравенств и предельное нера-
венство эквивалентны проксимальному процессу (2.2), (2.1). Эквивалентность понимается в
том смысле, что они порождают одну и ту же последовательность решений, которая сходится
к одному и тому же решению y∗ ∈ Y . Поэтому теорема о сходимости в равной мере относится
к итеративной системе вариационных неравенств и ее предельному случаю (2.6), (2.7).
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При практическом применении подхода, основанного на использовании вариационных нера-
венств (2.6), конечно, нужно записать процесс в форме

〈

yn+1 − yn + α
∂ϕ(yn+1)

∂y
, y − yn+1

〉

≥ 0, y ∈ Y, (2.8)

где
∂ϕ(y)
∂y

— многозначное выпуклозначное ограниченное монотонное отображение. В рассмат-

риваемом случае оператор вариационного неравенства регуляризован прибавлением к нему
единичного оператора, тогда обратный оператор к вариационному неравенству в целом будет
однозначным. Другими словами, любое вариационное неравенство (2.8) имеет единственное
решение при любом n. Это хорошо согласуется с (2.2) (методы решения вариационных нера-
венств и другие детали см. в [6]).

3. Минимизация функции чувствительности

на множестве функциональных ограничений

В этом разделе вместо задачи (1.1), (1.2) рассмотрим задачу с функциональными ограни-
чениями [7]:

ϕ(y) = f(x∗) = Min{f(x) | g(x) ≤ y, x ∈ X ⊆ R
n}, y ∈ R

m
+ , (3.1)

y∗ ∈ Argmin{ϕ(y) | y ∈ Y }, (3.2)

где y ∈ Y = {y | g1(y) ≤ y1 ∈ R
m
+}. Целевая функция (3.1) характеризует уровень чувстви-

тельности задачи к изменению значения ее целевой функции при сдвиге i-го ограничения в
направлении его градиента. Если оптимум x∗ ∈ X задачи (3.1) или (1.1) сильно лимитируется
i-м ограничением, то i-й множитель Лагранжа p∗i достаточно велик, а это значит, что целевая
функция по этому направлению будет быстро меняться; при малом же множителе Лагранжа
сдвиг ограничения в направлении его i-го градиента оказывает малое возмущение на задачу.
Если же точка x∗ ∈ X лежит строго “внутри” ограничения, то i-й множитель Лагранжа вообще
равен нулю. Вектор y ∈ R

m
+ в этой задаче имеет определенную смысловую и содержательную

нагрузку как вектор ресурсов.
Рассмотрим эту ситуацию более подробно. Введем функцию Лагранжа для задачи (3.1)

x∗ ∈ Argmin{f(x) | g(x) − y∗ ≤ 0, x ∈ X, y ∈ Y }

при фиксированном векторе y = y∗:

L(x, y, p) = f(x) + 〈p, g(x) − y∗〉.

Эта функция определена для всех x ∈ R
n, p ∈ R

m
+ , y∗ ∈ R

m
+ . Седловая точка (x∗, p∗) функции

удовлетворяет системе седловых неравенств

f(x∗) + 〈p, g(x∗)− y∗〉 ≤ f(x∗) + 〈p∗, g(x∗)− y∗〉 ≤ f(x) + 〈p∗, g(x) − y∗〉 (3.3)

для всех допустимых x ∈ X, p ∈ R
m
+ . Перепишем систему (3.3) в виде

x∗ ∈ Argmin{f(x) + 〈p∗, g(x) − y∗〉 | x ∈ X}, y∗ ∈ Y,

〈p− p∗, g(x∗)− y∗〉 ≤ 0, p ≥ 0

и добавим к ней необходимое и достаточное условие минимума задачи (3.2)

〈∇ϕ(y∗), y − y∗〉 ≥ 0, y ∈ Y,

что эквивалентно ϕ(y∗) ≤ ϕ(y), y ∈ Y .
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Согласно (1.4) в п. 3) имеем ∇ϕ(y∗) = −p∗, тогда последнюю систему неравенств можно
представить как

x∗ ∈ Argmin{f(x) + 〈p∗, g(x) − y∗〉 | x ∈ X}, y∗ ∈ Y,

〈p− p∗, g(x∗)− y∗〉 ≤ 0, p ≥ 0,

〈p∗, y − y∗〉 ≤ 0, y ∈ Y.

(3.4)

Отсюда следует, что решение системы (3.4) удовлетворяет системе (3.1), (3.2) и наоборот. В
свою очередь тройка векторов x∗, p∗, y∗ является решением системы экстремальных задач:

x∗ ∈ Argmin{f(x) | g(x) ≤ y∗, x ∈ X}, (3.5)

p∗ ∈ Argmax{〈p, g(x∗)− y∗〉 | p ≥ 0}, (3.6)

y∗ ∈ Argmin{〈∇ϕ(y∗), y〉 | y ∈ Y }. (3.7)

Теперь можно сформулировать

Утверждение. Система соотношений (3.4) является необходимым и достаточным усло-

вием оптимальности для системы задач (3.5)–(3.7).

4. Прямой и двойственный экстрапроксимальные методы

Седловую структуру задачи (3.5)–(3.7) представим в форме

x∗ ∈ Argmin{f(x) + 〈p∗, g(x) − y∗)〉 | x ∈ X},

p∗ = π+(p
∗ + α(g(x∗)− y∗)),

y∗ = πY (y
∗ + αp∗).

Чтобы придать экстремальному отображению свойство “быть нерасширяющимся оператором”
в области его определения, разумно его регуляризовать и записать в эквивалентной форме
проксимального оператора; тогда система приобретает вид:

x∗ ∈ Argmin
{

1/2 |x − x∗|2 + α(f(x) + 〈p∗, g(x) − y∗)〉) | x ∈ X
}

,

p∗ = π+(p
∗ + α(g(x∗)− y∗)),

y∗ = πY (y
∗ + αp∗).

(4.1)

Полученная система уравнений относится к системам седлового типа, поэтому для ее решения
естественно использовать седловые подходы. В работах [7; 8] седловые подходы применялись
для решения разного типа задач и назывались экстрапроксимальными методами (cм. также
[9; 10]).

Здесь представляется разумным сопоставить постановку задачи, упомянутой в работе [7], с
рассматриваемой здесь задачей (3.1), (3.2). В указанной работе рассматривается задача вычис-
ления неподвижной точки некоторого отображения множества Y ⊂ R

q в себя. Эта постановка
в неявном виде включена в задачу (3.1), (3.2), поэтому последнюю постановку можно рас-
сматривать как обобщение первой. Содержательная интерпретация у этих задач может быть
разная, но внутренняя логика одна и та же, поэтому методы их решения совпадают.

Что касается различия между прямыми и двойственными методами, то это различие в
первую очередь связано со структурой векторных полей седловых задач. Эти векторные поля
являются полями вращения с центром вращения в седловой точке. Такая структура вектор-
ного поля порождает замкнутые траектории. Чтобы обеспечить движение вычислительного
процесса из произвольной точки к центру вращения, необходимо на каждой итерации “пе-
рескакивать” с одной замкнутой кривой на другую, которая ближе к центру вращения. Это
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приводит к расщеплению итеративного шага на два полушага. В зависимости от того, по ка-
ким переменным (прямым или двойственным) происходит расщепление итеративного шага,
получаем прямой или двойственный методы.

Задача минимизации неявно заданной функции чувствительности при ограничениях пред-
ставляет собой очень эластичную конструкцию, которая легко сочетается с другими задачами,
включая игровые, сетевые задачи, вариационные неравенства, различные экономические рын-
ки, а также динамические управляемые системы. Перечисленные связки дают возможность
строить сложные сети задач, которые в свою очередь позволят создавать сложные математи-
ческие модели для описания сложных равновесных состояний больших прикладных систем.

В настоящей работе рассмотрим два варианта (прямой и двойственный) экстрапроксималь-
ных методов для решения системы (3.5)–(3.7). Первый из них будем называть прямой метод,
а второй — соответственно двойственный метод.

Прямой метод:

ȳn = πY (y
n + αpn),

x̄n ∈ argmin
{

1/2 |x − xn|2 + α(f(x) + 〈pn, g(x)〉) | x ∈ X
}

;

pn+1 = π+(p
n + α(g(x̄n)− ȳn)),

yn+1 = πY (y
n + αpn+1),

xn+1 ∈ argmin
{

1/2 |x − xn|2 + α(f(x) + 〈pn+1, g(x)〉) | x ∈ X
}

.

(4.2)

Поскольку целевые функции процесса (4.2) имеют структуру функции (2.3), то этот процесс
может быть записан в эквивалентной форме:

|x̄n − xn|2 + 2αf(x̄n) + 2α〈pn, g(x̄n)〉

≤ |x− xn|2 + 2αf(x) + 2α〈pn, g(x)〉 − |x− x̄n|2; (4.3)

|xn+1 − xn|2 + 2αf(xn+1) + 2α〈pn+1, g(xn+1)〉

≤ |x− xn|2 + 2αf(x) + 2α〈pn+1, g(x)〉 − |x− xn+1|2. (4.4)

Операторные уравнения процесса (4.3) согласно [5] представим в форме вариационных нера-
венств

〈ȳn − yn − αpn, y − ȳn〉 ≥ 0, y ∈ Y,

〈yn+1 − yn − αpn+1, y − yn+1〉 ≥ 0, (4.5)

〈pn+1 − pn − α(g(x̄n)− ȳn)), p − pn+1〉 ≥ 0, p ≥ 0. (4.6)

Для д о к а з а т е л ь с т в а сходимости рассматриваемого метода понадобится условие
Липшица для векторной функции g(x), которое используем в форме

|g(x+ h)− g(h)| ≤ |g| |h| (4.7)

для всех x+ h ∈ X, h ∈ R
n, где |g| — константа Липшица.

Оценим отклонение векторов x̄n и xn+1 на каждом шаге процесса (4.3), (4.4). С этой целью
положим в неравенствах (4.5) и (4.6) значения x = xn+1 и x = xn соответственно; тогда

|x̄n − xn|2 +2αf(x̄n) + 2α〈pn, g(x̄n)〉 ≤ |xn+1 − xn|2 +2αf(xn+1) + 2α〈pn, g(xn+1)〉 − |xn+1 − x̄n|2,

|xn+1−xn|2+2αf(xn+1)+2α〈pn+1, g(xn+1)〉 ≤ |x̄n−xn|2+2αf(x̄n)+2α〈pn+1, g(x̄n)〉−|x̄n−xn+1|2.

Сложим полученные неравенства:

|x̄n − xn+1|2 ≤ α〈pn+1 − pn, g(x̄n)− g(xn+1〉.
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С учетом (4.7) окончательно получим

|x̄n − xn+1| ≤ α |g| |pn+1 − pn|. (4.8)

Оценим отклонение векторов ȳn и yn+1 на каждом шаге процесса (4.3):

|ȳn − yn+1| ≤ α |pn+1 − pn|.

Сходимость итеративного процесса (4.2) устанавливает следующая теорема.

Теорема 2. Если решение равновесной задачи (3.1), (3.2) существует, функции f(x) и

g(x) — выпуклые, функция g(x) дополнительно подчинена условию Липшица (4.8), X, Y —

выпуклые замкнутые множества, то последовательность pn, xn, yn прямого экстрапрокси-

мального метода (4.2) с параметром α, удовлетворяющим условию 0 < α < 1/
√

2(|g|2 + 1),
сходится монотонно по норме к одному из решений задачи (4.1), т. е. pn, xn, yn → p∗, x∗, y∗

при n → ∞ для всех p0, x0, p0.

Схема д о к а з а т е л ь с т в а метода близка к доказательству, представленному в ра-
боте [7]. Доказательство легко может быть восстановлено читателем, поэтому здесь не приво-
дится.

Наряду с прямым методом, который только что был рассмотрен, для решения системы
задач (3.5)–(3.7) можно использовать двойственный экстрапроксимальный подход [7; 8]. Фор-
мулы этого метода имеют следующий вид.

Двойственный метод:

p̄n = π+(p
n + α(g(xn)− yn));

yn+1 = πY (y
n + αp̄n),

xn+1 ∈ argmin
{

1/2 |x − xn|2 + α(f(x) + 〈p̄n, g(x)〉) | x ∈ X
}

,

pn+1 = π+(p
n + α(g(xn+1)− yn+1)).

(4.9)

Если в исходной задаче (3.1), (3.2) вектор y∗ ∈ Y — константа, т. е. множество Y содержит
одну точку, то итеративные формулы по переменой y отсутствуют. В этом случае получаютя
формулы процесса для решения задачи выпуклого программирования (3.1) или вычисления
седловой точки функции (1.3). Если же, наоборот, задача выпуклого программирования вы-
рождается и отсутствует, то процесс (4.9) содержит формулы только по переменной y и этот
подпроцесс сходится к решению задачи (3.2), т. е. к вычислению граничной точки множества Y ,
которая является опорной для линейного функционала 〈p∗, y〉, y ∈ Y , где p∗ — априори задан-
ный вектор.

Представим процесс (4.9) в форме неравенств:

〈p̄n − pn − α(g(xn)− yn)), p − p̄n〉 ≥ 0, p ≥ 0,

〈yn+1 − yn − αp̄n, y − yn+1〉 ≥ 0,

|xn+1 − xn|2 + 2αf(xn+1) + 2α〈p̄n, g(xn+1)〉

≤ |x− xn|2 + 2αf(x) + 2α〈p̄n, g(x)〉 − |x− xn+1|2, x ∈ X,

〈pn+1 − pn − α(g(xn+1)− yn+1)), p − pn+1〉 ≥ 0, p ≥ 0.

Получим оценки отклонения векторов p̄n и pn+1 друг от друга. Сопоставляя первое и последнее
уравнения из (4.9), имеем |p̄n − pn+1| = α |g(xn)− yn − g(xn+1) + yn+1|.

Относительно сходимости метода (4.9) справедлива теорема.

Теорема 3. Если решение равновесной задачи (3.1), (3.2) существует, функции f(x) и

g(x) выпуклы, функция g(x) подчинена условию Липшица (4.8), X, Y — выпуклые замкнутые

множества, то последовательность pn, xn, yn двойственного экстрапроксимального мето-

да (4.9) с параметром α, удовлетворяющим условию 0 < α < min{1/(2|g|), 1/2}, сходится

монотонно по норме к одному из решений задачи (4.9), т. е. pn, xn, yn → p∗, x∗, y∗ при n → ∞
для всех p0, x0, p0.

Теорема также приводится без доказательства (см. [7]).
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5. Заключение

В работе рассматривалась задача минимизации функции чувствительности на выпуклом
замкнутом множестве. Эта задача, несмотря на свою традиционную постановку, носит ори-
гинальный характер в силу того обстоятельства, что представляет собой систему двух задач
оптимизации. Целевая функция задачи задана неявно, и эта функция как функция чувстви-
тельности позволяет описывать и оценивать изменение оптимального значения целевой функ-
ции при сдвиге ограничений в направлении своего градиента. Кроме того, данная задача часто
является самостоятельной компонентой сложных систем задач оптимизации. Например, в на-
стоящей работе рассматривался случай, когда функция чувствительности явилась результа-
том задачи первого уровня. В свою очередь функция чувствительности, рассматриваемая на
параметрическом множестве, порождает функцию чувствительности второго уровня. Такой
процесс создает связанную систему из конечного числа задач, каждая из которых обуслов-
лена своими функциями чувствительности. Развитие методов решения такого сорта сложных
систем имеет особое значение для приложений, поскольку такие системы описывают равно-
весные состояния реальных сложных объектов.
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