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Для функции ϕ ∈ C1[−h,h], удовлетворяющей условиям ϕ(0) = ϕ′(0) = 0, ϕ(−x) = ϕ(x) (x ∈ [0;h]),
ϕ(x) не убывает на [0;h], для любой функции f : R → R рассматриваются локальные сплайны вида

S(x) = Sϕ(f, x) =
∑

j∈Z

yjBϕ

(

x+
3h

2
− jh

)

(x ∈ R),

где yj = f(jh), m(h) > 0 и

Bϕ(x) = m(h)























ϕ(x), x ∈ [0; h],

2ϕ(h) − ϕ(x− h)− ϕ(2h− x), x ∈ [h; 2h],

ϕ(3h− x), x ∈ [2h; 3h],

0, x 6∈ [0; 3h].

При определенном выборе функции ϕ такие сплайны становятся соответственно параболическими, экс-
поненциальными, тригонометрическими и т. д. В работе изучаются равномерные константы Лебега Lϕ =
‖S‖CC (нормы линейных операторов из C в C) таких сплайнов как функций, зависящих от ϕ и h. В неко-
торых случаях эти величины вычислены точно на оси R и на отрезке числовой прямой (при определенном
выборе из сплайна Sϕ(f, x) граничных условий).
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Let a function ϕ ∈ C1[−h,h] be such that ϕ(0) = ϕ′(0) = 0, ϕ(−x) = ϕ(x) for x ∈ [0; h]), and ϕ(x) is
nondecreasing on [0;h]. For any function f : R → R, we consider local splines of the form

S(x) = Sϕ(f, x) =
∑

j∈Z

yjBϕ

(

x+
3h

2
− jh

)

(x ∈ R),

where yj = f(jh), m(h) > 0, and

Bϕ(x) = m(h)
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0, x 6∈ [0; 3h].

These splines become parabolic, exponential, trigonometric, etc., under the corresponding choice of the function ϕ.
We study the uniform Lebesgue constants Lϕ = ‖S‖CC (the norms of linear operators from C to C) of these
splines as functions depending on ϕ and h. In some cases, the constants are calculated exactly on the axis R and
on a closed interval of the real line (under a certain choice of boundary conditions from the spline Sϕ(f, x)).
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Введение

В современной вычислительной математике регулярно появляются различные обобщения
полиномиальных сплайн-функций. Помимо хорошо известных L-сплайнов (см., например, [1])
отметим истокообразно представимые сплайны [2], функции Рвачева [3], сплайны Леонтьева
[4], функции Квасова [5], ϕ-сплайны Демьяновича [6] и т. д. Автор [7] предложил еще одно
обобщение известной конструкции параболического базисного сплайна с равноотстоящими уз-
лами, построенного на основе только одной функции ϕ ∈ C1[−h, h] (h > 0), а именно: B-сплайн
для фиксированной функции ϕ ∈ C1[−h, h], удовлетворяющей условиям

ϕ(0) = ϕ′(0) = 0, ϕ(−x) = ϕ(x) (x ∈ [0;h]),

на оси R определяется формулой

Bϕ(x) = m(h)





ϕ(x), x ∈ [0;h],

2ϕ(h) − ϕ(x− h)− ϕ(2h− x), x ∈ [h; 2h],

ϕ(3h− x), x ∈ [2h; 3h],

0, x 6∈ [0; 3h].

(0.1)

Здесь m = m(h) > 0 — нормирующий множитель (о его выборе пойдет речь в дальнейшем
изложении). В классическом случае нормализованный (в C) параболический B-сплайн с рав-
номерными узлами 0, h, 2h и 3h (см., например, [8]) получается из этого определения, если
положить

ϕ(x) = x2, m(h) =
1

2h2
.

Из (0.1) и свойств функции ϕ вытекают очевидные свойства сплайна Bϕ(x):

suppBϕ(x) = [0; 3h], Bϕ ∈ C1(R), Bϕ(3h − x) = Bϕ(x) (x ∈ [0; 3h]).

Если дополнительно потребовать, чтобы было выполнено еще одно условие: функция ϕ(x) не
убывает на отрезке [0;h], то график функции Bϕ(x) будет представлять собой симметричную
относительно прямой x = 3h/2 “шапочку” типа параболического B-сплайна с равномерными
узлами.

Для произвольной функции f : R → R положим yj = f(jh) (j ∈ Z). Для функции ϕ
описанного выше типа в [7] изучались локальные сплайны вида

S(x) = Sϕ(x) = Sϕ(f, x) =
∑

j∈Z

yjBϕ

(
x+

3h

2
− jh

)
(x ∈ R). (0.2)

В частности, было доказано: такие сплайны удовлетворяют локально свойству сохранения
знака и свойству сохранения монотонности исходных данных {yj}j∈Z в том смысле, что если

yl−1 ≤ yl ≤ yl+1 (l ∈ Z),

то сплайн S(x) не убывает на отрезке [(l−1/2)h; (l+1/2)h] (l ∈ Z). Известно также (см., напри-
мер, [7], имеющиеся там ссылки и далее замечание 1 к разд. 1), что для некоторых функций ϕ,
удовлетворяющих отмеченным выше свойствам, сплайны вида (0.2) (они, по терминологии
[7;8], реализуют простейшую схему локальной сплайн-аппроксимации) обладают хорошими (в
некоторых случаях наилучшими) аппроксимативными свойствами на соответствующих клас-
сах функций типа соболевских, определяемых функцией ϕ. Аналогичные сплайны в [7] были
построены и на произвольном отрезке числовой прямой с краевыми условиями второго рода.

Приведем некоторые примеры функций ϕ, приводящие соответственно к параболическим,
экспоненциальным, тригонометрическим, эллиптическим и гиперболическим сплайнам на оси R:
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1) ϕ(x) = x2;

2) ϕ(x) = ch βx− 1 (β > 0);

3) ϕ(x) = 1− cosαx (α > 0);

4) ϕ(x) = b− (b/a)
√
a2 − x2 (a, b > 0);

5) ϕ(x) = −b+ (b/a)
√
a2 + x2 (a, b > 0).

Сплайны Sϕ(x) = Sϕ(f, x) задают линейный (неинтерполяционный) метод S : f → Sϕ ап-
проксимации функций f , определенных на оси или на отрезке числовой прямой. Представляет
интерес изучение констант Лебега (норм операторов из C в C) таких сплайнов как функций,
зависящих от ϕ и h. Как известно, величина

Lϕ = ‖Sϕ‖CC = sup
‖f‖C(R)≤1

‖Sϕ(f, ·)‖C(R)

называется константой Лебега линейного оператора S. Она характеризует устойчивость ме-
тода S к возмущению исходных данных {yj}j∈Z.

В настоящей работе для некоторых функций ϕ данная величина вычисляется точно. При
этом изучается вопрос о выборе нормирующего множителя m(h) в определении (0.1).

1. Константы Лебега сплайнов на оси R

Пусть, как обычно, C(R) и C[a, b] — классы непрерывных функций соответственно на
оси R и на отрезке со стандартным определением нормы, AC — класс локально абсолютно
непрерывных функций, L∞(R) и L∞[a, b] — классы существенно ограниченных функций на
оси R и на отрезке с нормами

‖f‖L∞(R) = ess sup
x∈R

|f(x)|, ‖f‖L∞[a,b] = ess sup
x∈[a,b]

|f(x)|.

Пусть функция ϕ ∈ C1[−h;h] (h > 0) удовлетворяет следующим условиям:

1) ϕ(0) = ϕ′(0) = 0,

2) ϕ(−x) = ϕ(x) (x ∈ [0;h]),

3) ϕ(x) не убывает на отрезке [0;h].

(1.1)

Для произвольной функции f : R → R положим yj = f(jh) (j ∈ Z) и рассмотрим сплайн
Sϕ(x) = Sϕ(f, x), определенный при x ∈ R равенствами (0.1) и (0.2).

Теорема 1. Для функции ϕ, удовлетворяющей условиям (1.1), и сплайна Sϕ(x), опреде-

ленного равенствами (0.1) и (0.2), имеет место равенство

Lϕ = ‖Sϕ‖CC = 2ϕ(h)m(h).

Д о к а з а т е л ь с т в о. При x ∈ [(l − 1/2)h; (l + 1/2)h] (l ∈ Z) положим t = x − lh ∈
[−h/2;h/2]. При этом сумма (0.2) содержит конечное число (в точности, три) слагаемых и
записывается в виде

S̃(t) = Sϕ(x) = m(h)
[
yl+1ϕ

(
t+

h

2

)
+ yl

(
2ϕ(h)−ϕ

(
t+

h

2

)
−ϕ

(
t− h

2

))
+ yl−1ϕ

(
t− h

2

)]
. (1.2)

Таким образом, простейшая схема локальной сплайн-аппроксимации (0.2) приводит к трехто-
чечной схеме определения сплайна (сплайн Sϕ на каждом отрезке [(l−1/2)h; (l+1/2)h] (l ∈ Z)
числовой оси зависит только от трех значений yl−1, yl и yl+1 аппроксимируемой функции f).
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Исследуем функцию

g(t) = 2ϕ(h) − ϕ
(
t+

h

2

)
− ϕ

(
t− h

2

)

на отрезке [−h/2;h/2] с учетом свойств (1.1) функции ϕ. Имеем

g(−t) = g(t)
(
t ∈

[
0;

h

2

])
, g

(
− h

2

)
= g

(h
2

)
= ϕ(h) ≥ 0,

g(0) = 2
(
ϕ(h)− ϕ

(h
2

))
≥ 0, g′(t) = −ϕ′

(
t+

h

2

)
− ϕ′

(
t− h

2

)
≤ 0

(
t ∈

[
0;

h

2

])
.

Поэтому

g(t) ≥ 0
(
t ∈

[
− h

2
;
h

2

])
. (1.3)

Из (1.2) и (1.3) для любой функции f : ‖f‖C(R) ≤ 1 выводим оценку сверху для модуля сплай-
на Sϕ(x):

|S̃(t)| = |Sϕ(x)| ≤ m(h)max
l

|yl|
[
ϕ
(
t+

h

2

)
+ 2ϕ(h) + ϕ

(
t− h

2

)

− ϕ
(
t− h

2

)
− ϕ

(
t+

h

2

)]
= 2m(h)

(
max

l
|yl|

)
ϕ(h) ≤ 2m(h)ϕ(h). (1.4)

Полученная оценка сверху для |Sϕ(x)| является точной, поскольку знак равенства достигается
для функции f(x) = 1 (x ∈ R). Из (1.2) и (1.4) следует утверждение теоремы.

З а м е ч а н и е 1. Рассмотрим частные случаи теоремы 1.

1. Пусть ϕ(x) = x2 и m(h) = 1/(2h2). Локальные параболические сплайны, возникающие
в этом случае в формуле (0.2), сохраняют линейные функции [9] и обладают помимо этого
следующими свойствами:

E(W 2
∞)C = sup

f∈W 2
∞

‖f − Sϕ‖C(R) =
h2

8
, Lϕ = ‖Sϕ‖CC = 1. (1.5)

Здесь W 2
∞ = {f : f ′ ∈ AC, ‖f ′′‖L∞(R) ≤ 1} — соболевский класс дважды дифференцируемых

функций. Первое из равенств (1.5) доказано Ю.Н.Субботиным в [9] (см. также [10]), а второе —
автором (оно является частным случаем теоремы 1) в монографии [7].

2. Пусть ϕ(x) = ch βx− 1 (β > 0). Если нормирующий множитель выбрать в виде

m(h) =
(
4 sh2

βh

2
ch

βh

2

)−1
, (1.6)

то простейшая схема локальной экспоненциальной сплайн-аппроксимации (0.2) будет сохра-
нять на всей оси R функции eβx и e−βx (см., например, [11]). Из [10] также следует, что для
класса функций

WL2
∞ = {f : f ′ ∈ AC, ‖L2(D)f‖L∞(R) ≤ 1}

(здесь L2 = L2(D) = D2−β2 — линейный дифференциальный оператор второго порядка) при
таком выборе нормирующего множителя имеет место равенство

E(WL2
∞ )C = sup

f∈W
L2
∞

‖f − Sϕ‖C(R) =
2 sh2

βh

4

β2 ch
βh

2

. (1.7)

При этом из теоремы 1 в качестве частного случая выводим

Lϕ = ‖Sϕ‖CC =
(
ch

βh

2

)−1
.
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3. Пусть ϕ(x) = 1−cosαx (α > 0). Этот случай приводит к локальным тригонометрическим
сплайнам и при выборе нормирующего множителя в виде

m(h) =
(
4 sin2

αh

2
cos

αh

2

)−1 (
0 < h <

π

α

)
(1.8)

ведет к тому, что сплайны вида (0.2) сохраняют на всей оси R функции sinαx и cosαx (см.,
например, [12]). Кроме того, из [11] следует, что для линейного дифференциального оператора
L2 = L2(D) = D2 + α2 и класса функций WL2

∞ имеет место равенство

E(WL2
∞ )C = sup

f∈W
L2
∞

‖f − Sϕ‖C(R) =
2 sin2

αh

4

α2 cos
αh

2

(
0 < h <

π

α

)
. (1.9)

При таком выборе функций ϕ(x) и m(h) из теоремы 1 получаем, что

Lϕ = ‖Sϕ‖CC =
(
cos

αh

2

)−1 (
0 < h <

π

α

)
.

В работах [9–11] отмечено, что для 1-периодических функций f при h = 1/(2n) величины

E(W 2
∞)C , E(WD2−β2

∞ )C , E(WD2+α2

∞ )C (см. (1.5), (1.7), (1.9)) совпадают с поперечниками по

Колмогорову порядка 2n соответствующих классов функций W 2
∞, WD2−β2

∞ и WD2+α2

∞ . Поэтому
можно сделать вывод, что выбор нормирующего множителя во всех этих случаях с точки
зрения аппроксимации оптимален.

4. В случаях ϕ(x) = b−(b/a)
√
a2 − x2 (эллиптические сплайны) и ϕ(x) = −b+(b/a)

√
a2 + x2

(гиперболические сплайны) выбор нормирующего множителя к настоящему времени не ясен.
В первом случае из теоремы 1 имеем

Lϕ = ‖Sϕ‖CC = 2
(
b− b

a

√
a2 − h2

)
m(h) (0 < h < a, b > 0),

а во втором —

Lϕ = ‖Sϕ‖CC = 2
(
− b+

b

a

√
a2 + h2

)
m(h) (a, b > 0).

2. Константы Лебега локальных сплайнов на отрезке

Трехточечная схема (0.2) может быть применена для аппроксимации функций, задан-
ных своими значениями не на всей числовой прямой R, а только на отрезке. Не ограни-
чивая общности, рассмотрим отрезок [0;A], A = nh. Для функции f : [0;A] → R положим
yj = f(jh) (j = 0, n). На отрезках [h/2; 3h/2], [3h/2; 5h/2], . . . , [(n − 3/2)h; (n − 1/2)h] сплайн
Sϕ(x) = Sϕ(f, x) строим по формулам (0.1), (0.2). При этом нетрудно проверить, что

Sϕ(jh) 6= yj (j = 1, n− 1),

т. е. локальный сплайн Sϕ(x) не является интерполяционным. Сплайн Sϕ(x) на крайних от-
резках [0;h/2] и [(n − 1/2)h;A] построен в [7, гл. 5] с учетом следующих равенств:

Sϕ(0) = y0, Sϕ

(h
2
− 0

)
= Sϕ

(h
2
+ 0

)
, S′

ϕ

(h
2
− 0

)
= S′

ϕ

(h
2
+ 0

)
,

Sϕ(A) = yn, Sϕ

((
n− 1

2

)
h−0

)
= Sϕ

((
n− 1

2

)
h+0

)
, S′

ϕ

((
n− 1

2

)
h−0

)
= S′

ϕ

((
n− 1

2

)
h+0

)
.

(2.1)
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На отрезке [0;h/2] он может быть записан в виде

Sϕ(x) = 2m(h)ϕ(h)y0 +
[y0(1− 2m(h)ϕ(h))

ϕ(h/2)
−m(h)(y1 − y0)

]
ϕ
(
x− h

2

)

+m(h)(y1−y0)ϕ
(
x+

h

2

)
= y0

[
2m(h)ϕ(h)+

(1− 2m(h)ϕ(h)

ϕ(h/2)
+m(h)

)
ϕ
(
x− h

2

)
−m(h)ϕ

(
x+

h

2

)]

+ y1m(h)
(
ϕ
(
x+

h

2

)
− ϕ

(
x− h

2

))]
, (2.2)

а на отрезке [(n− 1/2)h;A] — в виде

Sϕ(x) = 2m(h)ϕ(h)yn +
[yn(1− 2m(h)ϕ(h))

ϕ(h/2)
−m(h)(yn−1 − yn)

]
ϕ
(
nh− x− h

2

)

+m(h)(yn−1 − yn)ϕ
(
nh− x+

h

2

)
= yn

[
2m(h)ϕ(h) +

(1− 2m(h)ϕ(h)

ϕ(h/2)
+m(h)

)

×ϕ
(
nh− x− h

2

)
−m(h)ϕ

(
nh− x+

h

2

)]
+ yn−1m(h)

(
ϕ
(
nh− x+

h

2

)
− ϕ

(
nh− x− h

2

)]
. (2.3)

Из равенств (2.2) и (2.3) легко следуют равенства (2.1). Кроме того, нетрудно заметить, что
S′
ϕ ∈ C[0;A] и на крайних отрезках [0;h/2] и [(n − 1/2)h;A] сплайн Sϕ(x) зависит только от

двух значений функции f (в первом случае от y0 и y1, а во втором — от yn−1 и yn). При этом
в точках x = 0 и x = A сплайн Sϕ(x) интерполирует функцию f , поскольку Sϕ(0) = y0 = f(0)
и Sϕ(A) = yn = f(A).

Теорема 2. Пусть функция ϕ удовлетворяет условиям (1.1) и имеет место равенство

2m(h)ϕ(h) = 1. (2.4)

Для сплайна Sϕ(x), определенного формулами (0.1) и (0.2) при x ∈ [h/2; (n − 1/2)h] и фор-

мулами (2.2) и (2.3) на отрезках [0;h/2] и [(n − 1/2)h;A] соответственно, имеет место

равенство

Lϕ = sup
‖f‖C[0;A]≤1

‖Sϕ(f, ·)‖C[0;A] = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f : [0;A] → R такова, что ‖f‖C[0;A] ≤ 1. Неравенство

|Sϕ(x)| ≤ 2ϕ(h)m(h) max
l=1,n−1

|yl| ≤ 1
(
x ∈

[h
2
;
(
n− 1

2

)
h
])

(2.5)

следует из теоремы 1, равенства (2.4) и неравенств |yl| ≤ 1 (l = 1, n − 1). При x ∈ [0;h/2]
равенство (2.2) можно переписать в виде

Sϕ(x) = A0y0 +A1y1, (2.6)

где

A0 =
2ϕ(h) + ϕ(x− h/2) − ϕ(x+ h/2)

2ϕ(h)
, A1 =

ϕ(x+ h/2) − ϕ(x− h/2)

2ϕ(h)
.

В силу свойств функции ϕ(x) при x ∈ [0;h/2] имеем A0 ≥ 0, A1 ≥ 0. Поэтому из (2.6) следует,
что

|Sϕ(x)| ≤ max{|y0|, |y1|} ≤ 1
(
x ∈

[
0;

h

2

])
. (2.7)

Аналогично, используя равенство (2.3), получаем неравенство

|Sϕ(x)| ≤ max{|yn−1|, |yn|} ≤ 1
(
x ∈

[(
n− 1

2

)
h;A

])
. (2.8)
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Неравенства (2.5), (2.7) и (2.8) являются точными в том смысле, что знак равенства в них
реализует функция f(x) = 1 (x ∈ [0;A]). Теорема полностью доказана.

З а м е ч а н и е 2. Прокомментируем выбор нормирующего множителя m(h) в теореме 2
для частных случаев функции ϕ(x), рассмотренных в замечании 1.

1. Для параболических сплайнов (ϕ(x) = x2) имеем

m(h) =
1

2ϕ(h)
=

1

2h2

как в замечании 1, так и в теореме 2. Этот выбор обеспечивает наилучшие аппроксимативные
свойства локальных параболических сплайнов Sϕ(f, x) на классе функций W 2

∞ (см. замеча-
ние 1) и константу Лебега Lϕ, равную 1.

2, 3. Для экспоненциальных (ϕ(x) = ch βx − 1, β > 0) и тригонометрических (ϕ(x) =
1−cosαx, α > 0) сплайнов выбор m(h) в виде (2.4) отличается от (1.6) и (1.8), и, следовательно,
при этом в силу замечания 1 сплайны Sϕ(f, x) не обладают наилучшими аппроксимативными

свойствами на соответствующих классах функций WD2−β2

∞ и WD2+β2

∞ .

4, 5. Для эллиптических (ϕ(x) = b−(b/a)
√
a2 − x2) и гиперболических (ϕ(x) = −b+(b/a)×√

a2 + x2) сплайнов выбор нормирующего множителя в форме (2.4) к настоящему времени
представляется наиболее естественным, поскольку он приводит к константе Лебега Lϕ, равной
1, в то время как пока ничего неизвестно об аппроксимативных свойствах рассматриваемых
сплайнов на каких-либо классах функций, зависящих от ϕ(x).
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