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В работе изучается общая постановка обобщенной задачи коммивояжера (GTSP), в которой требу-
ется построить кратчайший циклический маршрут, посещающий каждый элемент фиксированного раз-
биения множества вершин заданного взвешенного графа (именуемый кластером или мегаполисом) в
единственной вершине. Обобщив классическое понятие пирамидального маршрута и введя в рассмот-
рение квази- и псевдопирамидальные маршруты для задачи GTSP, мы показали, что оптимальный l-
квазипирамидальный и l-псевдопирамидальный маршруты в произвольной постановке задачи на n вер-
шинах и k кластерах могут быть построены за время O(4ln3) и O(2lkl+4n3) соответственно. Как следствие
показано, что задача GTSP принадлежит классу FPT относительно параметризаций, задаваемых такими
типами маршрутов. Кроме того, обоснована полиномиальная разрешимость геометрического подкласса
задачи, известного в литературе как GTSP-GC, произвольная постановка которого стеснена дополнитель-
ным ограничением H ≤ 2 на высоту решетки, определяющей кластеры.
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Введение

Задача коммивояжера (TSP) — классическая задача комбинаторной оптимизации, извест-
ная широким спектром приложений в области исследования операций и привлекающая внима-
ние специалистов в области алгоритмического анализа труднорешаемых задач с начала 60-х
гг. прошлого века (см., например, [12]).

Хорошо известно [18], что задача TSP NP -трудна в сильном смысле как в общем случае,
так и в существенно более специальных постановках, например, на евклидовой плоскости.
Аппроксимируемость задачи TSP, по-видимому, наиболее точно характеризуется следующи-
ми фундаментальными результатами. С одной стороны, поскольку существование полиноми-
ального приближенного алгоритма с точностью O(2n) для общего случая задачи влечет [19]
совпадение классов P и NP , алгоритмы, способные эффективно находить не только точные,
но и приближенные решения с приемлемой точностью для произвольной постановки TSP,

1Исследования поддержаны Российским научным фондом, грант 14-11-00109.
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вряд ли когда-либо будут разработаны. С другой стороны, во многих важных с точки зрения
приложений частных случаях задача коммивояжера обладает существенно лучшей аппрок-
симируемостью. Например, для произвольного метрического пространства разработаны [6]
полиномиальные приближенные алгоритмы фиксированной точности, а для конечномерных
евклидовых пространств — полиномиальные приближенные схемы (PTAS) [3], позволяющие
для произвольного наперед заданного ε > 0 найти приближенное решение задачи с относи-
тельной погрешностью ε за полиномиальное время от длины записи ее условия. Отметим, что
подобными сложностными и аппроксимационными свойствами обладают и некоторые извест-
ные обобщения задачи коммивояжера, например, задача о цикловом покрытии графа (см.,
например, [11; 13]) и задача о нескольких коммивояжерах [2].

Наряду с проектированием приближенных алгоритмов в последние десятилетия внимание
исследователей привлекает алгоритмический анализ постановок задачи TSP и ее обобщений,
множества допустимых маршрутов которых стеснены дополнительными ограничениями, на-
пример, ограничениями предшествования (см., например, [4; 5]). Среди прочих ограничений
сужение допустимого множества до множества так называемых пирамидальных маршрутов
представляется наиболее активно исследуемым (см. обзоры в [12; 20]). Пирамидальным на-
зывается маршрут, согласованный с естественным упорядочением вершин графа, задающего
условие задачи, и имеющий вид v1 = vi1 , vi2 , . . . , vir = vn, vir+1

, . . . , vin , где

vij < vij+1
(1 ≤ j ≤ r − 1), vij > vij+1

(r + 1 ≤ j ≤ n− 1).

Известно, что в классе пирамидальных маршрутов задача коммивояжера может быть реше-
на чрезвычайно эффективно: при произвольной весовой функции пирамидальный маршрут
минимального (или максимального) веса может быть найден [15] за время O(n2), в то время
как для евклидовой постановки известны [9] алгоритмы и с субквадратичной трудоемкостью
O(n log2 n). В работах [8; 17] предложены обобщения понятия пирамидального маршрута, со-
храняющие свойство полиномиальности соответствующих оптимизирующих процедур.

Несмотря на общеизвестность пирамидальных маршрутов, использование их и обобщаю-
щих их конструкций при алгоритмическом анализе задачи коммивояжера затруднено редко-
стью постановок задачи, для которых удается обосновать оптимальность (или субоптималь-
ность) таких маршрутов. Фактически множество известных примеров подобных задач исчер-
пывается постановками, удовлетворяющими классическим достаточным условиям Демиденко
и Ван дер Веена [12], а также условиям, приведенным в работах [8; 16].

В статье исследуется полиномиальная разрешимость подклассов обобщенной задачи ком-
мивояжера (GTSP), состоящей в поиске циклического маршрута минимального веса, посеща-
ющего каждый элемент заданного разбиения множества вершин взвешенного графа в един-
ственной вершине. Известно, что задача GTSP полиномиально разрешима при произвольном
фиксированном числе элементов разбиения [10], однако в случае, когда это число является
частью условия, задача NP -трудна и сохраняет труднорешаемость даже на евклидовой плос-
кости.

Результаты данной статьи условно могут быть разделены на две группы.

1) В разд. 1 нами вводятся понятия l-квазипирамидального и l-псевдопирамидального марш-
рутов, распространяющие классическое понятие пирамидального маршрута на случай обоб-
щенной задачи коммивояжера (GTSP), и показывается, что оптимальные l-квази- и l-псевдо-
пирамидальные маршруты могут быть найдены за полиномиальное время при произвольной
весовой функции и произвольном фиксированном значении параметра l.

2) В разд. 2 нами описывается нетривиальный полиномиально разрешимый геометриче-
ский подкласс задачи GTSP и показывается, что для найденного конкретного значения l произ-
вольная частная задача, представитель рассматриваемого подкласса, обладает оптимальным
l-квазипирамидальным маршрутом.
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1. Квази- и псевдопирамидальные маршруты

В данном разделе мы распространим понятие пирамидального маршрута на случай обоб-
щенной задачи коммивояжера (GTSP). Постановка задачи GTSP задается полным реберно-
взвешенным графом G = (V,E,w) с неотрицательнозначной весовой функцией w : E → R+ и
разбиением V1∪ . . .∪Vk = V множества вершин V = V (G) графа G на кластеры (мегаполисы).
Допустимыми решениями задачи являются циклические маршруты vi1 , . . . , vik , посещающие
произвольный кластер Vi в единственной вершине. Договоримся в дальнейшем называть такие
решения кластеризованными маршрутами коммивояжера или сокращенно k-маршрутами.
Цель в задаче GTSP состоит в поиске k-маршрута минимального веса2.

Как отмечалось выше, пирамидальные маршруты согласованы с линейным порядком на
множестве вершин графа. В данном разделе мы обобщим это понятие на случай частичных
порядков, порождаемых упорядочениями кластеров. В самом деле, линейно упорядоченное
множество кластеров (V1, . . . , Vk) индуцирует естественный частичный порядок на множестве
вершин графа G: для произвольных вершин u ∈ Vi и v ∈ Vj u ≺ v, если i < j.

О п р е д е л е н и е. k-маршрут τ вида v1, vi1 , . . . , vir , vk, vjk−r−2
, . . . , vj1 , в котором vt ∈ Vt

для каждого t ∈ {1, . . . , k}, называется l-квазипирамидальным маршрутом, если неравенства
ip − iq ≤ l и jp′ − jq′ ≤ l справедливы для произвольных 1 ≤ p < q ≤ r и 1 ≤ p′ < q′ ≤ k− r− 2.

Следующая теорема обобщает результат, полученный в [17] для случая классической за-
дачи коммивояжера.

Теорема 1. Оптимальный l-квазипирамидальный маршрут для постановки задачи GTSP
с произвольной весовой функцией w : E → R+ может быть найден за время O(4ln3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Задавшись произвольной постановкой задачи GTSP, опишем
процедуру поиска l-квазипирамидального маршрута минимальной стоимости. Для натураль-
ных чисел i > j договоримся использовать сокращенные обозначения [j, i], [j, i) и (j, i) для
подмножеств {j, . . . , i} ∩ N, {j, . . . , i − 1} ∩ N и {j + 1, . . . , i − 1} ∩ N соответственно. Для про-
извольных вершин u ∈ Vi и v ∈ Vj , 1 ≤ i 6= j ≤ k, и подмножества S, удовлетворяющего
соотношению

(S ⊂ [i− l, i) \ {1, j}) ∨ (S ⊂ [j − l, j) \ {1, i}),

обозначим через g(u, S, v) вес кратчайшего (|S| + 1)-реберного пути из u в v, посещающего
каждый из кластеров {Vt : t ∈ S} (рис. 1). Значения функции g легко могут быть вычислены
рекурсивно, поскольку g(u,∅, v) = w({u, v}) и

g(u, S, v) =







min
m∈S

min
v′∈Vm

{g(u, S \ {m}, v′) +w({v′, v})}, если S ⊆ [j − l, j) \ {1, i},

min
m∈S

min
v′∈Vm

{w({u, v′}) + g(v′, S \ {m}, v)}, если S ⊆ [i− l, i) \ {1, j}.
(1)

Далее, для произвольных 1 ≤ j < i ≤ k и подмножества T ⊆ [i − l, i) ∪ [j − l, j) \ {1, i, j}
через f(u, v, T ) обозначим вес кратчайшего пути P из u ∈ Vi в v ∈ Vj , посещающего каждый
кластер Vp, p ∈ [1, i) \ T , в единственной вершине и имеющего вид

u = vi0 , vi1 , . . . , vir = v̄ = vj0 , vj1 , . . . , vjs = v,

причем v̄ ∈ V1, индексы i0, . . . , ir, j1, . . . , js попарно различны, it < i и jt′ < j для каждого
1 ≤ t ≤ r и 0 ≤ t′ ≤ s− 1 соответственно, и

iq − ip ≤ l (0 < p < q ≤ r), jp′ − jq′ ≤ l (0 ≤ p′ < q′ < s).

2Для простоты мы ограничимся случаем неориентированных графов, однако проведенные рассуж-
дения легко могут быть обобщены на случай ориентированных графов и несимметричных весовых
функций.
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u

Vt1 Vt2
Vt|S|

v

Рис. 1. u-v-путь, посещающий кластеры Vtj , tj ∈ S.

Как и в случае с функцией g, значения введенной выше функции f могут быть вычислены
рекурсивно. Базу рекурсии составляют значения f(u, v, (1, t)) = w({u, v}), вычисляемые непо-
средственно для произвольной пары вершин u ∈ Vt и v ∈ V1, 2 ≤ t ≤ l+2. Остальные значения
f(u, v, T ) для произвольных u ∈ Vi, v ∈ Vj и T ⊂ [i− l, i) ∪ [j − l, j) \ {1, i, j}, необходимые для
дальнейших построений, могут быть вычислены в порядке возрастания i и j < i следующим
образом.

Пусть m = max{p : p ∈ [1, i) ∪ [1, j) \ T} — наибольший номер промежуточного кластера,
посещаемого маршрутом из u в v. В случае m > j значение f(u, v, T ) может быть вычислено
по формуле

f(u, v, T ) = min
S⊆[m−l,m)\(T∪{1,j})

min
u′∈Vm

{g(u, S, u′) + f(u′, v, T ∪ S)}, (2)

в случае m < j — по формуле

f(u, v, T )=min







min
S⊆[m−l,m)\(T∪{1})

min
u′∈Vm

{g(u, S, u′)+f(u′, v, T ∪ S)}, если m ∈ {i1, ..., ir−1},

min
S⊆[m−l,m)\(T∪{1})

min
u′∈Vm

{f(u, u′, T ∪ S)+g(u′, S, v)}, в противном случае.
(3)

На завершающем этапе вычисляются значения f(u, v, T ) для произвольных вершин u ∈ Vk

и v ∈ Vk−1 и произвольного подмножества T ⊆ [k − l − 1, k − 1) \ {1}.

Нетрудно убедиться в том, что вес оптимального l-квазипирамидального маршрута (см.
рис. 2) определяется соотношением

min
T⊆[k−l−1,k−1)\{1}

min
u∈Vk

min
v∈Vk−1

{f(u, v, T ) + g(v, T, u)}.

V1

v

u

Vk

v

Vk−1

T

Рис. 2. Построение l-квазипирамидального маршрута минимальной стоимости.
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Оценим трудоемкость описанного выше алгоритма. Необходимые для построения опти-
мального l-квазипирамидального маршрута значения g(v, S, u) могут быть вычислены по фор-
муле (1) за время O(2ln3). Временная сложность вычисления базовых значений f(u, v, (1, t))
рекурсивной процедуры определения функции f не превышает O(n2). Далее, для произволь-
ных фиксированных u, v и T трудоемкость вычислений по формулам (2) и (3) не превышает
O(2ln), число вызовов которых ограничено сверху величиной O(2ln2). Следовательно, суммар-
ная временная сложность алгоритма не превышает O(4ln3).

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 1. Суммарный объем памяти, используемой описанным в доказательстве
теоремы 1 алгоритмом, совпадает по порядку величины с размером хеш-таблиц f и g и со-
ставляет O(2ln2).

З а м е ч а н и е 2. Обобщенная задача коммивояжера с неотрицательной симметричной
матрицей весов принадлежит классу FPT — параметрических задач, эффективно разрешимых
при произвольном фиксированном значении параметра [7].

О п р е д е л е н и е. k-маршрут τ вида v1, vi1 , . . . , vir , vk, vjk−r−2
, . . . , vj1 , в котором vt ∈

Vt для каждого t ∈ [1, k], называется l-псевдопирамидальным маршрутом, если неравенства
ip − ip+1 ≤ l и jp′ − jp′+1 ≤ l справедливы для произвольных 1 ≤ p < r и 1 ≤ p′ < k − r − 2.

Очевидно, произвольный l-квазипирамидальный маршрут является также и l-псевдопи-
рамидальным. Покажем, что поиск оптимального l-псевдопирамидального маршрута может
быть организован с помощью эффективной процедуры.

Теорема 2. Для произвольной постановки задачи GTSP, задаваемой взвешенным графом
G = (V,E,w) и разбиением V1, . . . , Vk, l-псевдопирамидальный маршрут минимального (мак-
симального) веса может быть найден за время O(2lkl+4n3).

Д о к а з а т е л ь с т в о состоит из двух стадий. На первой стадии мы строим перечис-
ление элементов множества Θl всевозможных l-псевдопирамидальных маршрутов вспомога-
тельного полного графа кластеров H = Kk на множестве вершин {1, . . . , k}. Затем на второй
стадии для каждого маршрута θ = (1, i1, . . . , ik−1) ∈ Θl и произвольной вершины u ∈ V1 стро-
ится кратчайший u-u-маршрут ρ(θ, u) в подходящем вспомогательном (k + 1)-дольном графе
Hθ,u, имеющем следующую структуру (рис. 3).

Доли π0 и πk графа Hθ,u состоят из единственной вершины u ∈ V1, в то время как для
каждого j ∈ [1, k) доля πj совпадает с кластером Vij исходного графа G, т.е. πj = Vij . Произ-
вольный подграф графа Hθ,u, индуцированный двумя соседними долями πj и πj+1, является
полным двудольным графом. Граф Hθ,u предполагается взвешенным, каждое его ребро насле-
дует вес соответствующего ребра графа G.

По построению произвольный u-u-маршрут графа Hθ,u эквивалентен равному ему по весу
подходящему l-квазипирамидальному k-маршруту в графе G (и наоборот). В частности, l-
квазипирамидальный маршрут минимальной стоимости в графе G соответствует кратчайшему

uu

π0

π1 π2 πk−1

πk

Рис. 3. Вспомогательный граф Hθ,u индуцированный маршрутом θ = {1, i1, . . . , ik−1} и верши-
ной u ∈ V1.
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пути ρ(θ∗, u∗) в графе Hθ∗,u∗, удовлетворяющему соотношению

w(ρ(θ∗, u∗)) = min{w(ρ(θ, u)) : θ ∈ Θl, u ∈ V1}.

Трудоемкость обеих стадий, очевидно, не превосходит произведения трудоемкости T (Θl) пе-
речисления всевозможных l-псевдопирамидальных маршрутов графа H (построения множе-
ства Θl), мощности кластера V1 и временной сложности O(k · n2) поиска кратчайшего u-
u-пути в графе H(θ, u). Поскольку без ограничения общности всегда можно полагать, что
|V1| = min{|Vi| : i ∈ [1, k]} ≤ n/k, суммарная трудоемкость построения l-псевдопирамидального
маршрута минимального веса составляет T (Θl) ·O(n3).

Для построения множества Θl воспользуемся подходом, развивающим подход, предложен-
ный в работе [17]. Введем в рассмотрение множества Θ+

l и Θ−
l частичных (возможно, замкну-

тых) простых путей в графе H. Каждый элемент множества Θ+
l — путь θ+ = (i1, . . . , ic),

удовлетворяющий условию ip − ip+1 ≤ l при каждом p ∈ [1, c). Аналогично для произвольного
θ− = (j1, . . . , jd) ∈ Θ−

l соотношение jq+1 − jq ≤ l выполнено при каждом q ∈ [1, d). Текущее со-
стояние описываемой ниже рекурсивной процедуры характеризуется упорядоченной тройкой
(i, S, E), состоящей из следующих компонент. Число i ∈ [1, k − 1] определяет глубину рекур-
сии. Множество S = {p1, . . . , pm} состоит из пар (i, j) ∈ [1, k]2, помеченных знаками + и −,
удовлетворяющих условиям:

1) p1 = (1, s)+ и p2 = (t, 1)− для некоторого подмножества {s, t} ⊂ [1, k];

2) произвольной паре pa = (ia, ja)
+ ∈ S (pa = (ia, ja)

− ∈ S) соответствует частичный
(ia, ja)-путь θa ∈ Θ+

l (θa ∈ Θ−
l ), так что все пути θ1, . . . , θm за исключением θ1 и θ2, пересека-

ющихся в вершине 1, не имеют общих вершин.

Множество E , последняя компонента состояния (i, S, E), содержит ребра строящегося ис-
комого l-псевдопирамидального маршрута.

Введем обозначение Q =
⋃
{

{ia, ja} : pa ∈ S
}

. Рекурсивная процедура начинается с рас-
смотрения следующего множества начальных состояний

{

(k − 1, {(1, s)+, (t, 1)−}, {(s, k), (k, t)}) : {s, t} ⊂ [1, k)
}

.

На каждом шаге рекурсии возможна одна из перечисленных ниже альтернатив.

Case 1. Множество S текущего состояния содержит пару p = (i, i)+ или p = (i, i)−. В этом
случае производим рекурсивный переход в состояние (i− 1, S \ {p}, E).

Case 2. Множество S содержит пару pa = (i, j)+. Тогда в пути θa ∈ Θ+
l вершина i обладает

некоторым последователем t ∈ [i − l, i − 1]. Для произвольного t ∈ [i − l, i − 1] \ (Q \ {j})
производим рекурсивный переход в состояние (i− 1, S ∪ {(t, j)+} \ {pa}, E ∪ {(i, t)}).

Case 3. Множество S содержит пару pa = (i, j)−. Поскольку в этом случае путь θa ∈ Θ−
l

с необходимостью содержит некоторого последователя t ∈ [1, i − 1] вершины i, для каждого
t ∈ [1, i − 1] \ (Q \ {j}) производим рекурсивный вызов с переходом в состояние (i − 1, S ∪
{(t, j)−} \ {pa}, E ∪ {(i, t)}).

Case 4 и 5. Варианты, в которых множество S содержит пару (j, i)+ или (j, i)− могут быть
рассмотрены по аналогии с Case 3 и Case 2 соответственно.

Case 6. В этом случае вершина i не принадлежит множеству Q и может выступать в качестве
промежуточной вершины пути θa, соответствующего произвольной паре pa ∈ S. Следователь-
но, каждой паре pa ∈ S нам потребуется сопоставить серию рекурсивных вызовов. Допустим,
пара pa = (ia, ja)

+. Обозначив через s и t предшественника и последователя вершины i в
маршруте θa, совершаем рекурсивный переход в состояние (i − 1, S ∪ {(ia, s)

+, (t, ja)
+}, E ∪

{(s, i), (i, t)}) для произвольного {s, t} ⊂ ([1, i − 1] \ (Q \ {ia})× ([i− l, i− 1] \ (Q \ {ja})). Ана-
логично, паре pa = (ia, ja)

− сопоставим серию рекурсивных переходов в состояния (i − 1, S ∪
{(ia, s)

−, (t, ja)
−}, E ∪ {(s, i), (i, t)}) для произвольного {s, t} ⊂ ([i− l, i− 1] \ (Q \ {ia})× ([1, i−

1] \ (Q \ {ja})).
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Всякое состояние (1, S, E), в котором с необходимостью S = {(1, 1)+, (1, 1)−}, является
финальным. Компонента E содержит ребра очередного l-квазипирамидального маршрута в
графе H, который, очевидно, может быть восстановлен за время O(k).

Временная сложность описанной выше рекурсивной процедуры совпадает с трудоемкостью
O(2lkl+3) процедуры, предложенной в доказательстве теоремы 3.7 работы [17], общая трудоем-
кость построения оптимального l-квазипирамидального маршрута составляет T (Θl) ·O(n3) =
O(2lkl+3) ·O(k) ·O(n3) = O(2lkl+4n3).

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 3. Как следует из теоремы 2, задача GTSP обладает FPT-алгоритмом от-
носительно параметров k и l. Кроме того, поскольку O(2l(log n)l+4n3) не превосходит
2O(l3) · O(n4), при k = O(log n) задача принадлежит классу FPT относительно параметри-
зации, определяемой l-псевдопирамидальными маршрутами.

2. Полиномиально разрешимый подкласс

В этом разделе мы опишем полиномиально разрешимый подкласс геометрического част-
ного случая задачи GTSP, известного под названием обобщенной задачи коммивояжера на
сеточных кластерах (GTSP-GC). Постановка задачи GTSP-GC задается полным взвешенным
графом G = (V,E,w), вершины которого являются точками на плоскости, а кластеры зада-
ются неявно ячейками прямоугольной целочисленной решетки так, что кластером является
подмножество вершин, принадлежащих одной 1 × 1-ячейке3. Весовая функция индуцируется
произвольной метрикой, заданной на множестве V .

Известно [1], что задача GTSP-GC NP -трудна в сильном смысле, обладает полиномиаль-
ными приближенными алгоритмами с фиксированной точностью. Кроме того, известно [14],
что в случае, когда число k кластеров (непустых ячеек решетки) связано с числом вершин
графа n одним из соотношений k = O(log n) или k = n−O(log n), задача обладает полиноми-
альными приближенными схемами (PTAS).

Для простоты изложения дальнейшие рассуждения мы проведем для евклидовой метрики,
хотя аналогичные результаты легко могут быть получены и для некоторых других метрик,
например, для метрики l1.

Пусть далее H и W обозначают высоту и ширину (число строк и колонок) заданной ре-
шетки соответственно. Рассмотрим специальный случай задачи GTSP-GC, в котором один из
параметров, например, H, не превосходит 2 (в то время как W может принимать произволь-
ные значения). Назовем эту задачу GTSP-GC(H2) и покажем, что произвольная постановка
такой задачи обладает l-квазипирамидальным маршрутом для некоторого l, не зависящего от
числа вершин n и числа кластеров k. Тем самым, в силу теоремы 1 нами будет обоснована
полиномиальная разрешимость задачи GTSP-GC(H2).

Наши рассуждения основаны на следующей процедуре преобразования маршрута, назван-
ной нами распрямляющей. По существу данная процедура близка к известным эвристикам
локального поиска. Для ее описания пронумеруем столбцы решетки натуральными числами
1, 2, . . . ,W слева направо. Зададимся произвольным k-маршрутом τ . Сопоставив каждой его
вершине vi номер ci содержащего ее столбца, получим последовательность σ номеров столбцов,
перечисленных в порядке их посещения маршрутом τ . Без ограничения общности полагаем,
что σ имеет вид 1 = c1, c2, . . . , cr = W, cr+1, . . . , cs = 1 для некоторых подходящих чисел r и s.

Пусть для некоторого числа t, значение которого мы зададим позже, найдутся индексы

1 ≤ p < q < r, такие, что cp − cq ≥ t− 1, или (4)

r + 1 ≤ p′ < q′ ≤ s, такие, что cq′ − cp′ ≥ t− 1. (5)

3Вершины, лежащие на границах ячеек, произвольным образом относятся к одному из прилегающих
кластеров.
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t

2

cq cq + 1 cp ≥ cq + t− 1

(a) Фрагмент маршрута τ , содержа-
щий t-зигзаг.

2

1

0

m2

m1

(b) Замещение t-зигзага фрагментом специаль-
ного вида.

Рис. 4. Распрямляющая процедура.

В этом случае мы будем говорить, что маршрут τ содержит t-зигзаг (рис. 4a). Приведенный
ниже алгоритм исключает из маршрута τ все t-зигзаги, замещая фрагмент маршрута, находя-
щийся в соответствующих столбцах решетки, фрагментами специального вида (см. рис. 4b).

А л г о р и т м. Распрямляющая процедура

Внешний параметр: t.
Input: постановка задачи GTSP-GC(H2) и k-маршрут τ .
Output: k-маршрут τ ′, не содержащий t-зигзагов.

1: инициализируем τ ′ := τ .
2: while τ ′ содержит t-зигзаг do

3: пусть справедливо соотношение (4), случай соотношения (5) может быть рассмотрен по аналогии,
кроме того, пусть t′ ≥ t, такое что выполняется равенство cp = cq + t′ − 1;

4: через C обозначим множество столбцов решетки с номерами cq, . . . , cp (см. рис. 4a);
5: через Y = (y1, . . . , ym), где m ≤ 2t′ + 4, обозначим последовательность ординат вершин, посе-

щенных маршрутом τ в столбцах из множества C, дополненную ординатами точек пересечения
левой и правой границ соответствующего подмножества столбцов;

6: построим 2-medians кластеризацию для выборки Y , обозначив через m1 и m2 найденные меди-
аны;

7: заменим фрагменты маршрута τ ′, лежащие в столбцах из C, горизонтальными линиями с орди-
натами m1 и m2, связав их с вершинами, перечисленными на шаге 5, прямолинейными отрезками
(рис. 4b)

8: end while

9: ответом является маршрут τ ′.

Для определения значения t заметим, что вес исключаемых на каждой итерации алгоритма
фрагментов допускает очевидную нижнюю оценку t′ + 2(t′ − 1) + t′ − 2 = 4t′ − 4. В то же
время, вес добавляемых (на шаге 7) фрагментов не превосходит 2t′+2F (Y, [0, 2]), где F (Y, S) —
оптимальное значение целевой функции задачи 2-medians для выборки Y , распределенной на
отрезке S. Верхняя оценка для F (Y, S) следует из приведенной ниже леммы.

Лемма. Для произвольной выборки p1, . . . , pn из отрезка [0, 1] найдутся точки m1, m2 ∈
[0, 1], для которых

n
∑

i=1

min{|pi −m1|, |pi −m2|} ≤ n/6. (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, рассмотрим следующую антагонистическую игру
двух игроков с нулевой суммой. Стратегиями первого игрока являются n-элементные выборки
ξ = (p1, . . . , pn) из отрезка [0, 1]. Множество стратегий второго игрока состоит из всевозможных
разбиений множества {1, . . . , n} на два подмножества C1 и C2. Без ограничения общности,
полагаем, что p1 ≤ . . . ≤ pn и для произвольных i1 ∈ C1 и i2 ∈ C2 справедливо i1 < i2.
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Платежная функция

F (ξ, (C1, C2)) =
∑

i∈C1

|pi −m1|+
∑

i∈C2

|pi −m2| =
n
∑

i=1

min{|pi −m1|, |pi −m2|},

где m1 и m2 — медианы подвыборок ξ1 = (pi : i ∈ C1) и ξ2 = (pi : i ∈ C2) соответственно.
Нетрудно убедиться в том, что описанная выше игра не имеет цены. Для завершения

доказательства леммы достаточно оценить сверху нижнюю цену игры

v∗ = sup
ξ

inf
C1,C2

F (ξ, (C1, C2)). (7)

Учитывая, что соотношение

ν
∑

i=1

|pi −m| =



















2k
∑

i=k+1

pi −
k
∑

i=1
pi, если ν = 2k,

2k+1
∑

i=k+2

pi −
k
∑

i=1
pi, если ν = 2k + 1,

справедливо для произвольного ν ∈ N, выборки p1, . . . , pν и ее медианы m, убеждаемся, что
v∗ является оптимальным значением подходящей задачи линейного программирования

v∗ = max u

|C1|
∑

i=⌈|C1|/2⌉+1

pi −
⌊|C1|/2⌋
∑

i=1
pi +

|C2|
∑

i=⌈|C2|/2⌉+1

p|C1|+i −
⌊|C2|/2⌋
∑

i=1
p|C1|+i ≥ u (C1 ∪ C2 = [1, n]),

0 ≤ p1 ≤ . . . ≤ pn ≤ 1.

Применяя, например, метод последовательного исключения неизвестных, нетрудно показать,
что v∗ ≤ n/6, что завершает доказательство леммы, поскольку внутренний inf в соотноше-
нии (7) достижим при произвольной выборке ξ.

З а м е ч а н и е 4. Для произвольного n > 2 оценка (6) является достижимой.

Возвращаясь к обсуждению алгоритма, из леммы и по построению последовательности Y
получаем F (Y, [0, 2]) ≤ 2(1/6)(2t′+4). Следовательно, шаг 7 произвольной итерации алгоритма
не увеличивает стоимость маршрута τ ′ при условии 2t′+2F (Y, [0, 2]) ≤ 2t′+4t′/3+8/3 ≤ 4t′−4,
справедливом при t′ ≥ 10.

Пусть далее ячейки решетки, задающей условие задачи (следовательно, и порождаемые
ей кластеры) пронумерованы, как на рис. 5. По доказанному выше для t′ ≥ 10 произвольному
k-маршруту алгоритм сопоставляет 20-квазипирамидальный маршрут, не превосходящий его
по весу.

Таким образом, нами доказана следующая теорема.

Теорема 3. Произвольная постановка задачи GTSP-GC(H2) обладает оптимальным
20-квазипирамидальным маршрутом.

В качестве непосредственного следствия из теорем 1 и 3 получаем окончательный резуль-
тат: оптимальное решение произвольной постановки задачи GTSP-GC(H2) может быть най-
дено за время O(n3).

1 3 5 k − 1

2 4 6 k

Рис. 5. Нумерация кластеров.
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Заключение

В данной статье классическое понятие пирамидального маршрута распространено на слу-
чай графов с частично упорядоченными множествами вершин специального типа, в которых
порядок индуцируется линейным порядком, задаваемым на множестве кластеров, что соответ-
ствует постановкам обобщенной задачи коммивояжера (GTSP). Нами показано, что при про-
извольной весовой функции оптимальные l-квази- и l-псевдопирамидальные маршруты могут
быть найдены за время O(4ln3) и O(2lkl+4n3) соответственно при произвольном фиксирован-
ном значении l. Кроме того, нами описан нетривиальный подкласс задачи GTSP такой, что
оптимум всякой относящейся к нему постановки достигается именно на l-квазипирамидальном
маршруте при l = 20, т. е. может быть найден за полиномиальное время. Данный подкласс яв-
ляется геометрическим и соответствует задаче GTSP-GC с решеткой, число строк которой не
превосходит двух.

Возвращаясь к описанию сложностного статуса задачи GTSP-GC, открытым остается во-
прос о полиномиальной разрешимости подкласса задачи GTSP-GC(Hh), определяемого решет-
ками произвольной фиксированной высоты h.
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