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РАВНОМЕРНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ КРИВИЗНЫ ГЛАДКИХ ПЛОСКИХ

КРИВЫХ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ЧАСТНЫХ СУММ РЯДА ФУРЬЕ1

Ю.Н. Субботин, Н. И.Черных

В статье получена оценка сверху погрешности аппроксимации кривизны графиков периодических
функций класса W r при r ≥ 3 в равномерной метрике с помощью простейшего аппарата приближения
гладких периодических функций — частных сумм их тригонометрических рядов Фурье. Задача в мате-
матическом плане интересна тем, что кривизна графика функций является специфичным нелинейным
оператором на классе гладких функций W r на периоде (и отрезке) при r ≥ 2. Ранее было опубликовано
несколько работ об аппроксимации кривизны плоских кривых в среднеквадратичной и чебышевской мет-
риках. В качестве аппарата приближения в предшествовавших работах использовались частные суммы
тригонометрических рядов (в L2-норме), интерполяционные сплайны с равномерными узлами, средние
Фейера частных сумм тригонометрических рядов и интерполяционно-ортогональные всплески на базе
всплесков Мейера (в C∞-норме). Методику настоящей работы, отраженную в лемме, вероятно, можно
распространить на Lp-метрику и другие методы аппроксимации.
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N. I. Chernykh, Yu. N. Subbotin. Uniform approximation of the curvature of smooth planar

curves with the use of partial sums of Fourier series.

An error bound for the approximation of the curvature of graphs of periodic functions from the class W r for
r ≥ 3 in the uniform metric is obtained with the use of the simplest approximation technique for smooth periodic
functions, which is approximation by partial sums of their trigonometric Fourier series. From the mathematical
point of view, the interest in this problem is connected with the specific nonlinearity of the graph curvature
operator on the class of smooth functions W r on a period or a closed interval for r ≥ 2. There are several papers
on curvature approximation for planar curves in the mean-square and Chebyshev norms. In previous works, the
approximation was performed by partial sums of trigonometric series (in the L2 norm), interpolation splines
with uniform knots, Fejér means of partial sums of trigonometric series, and orthogonal interpolating wavelets
based on Meyer wavelets (in the C∞ norm). The technique of this paper, based on the lemma, can possibly be
generalized to the Lp metric and other approximation methods.
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В работе [1] изучалась аппроксимация кривизны гладких плоских кривых в среднеквадра-
тической метрике L2[0, 2π]. В настоящей работе, как и в ряде более ранних работ (см., напри-
мер, [2] и цитированные там работы, а также работу 2016 года, опубликованную в настоящем
журнале), подобная проблема рассматривается в равномерной метрике.

Далее W r (r ∈ N, r ≥ 3, N — множество натуральных чисел) — класс 2π-периодических
функций y = f(x), удовлетворяющих условиям: всюду на R = (−∞,∞) существуют производ-
ные

y(s) = y(s)(x) =
dsf(x)

dxs
(s = 1, . . . , r − 1), причем

∣∣y(r−1)(x)− y(r−1)(t)
∣∣ ≤ |x− t| (1)

для любых x, t, принадлежащих R, r ≥ 3. В статье предлагается аппроксимировать в равно-
мерной норме кривизну таких кривых кривизной графиков частных сумм их тригонометри-
ческих рядов Фурье. При этом будут использованы результаты И.Г.Соколова [3] об оценках
соответствующего остаточного члена при аппроксимации частными суммами ряда Фурье в
равномерной норме дифференцируемой функции f(x) из класса (1). А именно если функция

1Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-11-00702).



254 Ю.Н.Субботин, Н.И.Черных

y ∈ W r (r ≥ 3) и Sn(y, x) — частная сумма порядка n ее ряда Фурье, то y(s) ∈ W r−s (s =

1, 2), S
(s)
n (y, x) — частная сумма порядка n ряда Фурье производной y(s)(x) и из результатов

И. Г.Соколова следует, что

∥∥ys(x)− S(s)
n (y, x)

∥∥
C[0,2π]

≤ 4

π2
· lnn

nr−s
+

7

nr−s
(s = 1, 2, r ∈ N, r ≥ 3). (2)

Отметим, что у И. Г.Соколова [3] в формулировке результата вместо числа 7 в (2) стоит
O(1), как величина, не зависящая от n и r, но в конце статьи, в зависимости от трех раз-
личных возможных вариантов, выписаны явные значения величины O(1) и во всех случаях
выписываемые положительные константы не больше 7.

Итак, кривизну

K(y;x) =
y′′(x)

[1 + (y′(x))2]3/2
(3)

кривой — графика функции y(x) ∈ W r (r ≥ 3) — аппроксимируем кривизной графиков част-
ных сумм Sn(y, x) ряда Фурье y(x), т. е. кривизной

K(Sn;x) =
S′′
n(y, x)

[1 + (S′
n(y;x))

2]3/2
. (4)

Вначале рассмотрим функцию

K̃(u, v) =
u

(1 + v2)3/2
(5)

двух вещественных переменных u, v и оценим приращение ∆K̃(u, v) этой функции при замене
(u, v) на (u+∆u, v +∆v). Имеем

∆K̃(u, v) =
u+∆u

(1 + (v +∆v)2)3/2
− u

(1 + v2)3/2
=

∆u

(1 + (v +∆v)2)3/2
+ u

(
∆

1

(1 + v2)3/2

)
, (6)

где ∆(1 + v2)−3/2 = (1 + (v +∆v)−3/2 − (1 + v2)−3/2). По теореме Лагранжа имеем

∆
(
(1+v2)−3/2

)
= (∆v)

d

dξ
(1+ξ2)−3/2

∣∣∣
ξ=v+θ∆v

= −3(1+(v+θ∆v)2)−5/2(v+θ∆v)∆v (0 < θ < 1),

откуда получаем неравенство

∣∣∆
(
(1 + v2)−3/2

)∣∣ ≤ 3|∆v|max
ξ≥0

λ(ξ), (7)

где λ(ξ) = ξ(1 + ξ2)−5/2. Имеем

λ′(ξ) = (1 + ξ2)−5/2(1− 5ξ2(1 + ξ2)−1) = (1 + ξ2)−7/2(1− 4ξ2).

Так как λ(ξ) = 0 при ξ = 0 и ξ = +∞, то |λ(ξ)| достигает своего максимума на R в точке
ξ = 1/2, где λ′(1/2) = 0. Таким образом,

3max
ξ≥0

λ(ξ) =
3

2
· 1
(
1 +

1

4

)5/2
=

48

25
√
5
=

48
√
5

125
. (8)

Результатом объединения оценок (6)–(8) является следующая лемма об оценке изменения
функции (5) при изменении ее аргументов. При этом учтено, что знаменатель в первом сла-
гаемом равенства (6) не меньше 1.
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Лемма. При любых вещественных u, u1, v, v1 справедливо неравенство

|K̃(u, v) − K̃(u1, v1)| ≤ |u− u1|+
48
√
5

125
|u| · |v − v1|. (9)

Из определений (3)–(5) функций K(y;x), K(Sn;x) и K̃(u, v) следует, что

K(y;x) = K̃(y′′(x), y′(x)), K(Sn;x) = K̃(Sn(y
′′;x), Sn(y

′;x)).

Введем обозначение G = (48
√
5)/125 ≈ 0.859. Полагая в неравенстве (9) леммы u =

y′′(x), u1 = S′′
n(y;x), v = y′(x), v1 = s′n(y;x), получаем следующее утверждение о поточечной

аппроксимации кривизны 2π-периодической кривой (графика функции y = y(x)) кривизной
графика функции Sn(y;x).

Теорема. Пусть функция y(x) ∈ W r (r ≥ 3, r ∈ N) и Sn(y;x) — ее сумма Фурье:

Sn(y;x) =
a0
2

+
n∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), n ∈ N,

ak =
1

π

2π∫

0

y(x) cos kx dx, bk =
1

π

2π∫

0

y(x) sin kx dx.

Тогда для любого x ∈ R имеет место неравенство

|K(y;x)−K(Sn(y; ·);x)| ≤ |y′′(x)− S′′
n(y;x)|+G|y′′(x)||y′(x)− S′

n(y;x)|. (10)

Неравенство (10) является точным в следующем смысле. Константа 1 перед первым сла-

гаемым в правой части (10) достигается в тех точках x, где y′(x) = S′
n(y;x) = 0, а кон-

станта G перед вторым слагаемым в (10) достигается асимптотически при n → ∞ в тех

точках, где y′(x) = 1/2.

Само неравенство (10) вытекает из леммы при указанных функциональных значениях ар-
гументов функции (5). А утверждения теоремы о точности оценки (10) следуют из вывода
оценок (8) и (9).

Так как при r ≥ 3 для функций y(x) из класса W r справедливо неравенство Фавара (см.,
например, [4, с. 282])

‖y′′(x)‖C[0,2π] ≤ Kr−2,

где

Kr =
4

π

∞∑

k=0

(−1)(r+1)k

(2k + 1)r+1
,

π2

8
= K2 < K4 < K6 < · · · < K3 < K1 =

π

2
,

то, применяя это неравенство и оценку (2) к правой части неравенства (10), получаем следу-
ющую, равномерную на периоде, оценку погрешности рассматриваемой аппроксимации кри-
визны гладких кривых.

Следствие. Для функций y(x) ∈ W r (r ≥ 3) и частных сумм Sn(y;x) справедливо нера-

венство

‖K(y;x) −K(Sn(y, ·);x)‖C[0,2π] ≤
( 4

π2
· lnn

nr−2
+

7

nr−2

)(
1 +

GKr−2

n

)
.
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