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БЕСОВА ФУНКЦИЙ С МАЛОЙ СМЕШАННОЙ ГЛАДКОСТЬЮ

С.А. Стасюк

В работе рассматриваются задачи, которые касаются нахождения точных по порядку оценок такого
разреженного тригонометрического приближения, как наилучшее m-членное тригонометрическое при-
ближение σm(F )q , где в качестве классов F рассматриваются как классы Никольского — Бесова MB

r
p,θ

функций смешанной гладкости, так и близкие к ним функциональные классы. Уделяется внимание со-
отношениям между параметрами p и q, когда 1 < p < q < ∞, q > 2. А.С.Романюком (2003) были
найдены точные по порядку оценки величины σm(MB

r
p,θ)q , 1 ≤ θ ≤ ∞ (оценки сверху при этом явля-

лись неконструктивными), когда 1 < p ≤ 2 < q < ∞, r > 1/p − 1/q или 2 < p < q < ∞, r > 1/2.
В дополнение к исследованиям А.С. Романюка недавно В. Н.Темляков получил конструктивные оценки
сверху (которые обеспечиваются конструктивным методом, основанным на жадном алгоритме) величи-
ны σm(MB

r
p,θ)q ≍ σm(MH

r
p,θ)q , 1 ≤ θ ≤ ∞ в случае большой гладкости, т. е. при 1 < p < q < ∞,

q > 2, r > max{1/p; 1/2}, рассмотрев при этом более широкие классы MH
r
p,θ (MB

r
p,θ ⊂ MH

r
p,θ ⊂ MH

r
p,

1 ≤ θ < ∞). Меньше внимания было уделено конструктивным оценкам сверху величин σm(MB
r
p,θ)q

и σm(MH
r
p,θ)q в случае малой гладкости, т .е. при 1 < p ≤ 2 < q < ∞, 1/p − 1/q < r ≤ 1/p. Для

1 < p ≤ 2 < q < ∞ В.Н.Темляковым была найдена конструктивная оценка сверху для σm(MB
r
p,θ)q ,

если θ = ∞, 1/p − 1/q < r < 1/p или θ = p, (1/p − 1/q)q′ < r < 1/p, где 1/q + 1/q′ = 1, а автором —
конструктивная оценка сверху для σm(MH

r
p,θ)q , если r = 1/p, p ≤ θ ≤ ∞, при этом оказалось, что

σm(MH
r
p,θ)q ≍ σm(MB

r
p,θ)q(logm)1/θ , r = 1/p, p ≤ θ < ∞. В данной работе устанавливается конструк-

тивная оценка сверху для σm(MB
r
p,θ)q (или σm(MH

r
p,θ)q), 1 < p ≤ 2 < q < ∞, (1/p − 1/q)q′ < r < 1/p,

когда p < θ < ∞ (или p ≤ θ < ∞), а также точные по порядку (хотя и неконструктивные сверху) оценки
величин σm(MB

r
p,θ)q , 2 < p < q < ∞, θ = 1, r = 1/2, и σm(MH

r
p,θ)q, 1 < p ≤ 2 < q < ∞, 1 ≤ θ < p,

r = 1/p, которые дополняют соответственно результаты А. С.Романюка и недавние исследования автора.

Ключевые слова: нелинейное приближение, разреженное тригонометрическое приближение, смешанная
гладкость, классы Бесова, точные порядковые оценки.

S. A. Stasyuk. Sparse trigonometric approximation of Besov classes of functions with small

mixed smoothness.

We consider problems concerned with finding order-exact estimates for a sparse trigonometric approximation,
more exactly, for the best m-term trigonometric approximation σm(F )q , where F are the Nikol’skii–Besov classes
MB

r
p,θ of functions with mixed smoothness and classes of functions close to them. Attention is paid to relations

between the parameters p and q for 1 < p < q < ∞ and q > 2. In 2003 Romanyuk found order-exact estimates
of σm(MB

r
p,θ)q for 1 ≤ θ ≤ ∞ (the upper estimates are nonconstructive) in the cases 1 < p ≤ 2 < q < ∞,

r > 1/p − 1/q and 2 < p < q < ∞, r > 1/2. Complementing Romanyuk’s studies, Temlyakov has recently
found constructive upper estimates (provided by a constructive method based on a greedy algorithm) for
σm(MB

r
p,θ)q ≍ σm(MH

r
p,θ)q , 1 ≤ θ ≤ ∞, in the case of great smoothness, i.e., for 1 < p < q < ∞, q > 2,

and r > max{1/p; 1/2}; he considered wider classes MH
r
p,θ (MB

r
p,θ ⊂ MH

r
p,θ ⊂ MH

r
p, 1 ≤ θ < ∞). Less

attention was paid to constructive upper estimates of the values σm(MB
r
p,θ)q and σm(MH

r
p,θ)q in the case

of small smothness, i.e., for 1 < p ≤ 2 < q < ∞ and 1/p − 1/q < r ≤ 1/p. For 1 < p ≤ 2 < q < ∞
Temlyakov found a constructive upper estimate for σm(MB

r
p,θ)q in the cases θ = ∞, 1/p− 1/q < r < 1/p and

θ = p, (1/p − 1/q)q′ < r < 1/p, where 1/q + 1/q′ = 1, while the author found a constructive upper estimate
for σm(MH

r
p,θ)q if r = 1/p and p ≤ θ ≤ ∞; it turned out that σm(MH

r
p,θ)q ≍ σm(MB

r
p,θ)q(logm)1/θ for

r = 1/p and p ≤ θ < ∞. In the present paper, we derive a constructive upper estimate for σm(MB
r
p,θ)q (or

σm(MH
r
p,θ)q) for 1 < p ≤ 2 < q < ∞ and (1/p − 1/q)q′ < r < 1/p when p < θ < ∞ (or p ≤ θ < ∞) as well

as order-exact (though nonconstructive upper) estimates for the values σm(MB
r
p,θ)q , 2 < p < q < ∞, θ = 1,

r = 1/2, and σm(MH
r
p,θ)q , 1 < p ≤ 2 < q < ∞, 1 ≤ θ < p, r = 1/p, which complement Romanyuk’s results

and the author’s recent results, respectively.
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Введение

Настоящая работа посвящена вопросам, связанным с получением точных по порядку оце-
нок наилучшего m-членного тригонометрического приближения σm(F ) (один из видов разре-
женных тригонометрических приближений), где в качестве классов F рассматриваются клас-
сы Бесова MBr

p,θ (периодических функций с малой смешанной гладкостью) или близкие к ним
функциональные классы.

Внимание будет уделено тем соотношениям между параметрами p и q, когда 1 < p ≤ 2 <
q < ∞.

Опишем вкратце историю исследуемых здесь вопросов.

А.С.Романюком [1] были найдены точные по порядку оценки величины σm(MBr
p,θ)q, когда

1 < p ≤ 2 < q < ∞, r > 1/p − 1/q или 2 < p < q < ∞, r > 1/2.

При этом полученные оценки сверху являлись неконструктивными, поскольку построение
приближающего m-членного тригонометрического полинома базировалось на использовании
леммы Белинского (см. [2] или [1, лемма 2.1]), которая имеет неконструктивный характер.

В.Н. Темляковым [3] для введенных им более широких классов MHr
p,θ, чем классы Бесова

MBr
p,θ, были найдены точные по порядку оценки σm(MHr

p,θ)q ≍ σm(MBr
p,θ)q, когда 1 < p <

q < ∞, q > 2, 1 ≤ θ ≤ ∞, r > max{1/p; 1/2}, т. е. в случае большой гладкости. Упомянутые
оценки сверху для σm(MHr

p,θ)q являлись конструктивными и обеспечивались конструктивным
методом, основанным на жадном алгоритме, разработанном В.Н.Темляковым [3].

В случае 1 < p ≤ q ≤ 2, r > 1/p − 1/q точные по порядку (к тому же конструктивные)
оценки величин σm(MBr

p,θ)q и σm(MHr
p,θ)q установлены, соответственно, А.С.Романюком [1] и

Д.Б.Базархановым [4], при этом σm(MHr
p,θ)q ≍ σm(MBr

p,θ)q за исключением случая 1 ≤ θ < q,

r = 1/p − 2/q + 1/θ, когда σm(MHr
p,θ)q ≍ σm(MBr

p,θ)q(log logm)1/θ.

Меньше внимания было уделено конструктивным оценкам сверху величин σm(MBr
p,θ)q и

σm(MHr
p,θ)q в случае малой гладкости, в частности, когда 1 < p ≤ 2 < q < ∞, 1/p− 1/q < r ≤

1/p. Для 1 < p ≤ 2 < q < ∞ В.Н.Темляковым [5] была установлена конструктивная оценка
сверху для σm(MBr

p,θ)q, если θ = ∞, 1/p−1/q < r < 1/p или θ = p, (1/p−1/q)q′ < r < 1/p, где
1/q + 1/q′ = 1, а автором [6] — конструктивная оценка сверху для σm(MHr

p,θ)q, если r = 1/p,

p ≤ θ ≤ ∞, при этом оказалось, что σm(MHr
p,θ)q ≍ σm(MBr

p,θ)q(logm)1/θ, r = 1/p, p ≤ θ < ∞.

Автором [7] также были найдены точные по порядку оценки (при этом оценки сверху не
являлись конструктивными и базировались на использовании упомянутой леммы Белинского)
для σm(MHr

p,θ)q, когда 1 < p ≤ 2 < q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, r ∈ (1/p − 1/q; 1/p)\{1/p − q′/(qθ′)},
которые совпадают с установленными А.С.Романюком [1] оценками для σm(MBr

p,θ)q при тех
же ограничениях на параметры p, q, r и θ.

В данной работе устанавливается конструктивная оценка сверху для σm(MBr
p,θ)q (или

σm(MHr
p,θ)q), 1 < p ≤ 2 < q < ∞, (1/p − 1/q)q′ < r < 1/p, когда p < θ < ∞ (или p ≤ θ < ∞),

а также точные по порядку (хотя и неконструктивные сверху) оценки величин σm(MBr
p,θ)q,

2 < p < q < ∞, θ = 1, r = 1/2.

Используя неконструктивный (с точки зрения получения верхних оценок) подход А.С. Ро-
манюка [1], мы также получили точные по порядку оценки величины σm(MHr

p,θ)q, 1 < p ≤
2 < q < ∞, r = 1/p в недостающем случае 1 ≤ θ < p, хотя на самом деле полученные оценки
имеют место для всех конечных значений параметра θ, т. е. для 1 ≤ θ < ∞.

Работа состоит из трех разделов. В первом разделе приводятся обозначения, определения
и вспомогательные утверждения. Второй раздел состоит из формулировок основных резуль-
татов и комментариев к ним. В завершающем третьем разделе содержатся доказательства
результатов, приведенных в разд. 2 работы.
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1. Обозначения, определения и вспомогательные утверждения

Пусть R
d — евклидово пространство с элементами x = (x1, . . . , xd) и (x,y) := x1y1 +

· · · + xdyd; Lp := Lp(T
d), 1 ≤ p ≤ ∞, T

d :=
∏d

j=1[0, 2π), — пространство функций
f(x) = f(x1, . . . , xd), 2π-периодических по каждой переменной, с конечной нормой

‖f‖p := ‖f‖Lp(Td) :=

(

(2π)−d
∫

Td

|f(x)|p dx

)1/p

.

Для f ∈ Lq(T
d) определим наилучшее m-членное тригонометрическое приближение (наи-

лучшее m-членное приближение по многомерной тригонометрической системе) функции f
в метрике пространства Lq(T

d):

σm(f)q := inf
{cj}, {kj}

∥

∥

∥
f −

m
∑

j=1

cje
i(kj ,x)

∥

∥

∥

q
. (1.1)

Заметим, что величина (1.1) является одним из видов разреженного тригонометрического при-
ближения. Тогда для функционального класса F ⊂ Lq(T

d) полагаем

σm(F )q := sup
f∈F

σm(f)q. (1.2)

Более детально история исследования величин (1.1) и (1.2) описана, например, в моногра-
фии [8, гл. 3], обзоре [9, Ch. 7] и статье [5].

Перейдем теперь к определению функциональных классов.

Положим

δs(f) := δs(f,x) := (f ∗ Dρ(s))(x), Dρ(s) :=
∑

k∈ρ(s)

ei(k,x),

ρ(s) :=
{

k = (k1, . . . , kd) : [2
sj−1]≤ |kj | <2sj , sj∈ Z+, kj ∈ Z, j= 1, . . . , d

}

,

где символом “∗” обозначена операция свертки двух функций, т. е.

(ϕ ∗ g)(x) := (2π)−d

∫

Td

ϕ(y) g(x − y) dy для ϕ, g ∈ L1(T
d).

Для r > 0, 1 < p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ пространство MBr
p,θ определяется следующим обра-

зом (см. [10] (θ = ∞) и [11] (1 ≤ θ < ∞)):

MBr
p,θ :=

{

f ∈ Lp(T
d) : ‖f‖MBr

p,θ
< ∞

}

, (1.3)

где

‖f‖MBr
p,θ

:=
(

∑

s

(

2r‖s‖1 ‖δs(f)‖p

)θ )1/θ
, 1 ≤ θ < ∞, (1.4)

‖f‖MBr
p,∞

:= ‖f‖MHr
p
:= sup

s

‖δs(f)‖p

2−r‖s‖1
, (1.5)

а ‖s‖1 := (s,1) = s1 + · · · + sd.

Для r > 0, 1 < p < ∞, 1 ≤ θ < ∞ наряду с пространствами MBr
p,θ рассмотрим близкие к

ним пространства MHr
p,θ, которые определяются таким образом [3]:

MHr
p,θ :=

{

f ∈ Lp(T
d) : ‖f‖MHr

p,θ
< ∞

}

, (1.6)
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где

‖f‖MHr
p,θ

:= sup
j

(

∑

‖s‖1=j

(

2r‖s‖1 ‖δs(f)‖p

)θ )1/θ
. (1.7)

Заметим, что при конечном значении параметра θ, т. е. при 1 ≤ θ < ∞, MBr
p,θ — про-

странства О.В.Бесова смешанной гладкости, а при предельном значении параметра θ, т. е.
при θ = ∞, MBr

p,∞ ≡ MHr
p,∞ ≡ MHr

p — пространства С.М.Никольского смешанной гладкости.
Для определенных выше функциональних пространств, исходя из определений (1.3)–(1.7),

выполняются вложения:

MBr
p,θ ⊂ MHr

p,θ ⊂ MHr
p ≡ MBr

p,∞ ≡ MHr
p,∞, 1 ≤ θ < ∞, (1.8)

MBr
p,θ1

⊂ MBr
p,θ2

, MHr
p,θ1

⊂ MHr
p,θ2

, 1 ≤ θ1 < θ2 < ∞.
Для r > 0, 1 < p < ∞, b ∈ R определим функциональное пространство [5]

MW r,b
p := {f ∈ Lp(T

d) : ‖f‖
MW r,b

p
< ∞},

где

‖f‖
MW r,b

p
:= sup

j
‖fj‖p · 2

rj(j̄)−(d−1)b, j̄ := max{1; j}, fj :=
∑

‖s‖1=j

δs(f), j ∈ Z+.

В [6] установлено, что для r > 0, 1 < p ≤ 2, p ≤ θ ≤ ∞ имеет место вложение

MHr
p,θ ⊂ MW r,1/p−1/θ

p . (1.9)

Единичные шары пространств MBr
p,θ, MHr

p,θ, MW r,b
p будем обозначать через MBr

p,θ, MHr
p,θ,

MWr,b
p соответственно и называть их классами. С историей исследования классов MBr

p,θ (с
аппроксимативной точки зрения) можно ознакомиться, например, в монографии [8] и обзо-
ре [9].

Классы MHr
p,θ введены В.Н. Темляковым [3] при решении им задачи, связанной с полу-

чением конструктивных верхних оценок для σm(MBr
p,θ)q и σm(MHr

p,θ)q. Вопросы, связанные
с нахождением порядковых оценок нелинейного приближения классов MHr

p,θ, изучались в
[3; 4; 6; 7; 9] (для наилучшего m-членного приближения по многомерной тригонометрической
системе) и в [12] (для наилучшего m-членного приближения по тензорной системе Хаара).

В.Н.Темляков для классов MWr,b
q установил справедливость утверждения [5,

Theorem 3.2]:

Пусть 1 < p ≤ 2 < q < ∞ и (1/p − 1/q)q′ < r < 1/p. Тогда

σm(MWr,b
p )q ≍ m−(r−1/p+1/q)q/2(logm)(d−1)(b+(q−1)(r−(1/p−1/q)q′), (1.10)

где 1/q+1/q′ = 1. Оценка сверху обеспечивается конструктивным методом, основанным на

жадном алгоритме.

А.С.Романюк для классов MBr
p,θ доказал следующее утверждение (см. [1, теорема 2.1]):

Пусть 1 < p ≤ 2 < q < ∞ и 1 ≤ θ ≤ ∞. Тогда

σm(MBr
p,θ)q ≍ m−1/2(logm)d(1−1/θ), (1.11)

если r = 1/p, и

σm(MBr
p,θ)q ≍ m−(r−1/p+1/q)q/2(logm)(d−1)(q−1)(r−1/p+q′/(qθ′))+ , (1.12)

если 1/p − 1/q < r < 1/p, где a+ := {a; 0}, 1/θ + 1/θ′ = 1.

Заметим, что для двух положительных величин A и B запись A ≍ B означает, что су-
ществует положительная величина C такая, что C−1A ≤ B ≤ CA. В случае B ≥ C−1A или
B ≤ CA будем писать B ≫ A или B ≪ A соответственно. Для величин Cj , j ∈ N, которые
будут встречаться в работе явным или неявным образом, существенным является то, что они
не зависят от одного обозначенного контекстом параметра.
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2. Основные результаты и комментарии к ним

Имеют место следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть 1 < p ≤ 2 < q < ∞, p ≤ θ < ∞ и (1/p − 1/q)q′ < r < 1/p. Тогда

σm(MBr
p,θ)q ≍ σm(MHr

p,θ)q ≍ m−(r−1/p+1/q)q/2(logm)(d−1)(q−1)(r−1/p+q′/(qθ′)). (2.1)

Оценка сверху обеспечивается конструктивным методом, основанным на жадном алгорит-

ме.

Теорема 2. Пусть 2 < p < q < ∞, тогда

σm(MB
1/2
p,1 )q ≍ m−1/2. (2.2)

Теорема 3. Пусть 1 < p ≤ 2 < q < ∞, 1 ≤ θ < ∞ и r = 1/p. Тогда

σm(MHr
p,θ)q ≍ m−1/2(logm)d(1−1/θ)+1/θ . (2.3)

В завершение сформулированного результата приведем некоторые комментарии.

З а м е ч а н и е 1. Вопрос о конструктивных оценках сверху для σm(MBr
p,θ)q и

σm(MHr
p,θ)q в случае, когда 1 < p ≤ 2 < q < ∞, а p ≤ θ < ∞, 1/p − 1/q < r ≤ (1/p − 1/q)q′,

или 1 ≤ θ < p, 1/p − 1/q < r < 1/p, остается, по-видимому, открытым.

З а м е ч а н и е 2. В случае d = 1 теорема 2 доказана в [13].

З а м е ч а н и е 3. При условиях теоремы 3 имеет место оценка (см. также (1.11))

σm(MHr
p,θ)q ≍ (logm)1/θσm(MBr

p,θ)q.

3. Доказательства результатов

3.1. Доказательство теоремы 1

Оценка сверху базируется на использовании вложений (1.8), (1.9), а также (1.10) (для
b = 1/p − 1/θ), согласно которым имеем

σm(MBr
p,θ)q ≤ σm(MHr

p,θ)q ≤ σm(MWr,1/p−1/θ
p )q

≍ m−(r−1/p+1/q)q/2(logm)(d−1)(1/p−1/θ+(q−1)(r−(1/p−1/q)q′ )

= m−(r−1/p+1/q)q/2(logm)(d−1)(q−1)(r−1/p+q′/(qθ′)).

Нижняя оценка в (2.1) вытекает из вложения (1.8) и соотношения (1.12).

3.2. Доказательство теоремы 2

Оценка сверху в (2.2) вытекает из соотношения (1.11) за счет вложения MB
1/2
p,1 ⊂ MB

1/2
2,1 ,

p > 2.

При нахождении оценки снизу в (2.2) будем пользоваться известным результатом Рудина —
Шапиро (см., например, [14, с. 155]): для каждого l ∈ N найдется полином

Rl(x) :=

2l−1
∑

j=2l−1

εje
ijx, εj = ±1,
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такой что
‖Rl‖∞ ≪ 2l/2. (3.1)

Итак, выберем по заданному m ∈ N число n ∈ N такое, чтобы выполнялись соотношения

m ≍ 2nnd−1, (3.2)

#{ρ(s) : ‖s‖1 = n} ≥ 2m, (3.3)

и рассмотрим функцию

g(x) := C12
−nn−d+1

∑

‖s‖1=n

d
∏

j=1

Rsj (xj). (3.4)

Заметим, что согласно (3.1) имеем

∥

∥

∥

d
∏

j=1

Rsj(xj)
∥

∥

∥

p
=

d
∏

j=1

‖Rsj(xj)‖p ≤

d
∏

j=1

‖Rsj(xj)‖∞ ≪ 2‖s‖1/2. (3.5)

Убедимся, что g ∈ MB
1/2
p,1 при соответствующем значении C1 > 0. Действительно, прини-

мая во внимание (1.4), (3.4), (3.5) и
∑

‖s‖1=j

1 ≍ jd−1, (3.6)

получаем

‖g‖
MB

1/2
p,1

=
∑

‖s‖1=n

2‖s‖1/2‖δs(g)‖p = C12
−nn−d+1

∑

‖s‖1=n

2‖s‖1/2
∥

∥

∥

d
∏

j=1

Rsj (xj)
∥

∥

∥

p

≪ 2−nn−d+1
∑

‖s‖1=n

2‖s‖1 = n−d+1
∑

‖s‖1=n

1 ≍ 1.

Далее, возьмем произвольное множество Km, состоящее из m гармоник k. Рассмотрим
дополнительную функцию h = v − u, где

v =
∑

‖s‖1=n

d
∏

j=1

Rsj(xj), u =
∑

‖s‖1=n

∗
d
∏

j=1

Rsj(xj),

а символ “ ∗ ” в верхнем индексе суммы в u означает, что полином u содержит только те
гармоники функции v, которые имеют номера из множества Km. Поэтому, учитывая (3.2) и
(3.3), имеем

‖h‖′q ≤ ‖v − u‖2 ≤ ‖v‖2 + ‖u‖2 ≤ (#{ρ(s) : ‖s‖1 = n})1/2 +m1/2 ≪ m1/2. (3.7)

Для произвольного тригонометрического полинома t с гармониками из Km, с одной сто-
роны, имеем

〈g − t, h〉 ≤ ‖g − t‖q · ‖h‖q′ . (3.8)

С другой стороны, принимая во внимание (3.2)–(3.4), получаем

〈g − t, h〉 = 〈g, h〉 =
∑

k∈{ρ(s) : ‖s‖1=n}\Km

ĝ(k) ≫ 2−nn−d+1(#{ρ(s) : ‖s‖1 = n} −m)

≥ 2−nn−d+1(2nnd−1 −m) ≍ 1. (3.9)

Таким образом, исходя из (3.7)–(3.9), имеем

σm(MB
1/2
p,1 )q ≥ σm(g)q ≫ m−1/2.

Нижняя оценка в (2.2) установлена.
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3.3. Доказательство теоремы 3

Установим сначала оценку сверху.
По заданному m ∈ N выберем n ∈ N таким образом, чтобы выполнялись условия m > #Qn

и (3.2), где Qn := {ρ(s) : ‖s‖1 < n}, а #Qn ≍ 2nnd−1.
Ввиду вложений (1.8) построим полином, который будет реализовать для f ∈ MHr

p,θ тре-
буемую оценку приближения, в виде

P (Θm) =
∑

‖s‖1<n

δs(f) +
∑

n≤‖s‖1<n1

P (ΘNs
), (3.10)

где P (ΘNs
) — полиномы, приближающие “блоки” δs(f) согласно лемме Белинского, а

n1 =
(n+ (d− 1) log n)q

2
, (3.11)

Ns = [2nn(d−1)/θ−12‖s‖1/p‖δs(f)‖p] + 1. (3.12)

Покажем сначала, что

∑

n≤‖s‖1<n1

2‖s‖1/p‖δs(f)‖p ≪ n(d−1)/θ′+1. (3.13)

Действительно, используя неравенство Гельдера, а также учитывая (1.7), (3.6), (3.11), име-
ем

∑

n≤‖s‖1<n1

2‖s‖1/p‖δs(f)‖p =
∑

n≤j<n1

∑

‖s‖1=j

2‖s‖1/p‖δs(f)‖p

≤
∑

n≤j<n1

(

∑

‖s‖1=j

(2‖s‖1/p‖δs(f)‖p)
θ
)1/θ( ∑

‖s‖1=j

1
)1/θ′

≪ ‖f‖
MH

1/p
p,θ

∑

n≤j<n1

j(d−1)/θ′

≤ n
(d−1)/θ′

1

∑

n≤j<n1

1 ≍ n(d−1)/θ′+1.

Убедимся теперь, что полином P (Θm) содержит по порядку не больше чем m гармоник.
Поскольку #Qn ≍ 2nnd−1, то вследствие (3.12), (3.13) и (3.2) убеждаемся, что

#Θm = #Qn +
∑

n≤‖s‖1<n1

Ns ≪ 2nnd−1 + nd + 2nn(d−1)/θ−1
∑

n≤‖s‖1<n1

2‖s‖1/p‖δs(f)‖p ≪ 2nnd−1 ≍ m.

Принимая во внимание (3.10), имеем

‖f − P (Θm)‖q ≤
∥

∥

∥

∑

n≤‖s‖1<n1

(δs(f)− P (ΘNs
))
∥

∥

∥

q
+

∥

∥

∥

∑

‖s‖1≥n1

δs(f)
∥

∥

∥

q
=: J1 + J2. (3.14)

Воспользовавшись следствием к теореме Литтлвуда— Пэли, леммой Белинского, неравен-
ством разных метрик Никольского, а также учитывая (3.12), (3.13) и (3.2), получаем

J1 ≪
(

∑

n≤‖s‖1<n1

‖δs(f)− P (ΘNs
)‖2q

)1/2
≪

(

∑

n≤‖s‖1<n1

N−1
s 2‖s‖1‖δs(f)‖

2
2

)1/2

≪
(

∑

n≤‖s‖1<n1

N−1
s 22‖s‖1/p‖δs(f)‖

2
p

)1/2

≤
(

2−nn1−(d−1)/θ
∑

n≤‖s‖1<n1

2‖s‖1/p‖δs(f)‖p

)1/2
≪

(

2−nn2−(d−1)/θ+(d−1)/θ′
)1/2



Разреженное тригонометрическое приближение классов Бесова 251

=
(

(2nnd−1)−1n2d(1−1/θ)+2/θ
)1/2

≍ m−1/2(logm)d(1−1/θ)+1/θ . (3.15)

Учитывая (3.11) и (3.2), выводим

J2 ≤ EQn1
(MHr

p,θ)q ≪ 2−(r−1/p+1/q)n1n
(d−1)(1/q−1/θ)+
1 = 2−(n+(d−1) logn)/2n

(d−1)(1/q−1/θ)+
1

≍ m−1/2(logm)(d−1)(1/q−1/θ)+ ≪ m−1/2(logm)d(1−1/θ)+1/θ . (3.16)

Подставляя (3.15), (3.16) в (3.14), получаем в (2.3) требуемую оценку сверху.

В случае 1 < p ≤ 2 < q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, r = 1/p оценка снизу в (2.3) содержится в
[6, теорема 1] и имеет место для всех конечных значений θ, т. е. для 1 ≤ θ < ∞.

Таким образом, теорема 3 доказана.
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