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В работе рассматриваются задачи выпуклого программирования с возможно противоречивой системой
ограничений. Такие задачи составляют важный класс несобственных моделей выпуклой оптимизации и
часто возникают при математическом моделировании практических постановок из области исследования
операций. Частота появления несобственных задач делает актуальной необходимость разработки теории
и методов их численной аппроксимации (коррекции), т. е. объективных процедур “развязки” противо-
речивых ограничений, превращения несобственной модели в совокупность разрешимых задач и выбора
среди них оптимальной коррекции. В работе аппроксимирующая задача строится путем вариации пра-
вых частей ограничений относительно минимума той или иной векторной нормы. Тип выбранной нормы
определяет вид штрафной функции, минимизация которой вместе со стабилизирующей добавкой лежит в
основе конкретного метода оптимальной коррекции несобственной задачи. Евклидова норма влечет при-
менение квадратичного штрафа, кусочно-линейная норма (чебышевская, октаэдрическая) предполагает
использование точной штрафной функции. Предлагаемые алгоритмы могут быть проинтерпретированы
и как методы регуляризации (по Тихонову) задач выпуклого программирования с неточно заданной ис-
ходной информацией. Формулируются условия и устанавливаются оценки сходимости рассматриваемых
методов.
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Введение

При моделировании конкретных постановок из области исследования операций на осно-
ве аппарата математического программирования часто возникают оптимизационные задачи
с противоречивой системой ограничений. Соответствующие модели составляют важнейший
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класс несобственных задач (НЗ) [1] линейного и выпуклого программирования (ВП). Числен-
ный анализ подобных задач состоит прежде всего в их коррекции, т. е. построении в некотором
смысле близких разрешимых задач, решение которых принимается за обобщенное (аппрокси-
мационное) решение несобственной проблемы.

Достаточно часто причина возникновения несобственных задач заключается в неточном
задании исходных данных. Модели, в которых информация о целевой функции и функци-
ях ограничений носит приближенный характер, типичны для теории некорректных экстре-
мальных задач. Поэтому является естественной попытка применить при исследовании НЗ ВП
стандартные способы регуляризации некорректных моделей, такие как метод Тихонова (ста-
билизирующих функций), метод квазирешений и метод невязки [2].

В работе [3] для построения методов оптимальной коррекции НЗ ВП исследовались воз-
можности метода невязки — одного из классических способов регуляризации некорректных
задач оптимизации. В настоящей статье основное внимание уделяется методу Тихонова. Здесь
рассматриваются два типа задач, аппроксимирующих исходную несобственную постановку.
Задачи первого типа получаются в результате коррекции вектора правых частей ограничений
по минимуму евклидовой нормы, второго типа — по минимуму чебышевской нормы. Соответ-
ственно возникают два подхода к построению методов оптимальной коррекции: один основан
на минимизации квадратичной штрафной функции, второй — на минимизации точной штраф-
ной функции специального вида. В обоих случаях к минимизируемой функции добавляется
квадратичный стабилизатор, характерный для метода Тихонова. Для каждого подхода опре-
деляются условия и оценки сходимости соответствующих методов.

1. Несобственная задача ВП

Рассмотрим задачу ВП
min{f0(x) | x ∈ X}, (1)

где X = {x | f(x) ≤ 0}, f(x) = [f1(x), . . . , fm(x)], fi(x) — выпуклые функции, определенные
на R

n, i = 0, 1, . . . ,m. Будем считать, что множество X в задаче (1) может быть пустым. Обо-
значим через L(x, λ) = f0(x) + (λ, f(x)) функцию Лагранжа для задачи (1), x ∈ R

n, λ ∈ R
m
+ .

Определим Λ = {λ ∈ R
m
+ | inf

x
L(x, λ) > −∞}. Если X = ∅, Λ 6= ∅, то согласно классифи-

кации из [1] задача (1) называется НЗ ВП 1-го рода. Это наиболее распространенный класс
несобственных постановок, и ниже мы ограничимся рассмотрением таких задач.

Естественный способ оптимальной коррекции НЗ ВП состоит в замене (1) задачей

min{f0(x) | x ∈ Xξ̄p
}, (2)

где ξ̄p = argmin{‖ξ‖p | ξ ∈ E}, Xξ = {x | f(x) ≤ ξ}, ξ ∈ R
m
+ , E = {ξ | Xξ 6= ∅}, ‖ · ‖p — символ

некоторой векторной нормы в R
n.

Если в задаче (1) X 6= ∅, то ξ̄p = 0 и задачи (1) и (2) совпадают. В противном случае
оптимальный вектор задачи (2) принимается за обобщенное решение НЗ (1). Далее мы увидим,
что качество аппроксимации будет зависеть от выбора нормы p.

2. Коррекция с помощью евклидовой нормы

Рассмотрим случай, когда вектор ξ̄p = ξ̄ в задаче (2) определяется с помощью евклидовой
нормы ‖ · ‖ = ‖ · ‖2. Нетрудно видеть, что если вектор ξ̄ существует, то ξ̄ = f+(x̄), где x̄ ∈
X̄ = Argmin{ϕ(x) = ‖f+(x)‖2}, при этом Xξ̄ = X̄. Другими словами, задача (2) эквивалентна
проблеме

min{f0(x) | ϕ(x) ≤ ϕ̄}, (3)

где ϕ̄ = minϕ(x) = ‖f+(x̄)‖2 = ‖ξ̄‖2.
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Задача (3) является частным случаем более общей постановки. Пусть d(z) — выпуклая
функция, определенная на R

n, такая что d(0) = 0, d(z) > 0 (∀z ∈ R
m
+ , z 6= 0). Примером

подобной функции как раз и служит функция ϕ(x) = d(f+(x)) из задачи (3). С помощью d(z)
можно ввести меру совместности системы f(x) ≤ 0, определяющей множество X, а именно

d̄ = inf
x
d(f+(x)). (4)

Если величина d̄ достигается, то X 6= ∅ тогда и только тогда, когда d̄ = 0. Достижимость d̄
гарантируется в следующих случаях:

1) функции fi(x) линейны (i = 1,m);
2) множество Xξ непусто и ограничено для некоторого ξ = ξ0.
Приведем пример НЗ ВП 1-го рода, когда задача определения вектора ξ̄ не имеет решения.
П р и м е р 1. В пространстве x = [x1, x2] ∈ R

2 рассмотрим задачу

min{x1 | x−1
1 − x2 ≤ 0, x1 ≥ 1, x2 ≤ 0}. (5)

Здесь inf{‖ξ‖ | ξ ∈ E} = inf
x
ϕ(x) = 0, но соответствующие нижние границы не достигаются.

Множество Xξ непустое и неограниченное для любого ξ > 0. Двойственная функция для
задачи (5) имеет вид

ψ(λ) = inf
x
{L(x, λ) = x1 + λ1(x

−1
1 − x2) + λ2(−x1 + 1) + λ3x2} = L(x(λ), λ),

где λ = [λ1, λ2, λ3] ≥ 0, x(λ) — решение уравнения ▽xL(x, λ) = 0. Решая это уравнение,
получим x21(λ) = λ1(1 − λ2)

−1, λ1 = λ3 > 0, 0 ≤ λ2 < 1, x2(λ) = x2 — произвольно. Отсюда
ψ(λ) = 2

√

λ1(1− λ2) + λ2, sup
λ≥0

ψ(λ) = +∞. Очевидно, в задаче (5) X = ∅, Λ 6= ∅, т. е. (5) —

НЗ ВП 1-го рода.
С целью построения алгоритмов оптимальной коррекции НЗ ВП воспользуемся методом

Тихонова регуляризации некорректных задач оптимизации. Применительно к разрешимой за-
даче ВП вида (1) этот метод состоит в решении задачи

min{gα(x) | x ∈ X}, (6)

где gα(x) = f0(x)+αΩ(x), α > 0, Ω(x) — некоторый стабилизатор [2] задачи (1). Для простоты
положим Ω(x) = ‖x‖2. Задача (6) при X 6= ∅ разрешима в единственной точке xα. Легко
видеть, что |f0(xα) − f̄ | ≤ α‖x̄0‖2 и lim

α→0
xα = x̄0, где x̄0 — решение задачи (1) с минимальной

нормой (нормальное решение), f̄ = f0(x̄0).
Для учета ограничений, определяющих множество X, сведем задачу (6) к минимизации

штрафной функции Fα(x, r) = gα(x)+rd(x), где r > 0, d(x) — из (4). Если задача оптимальной
коррекции (2) определяется вектором ξ̄, связанным с минимизацией функции ϕ(x), то пред-
ставляется естественным положить d(x) = ϕ(x). В результате возникает задача минимизации
регуляризованной квадратичной штрафной функции

min
x

{

Fα(x, r) = gα(x) + rϕ(x) = f0(x) + r

m
∑

i=1

f+
2

i (x) + α‖x‖2
}

. (7)

Результаты о сходимости данного метода регуляризации для случая разрешимой задачи ВП
хорошо известны (см., например, [2; 4; 5]). Для НЗ ВП 1-го рода из работы [6] следует, что
при условии разрешимости задачи (2) и двойственной к ней имеет место сходимость xα(r) =
argmin

x
Fα(x, r) → x̃0, когда α→ 0, r → ∞, rα→ ∞ (x̃0 — нормальное решение задачи (2)).

В дальнейшем будем считать, что в задаче (1) вместо fi(x) известны непрерывные функ-
ции f εi (x), определенные на R

n, такие что

|fi(x)− f εi (x)| ≤ ε, ε ≥ 0 (∀x ∈ R
n, i = 0, 1, . . . ,m). (8)
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Тогда рассматриваемый метод регуляризации (7) (метод коррекции НЗ ВП) для задачи (1)
сведется к задаче

min
x

{F ε
α(x, r) = gεα(x) + rϕε(x)}, (9)

где gεα(x) = f ε0 (x) + α‖x‖2, ϕε(x) = ‖f ε+(x)‖2 =
m
∑

i=1

(

f ε
+

i (x)
)2
, α > 0, r > 0, ε ≥ 0.

Лемма. Для любого фиксированного набора s = [α, r, ε] параметров задачи (9) существу-

ет точка xs = xεα(r) = argmin
x

{Fs(x) = F ε
α(x, r)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вначале оценим ϕ(x) = ϕε(x) +
m
∑

i=1

(

f+i (x) − f ε
+

i (x)
)(

f+i (x) +

f ε
+

i (x)
)

< ϕε(x) + 2ε
m
∑

i=1
f ε

+

i (x) + mε2 ≤ ϕε(x) + mε2 +
m
∑

i=1

(

f ε
+2

i (x) + ε2
)

= 2ϕε(x) + 2mε2.

Поэтому
Fα(x, r) = gα(x) + rϕ(x) < gεα(x) + 2r(ϕε(x) +mε2) + ε

= 2F ε
α(x, r)− gεα(x) + 2mrε2 + ε < 2F ε

α(x, r)− gα(x) + 2ε(mrε+ 1). (10)

Так как gα(x) — сильно выпуклая функция, то gα(x) ≥ ḡα > −∞ (∀x). Следовательно, из (10)
получим

Fα(x, r) < 2F ε
α(x, r) + 2ε(mrε+ 1)− ḡα. (11)

Пусть M ε
C = {x | F ε

α(x, r) ≤ C} 6= ∅ для некоторой константы C. Если x′ ∈M ε
C , то в силу (11)

x′ ∈ MC1
= {x | Fα(x, r) ≤ C1}, где C1 = 2C + 2ε(mrε + 1) − ḡα. Поскольку Fα(x, r) —

сильно выпуклая по x функция, то множество MC1
ограничено. Но M ε

C ⊂ MC1
, min

x
Fs(x) =

min
x∈Mε

C

Fs(x), поэтому существует xs = argmin
x
Fs(x).

Лемма доказана.

Пусть (1) — НЗ ВП 1-го рода, но вектор коррекции ξ̄ не обязательно достигается. При-
меняя один из монотонных методов безусловной минимизации дифференцируемой функции
n переменных ϕ(x), определим последовательность точек {xk}, которая минимизирует ϕ(x) с
заданной точностью η̄ > 0: ϕ(xk)− ϕ̄ ≤ η̄, ∀k ≥ k̄.

Зафиксируем k = k̄, положим ξk = f+(xk) и образуем задачу

min{f0(x) | x ∈ Xξk}. (12)

Так как xk ∈ Xξk , то Xξk 6= ∅. Задача (12) может иметь решения (как в примере 1 при
ξ = ξk), но может быть и неразрешимой. Так, положим в задаче (5) f0(x) = e−x1 , тогда
inf{f0(x) | x ∈ Xξk} = 0 не достигается на Xξk . В то же время множество Λ = {λ ≥ 0 |
inf
x
{e−x1 + λ1(x

−1
1 − x2) + λ2(−x1 + 1) + λ3x2} > −∞} будет непустым (например, 0 ∈ Λ)), т. е.

задача (5) с новой целевой функцией будет оставаться НЗ ВП 1-го рода.
Чтобы не рассматривать отдельно случаи разрешимости и неразрешимости задачи (12), мы

в качестве оптимальной коррекции для задачи (1) будем рассматривать регуляризованную по
Тихонову задачу (аналог (6)):

min{gα(x) | x ∈ Xξk}. (13)

Ее (единственное) решение обозначим через xkα, gα(x
k
α) = gkα. Будем также считать, что раз-

решима при этом и двойственная к (13) задача, т. е. найдется вектор λkα ≥ 0 такой, что пара
[xkα, λ

k
α] будет седловой точкой функции Lk

α(x, λ) = gα(x) + (λ, f(x)− ξk) в области R
n × R

m
+ .

Рассмотрим далее связь между задачами (9) и (13).

Теорема 1. При сформулированных выше условиях справедливы оценки

‖f ε+(xs)− ξk‖ ≤ A0(s, λ
k
α, ξk), (14)

|gεα(xs)− gkα| ≤ A1(s, λ
k
α, ξk), (15)
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где A0(s, λ
k
α, ξk) =

‖λkα‖
2r +

[

‖λkα‖2
4r2

+ ε
r
(

‖λkα‖1 + 2
)

+ 4ε‖ξk‖1 + mε2 + 1
r2

]1/2
, A1(s, λ

k
α, ξk) =

max
{

4rε‖ξk‖1 + rmε2 + 1
r + 2ε, ‖λkα‖A0(s, λ

k
α, ξk) + ε(‖λkα‖1 + 1)

}

, ‖z = [z1, . . . , zm]‖1 =
m
∑

i=1
|zi|.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно лемме существует точка xs = xεα(x), для которой вы-
полняется неравенство

gεα(xs) + rϕε(xs) ≤ gεα(x
k
α) + rϕε(xkα). (16)

Оценим ϕε(xkα) < ϕ(xkα) + 2ε‖f+(xkα)‖1 +mε2 ≤ ‖ξk‖2 + 2ε‖ξk‖1 +mε2. С учетом этой оценки
из (16) получим gα(xs)− ε+ rϕε(xs) ≤ gkα + r‖ξk‖2 + 2εr‖ξk‖1 + rmε2 + ε, откуда

r(ϕε(xs)− ‖ξk‖2) ≤ gkα − gα(xs) + 2εr‖ξk‖1 + rmε2 + 2ε. (17)

Из определения седловой точки [xkα, λ
k
α] вытекает

gkα − gα(xs) ≤ (λkα, f
+(xs)− ξk) ≤ ‖λkα‖ ‖f ε

+

(xs)− ξk‖+ ε‖λkα‖1. (18)

Так как {xk} — минимизирующая последовательность для ϕ(x), то lim
k→∞

(▽ϕ(xk), x− xk) ≥ 0

(∀x). Поэтому можно считать

(▽ϕ(xk), x− xk) ≥ −1/r2 (∀x ∈ R
n, r > 1). (19)

Поскольку

(▽ϕ(xk), x− xk) = 2

m
∑

i=1

f+i (xk)(▽fi(xk), x− xk) ≤ 2

m
∑

i=1

ξki [fi(x)− fi(xk)] = 2(ξk, f(x))− 2‖ξk‖2,

где ξki — i-я компонента вектора ξk (i = 1,m), то с учетом (19) имеем

(ξk, f(x))− ‖ξk‖2 ≥ − 1

2r2
(∀x ∈ R

n). (20)

Далее получаем

‖f ε+(xs)− ξk‖2 = ‖f ε+(xs)‖2 − 2(ξk, f
ε+(xs)) + ‖ξk‖2 ≤ ϕε(xs)− 2(ξk, f

+(xs)) + ‖ξk‖2 + 2ε‖ξk‖1,

что вместе с (20) дает

‖f ε+(xs)− ξk‖2 ≤ ϕε(xs)− ‖ξk‖2 + 2ε‖ξk‖1 +
1

r2
. (21)

Объединим неравенства (21), (17), (18):

‖f ε+(xs)− ξk‖2 ≤ 1

r
(gkα − gα(xs)) + 4ε‖ξk‖1 +mε2 + 2

ε

r
+

1

r2

≤ 1

r
‖λkα‖ ‖f ε+(xs)− ξk‖+

ε

r
(‖λkα‖1 + 2) + 4ε‖ξk‖1 +mε2 +

1

r2
.

Отсюда

(

‖f ε+(xs)− ξk‖ −
‖λkα‖
2r

)2
≤ ‖λkα‖

4r2
+
ε

r
(‖λkα‖1 + 2) + 4ε‖ξk‖1 +mε2 +

1

r2
.

Таким образом, справедлива оценка (14).
Оценим разность |gεα(xs)− gkα|. Из неравенства (17) вытекает

gεα(xs)− gkα ≤ r(‖ξk‖2 − ϕε(xs)) + 2εr‖ξk‖1 + rmε2 + 2ε.
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Так как из неравенства (21) следует ‖ξk‖2 − ϕε(xs) ≤ 2ε‖ξk‖1 + 1
r2

, то

gεα(xs)− gkα ≤ 4rε‖ξk‖1 + rmε2 +
1

r
+ 2ε. (22)

С другой стороны, из (18) и (14) получим

gkα−gεα(xs) < gkα−gα(xs)+ε ≤ ‖λkα‖ ‖f ε
+

(xs)−ξk‖+ε(‖λkα‖1+1) ≤ ‖λkα‖A0(s, λ
k
α, ξk)+ε(‖λkα‖1+1).

Отсюда и из (22) имеем оценку (15).
Теорема доказана.

Из теоремы 1 вытекает

Следствие 1. Пусть в задаче (14) α = ᾱ > 0, k = k̄, параметры r и ε в (9) выбраны так,

чтобы r → ∞, ε→ 0, rε→ 0. Тогда limxs = xkα.

В самом деле, поскольку gα(x) — сильно выпуклая по x функция, то множество M0 = {x |
gα(x) ≤ gα(x0)} ограничено для произвольного фиксированного x0 ∈ R

n. В силу (22) огра-
ниченной будет и последовательность {xs}. Пусть x̃α — ее предельная точка. Согласно соот-
ношениям (14) и (22) x̃α ∈ Xξk , gα(x̃α) = gkα, т. е. x̃α — решение (13). Но задача (13) имеет
единственное решение xkα, поэтому x̃α = xkα и limxs = xkα.

Далее применим метод регуляризации (9) непосредственно к задаче (12).

Теорема 2. Пусть задача (12) разрешима при k = k̄, x∗0 — ее нормальное решение, λ∗0 —

соответствующий x∗0 вектор множителей Лагранжа. Если параметры s = [r, α, ε] в мето-

де (9) выбраны так, чтобы

r → ∞, ε→ 0, α→ 0, αr → ∞,
εr

α
→ 0, (23)

то lim xs = x∗0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем придерживаться схемы доказательства предыдущей тео-
ремы. Вспоминая, что gα(x) = f0(x) + α‖x‖2, перепишем неравенство (17) в виде

r(ϕε(xs)− ‖ξk‖2) ≤ f0(x
∗
0)− f0(xs) + α‖x∗0‖2 + 2εr‖ξk‖1 +mrε2 + 2ε. (24)

По аналогии с (18) имеем

f0(x
∗
0)− f0(xs) ≤ ‖λ∗0‖ ‖f ε

+

(xs)− ξk‖+ ε‖λ∗0‖1. (25)

С учетом неравенства (21), справедливого и в этой ситуации, из (24) и (25) получим

‖f ε+(xs)− ξk‖2 −
‖λ∗0‖
r

‖f ε+(xs)− ξk‖ ≤ A2(s, λ
∗
0, ξk),

где A2(s, λ
∗
0, ξk) =

ε
r (‖λ∗0‖1 + 2) + 4ε‖ξk‖1 + α

r ‖x∗0‖2 +mε2 + 1
r2

. Отсюда

‖f ε+(xs)− ξk‖ ≤ ‖λ∗0‖
2r

+
(‖λ∗0‖2

4r2
+A2(s, λ

∗
0, ξk)

)1/2
. (26)

Аналогично неравенству (22) имеем

f0(xs)− f0(x
∗
0) ≤ α‖x∗0‖+ 4rε‖ξk‖1 +mrε2 +

1

r
+ 2ε. (27)

Далее, из неравенства Fs(xs) ≤ F (x∗0) следует

α‖xs‖2 ≤ α‖x∗0‖2 + r(‖ξk‖2 − ϕε(xs)) + f0(x
∗
0)− f0(xs) + 2rε‖ξk‖1 +mrε2 + 2ε. (28)
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С помощью (21) и (25) оценим выражение

r(‖ξk‖2 − ϕε(xs)) + f0(x
∗
0)− f0(xs)

≤ −r‖f ε+(xs)− ξk‖2 + 2rε‖ξk‖1 +
1

r
+ ‖λ∗0‖ ‖f ε

+

(xs)− ξk‖+ ε‖λ∗0‖1

= −
(√

r‖f ε+(xs)− ξk‖ −
‖λ∗0‖
2
√
2

)2
+

‖λ∗0‖2
4r

+ 2rε‖ξk‖1 +
1

r
+ ε‖λ∗0‖1

≤ ‖λ∗0‖2
4r

+ 2rε‖ξk‖1 + ε‖λ∗0‖1 +
1

r
.

Поэтому из (28) вытекает

‖xs‖2 ≤ ‖x∗0‖2 +
1

αr

(1

4
‖λ∗0‖2 + 1

)

+
rε

α
(4‖ξk‖1 +mε) +

ε

α
(‖λ∗0‖1 + 2). (29)

Переходя в (29) к пределу при условиях (23), заключаем, что последовательность {xs}
ограничена. Пусть x̃ — ее предельная точка. Из (26), (27), (29) и (23) следует x̃ ∈ Xξk , f0(x̃) ≤
f0(x

∗
0), ‖x̃‖ ≤ ‖x∗0‖. В силу единственности решения x∗0 выполняется x̃ = x∗0 и limxs = x∗0.
Теорема доказана.

Приведем пример последовательностей r = rt, ε = εt, α = αt, удовлетворяющих усло-
вию (23) при t→ ∞: rt = rt (r > 1), εt =

1

rt
√
rt
, αt =

1
4
√
rt
.

3. Особенности применения кусочно-линейных норм

Как уже отмечалось в разд. 1, в задаче (2) оптимальной коррекции НЗ ВП наряду с ев-
клидовой могут применяться и другие векторные нормы. Широкое распространение имеют,

например, кусочно-линейные нормы: октаэдрическая ‖z = [z1, . . . , zn]‖1 =
n
∑

j=1
|zj | и чебышев-

ская ‖z‖∞ = max
1≤j≤n

|zj |. В результате использования этих норм изменится метод (9), который

можно будет трактовать как регуляризованный метод точных штрафных функций [7] приме-
нительно к НЗ ВП. Ниже рассмотрим особенности данного подхода на примере чебышевской
нормы.

Поставим в соответствие НЗ ВП (1) аппроксимирующую задачу

min{f0(x) | x ∈ Xξ∞}, (30)

где ξ∞ = argmin{‖ξ‖∞ | ξ ∈ E}. Пусть ϕ∞(x) = ‖f+(x)‖∞ = max
1≤i≤m

f+i (x), X̄∞ = Argmin
x
ϕ∞(x),

x∗∞ ∈ X̄∞, ϕ∞(x∗∞) = ϕ∗
∞. Легко видеть, что в качестве ξ∞ в (30) можно взять вектор

ξ∗ = f+(x∗∞). При этом если для евклидовой нормы вектор оптимальной коррекции ξ̄ в (2)
определялся однозначно, то в случае чебышевской нормы свойство единственности ξ∞ может
не выполняться.

П р и м е р 2. Требуется найти

min{2x1 + x2 | x1 ≤ 0, x2 ≤ 0, x1 ≥ 1}.

Очевидно, X = ∅. Функция ϕ∞(x) = max{x+1 , x+2 , (−x1+1)+} достигает минимума ϕ∗
∞ = 0.5 в

точках множества X̄∞ = {x = [x1, x2] | x1 = 0.5, x2 ≤ 0.5}. Для точек (x∗∞)1 = [0.5, 0.2] ∈ X̄∞

и (x∗∞)2 = [0.5, 0] ∈ X̄∞ получим соответственно векторы (ξ∞)1 = [0.5, 0.2, 0.5] и (ξ∞)2 =
[0.5, 0, 0.5]. При этом X̄∞ ⊃ X(ξ∞)i

, i = 1, 2.
Задача определения ϕ∗

∞ при X = ∅ эквивалентна проблеме

min{σ | f+i (x) ≤ σ, i = 1,m} (31)
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нахождения чебышевского приближения (см. например, [8]) несовместной системы выпуклых
неравенств. Если положить ξ̄σ = [σ̄, . . . , σ̄] ∈ R

m
+ , где σ̄ — решение (31), то, очевидно, ξ̄σ = ξ∞,

причем X̄∞ = Xξ̄σ
.

Заметим, что использование в задаче (30) вектора ξ∞ с равными компонентами может быть
оправданным [9] при построении конкретных итерационных методов оптимальной коррекции
НЗ ВП. Поэтому далее будем считать, что в задаче (30) ξ∞ = ξ̄σ и Xξ̄σ

= {x | ϕ∞(x) ≤ σ̄}.
Задаче (30) поставим в соответствие проблему нахождения

min
x

{P ε
α(x, r) = f ε0 (x) + α‖x‖2 + rϕε

∞(x)}, (32)

где ϕε
∞(x) = max

1≤i≤m
f ε

+

i (x), f εi (x) удовлетворяют (8), α > 0, r > 0, ε ≥ 0.

Применяя схему доказательства леммы, легко показать, что задача (32) разрешима в неко-
торой точке x′s = x′(α, r, ε), s = [α, r, ε], α > 0, r > 0, ε ≥ 0.

Теорема 3. Пусть функция Лагранжа Lσ̄(x, λ) = f0(x) + λ(ϕ∞(x) − σ̄) для задачи (30)
имеет седловую точку [x̄∞, λ̄∞] в области R

n × R
1
+. Если в задаче (32) r ≥ r̄ = λ̄∞ + 1, то

справедливы оценки

ϕ∞(xs)− σ̄ ≤ α‖x̄∞‖2 + 2ε(r̄ + 1); (33)

|f0(xs)− f̄ | ≤ r̄(α‖x̄∞‖2 + 2ε(r̄ + 1)); (34)

‖xs‖2 ≤ ‖x̄∞‖2 + 2ε

α
(r̄ + 1). (35)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая, что |f+i (x) − f ε
+

i (x)| ≤ |fi(x) − f εi (x)| ≤ ε, ϕε
∞(x) ≤

ϕ∞(x) + ε (∀x), из неравенства P ε
α(x

′
s, r) ≤ P ε

α(x̄∞, r) получим

r(ϕ∞(x′s)− σ̄) ≤ f̄ − f0(x
′
s) + α‖x̄∞‖2 + 2ε(r + 1). (36)

По определению седловой точки имеем

f̄ − f0(x
′
s) ≤ λ̄∞(ϕ∞(x′s)− σ̄). (37)

Поэтому из неравенства (36) следует (r− λ̄∞)(ϕ∞(x′s)− σ̄) ≤ α‖x̄∞‖2 +2ε(r+1), что с учетом
условия r ≥ r̄ приводит к оценке (33).

Далее из (36) вытекает неравенство f0(x
′
s) − f̄ ≤ α‖x̄∞‖2 + 2ε(r + 1). Используя наряду с

этим оценки (37) и (33), приходим к (34).
Наконец, для получения (35) применим еще раз соотношение P ε

α(x
′
s, r) ≤ P ε

α(x̄∞, r). Имеем
α‖x′s‖ ≤ α‖x̄∞‖2 + r(σ̄ − ϕ∞(x′s)) + f̄ − f0(x

′
s) + 2ε(r + 1) ≤ α‖x̄∞‖2 + (r − λ̄∞)(σ̄ − ϕ∞(x′s)) +

2ε(r + 1) ≤ α‖x̄∞‖2 + 2ε(r + 1), т. е. справедлива оценка (35).
Теорема доказана.

Следствие 2. Пусть в задаче (32) параметры r, α, ε выбраны так, чтобы r ≥ r̄, α→ 0,
ε → 0, ε

α → 0. Тогда limx′s = ¯̄x∞, где ¯̄x∞ — нормальное решение задачи (30).

В самом деле, в силу (35) последовательность {x′s} ограничена при ε → 0, α→ 0, εα → 0,
r ≥ r̄. Обозначим через x̃ ее предельную точку. Из неравенства (33) следует ϕ∞(x̃) = σ̄, из
(34) и (35) — f0(x̃) ≤ f̄ , ‖x̃‖ ≤ ‖¯̄x∞‖. Таким образом, x̃ — решение (30) с минимальной нормой,
а единственность нормального решения влечет limx′s = ¯̄x∞.

В качестве последовательностей ε = εt, α = αt, удовлетворяющих условию данного след-
ствия, можно взять εt = εt0 (ε0 < 1), αt =

√
εt (t → ∞).

Значение σ̄ = ϕ∗
∞ в задаче (30) может не достигаться. Тогда по аналогии с (12), (13) будем

считать известной минимизирующую последовательность {xk} : ϕ∞(xk) ց inf
x
ϕ∞(x) = ϕ∗

∞

(k → ∞). Зафиксируем определенную точность ν > 0, и пусть номер k̄ таков, что

ϕ∞(xk)− ϕ∗
∞ ≤ ν (∀k ≥ k̄). (38)
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Положим ϕ∞(xk) = σk, ξ̄σk
= [σk, . . . , σk] ∈ R

m
+ . Образуем задачу

min
{

gα(x) | x ∈ Xξ̄σk

}

, (39)

gα(x) = f0(x) + α‖x‖2, α = ᾱ > 0, k ≥ k̄. Обозначим решение задачи (39) через x∗αk, g
∗
αk =

gα(x
∗
αk).

Поскольку последовательность ϕ∞(xk) монотонно убывает, то можно считать, что зада-
ча (39) удовлетворяет условию Слейтера: ∃x0 ∈ Xξ̄σk

: ϕ∞(x0) < σk. Поэтому функция Лагран-

жа для задачи (39) Lk
α(x, λ) = gα(x)+λ(ϕ∞(x)−σk) имеет седловую точку [x∗αk, λ

∗
αk] в области

R
n × R

1
+.

Теорема 4. Пусть в задаче (32) α = ᾱ > 0, параметр r выбран так, чтобы r ≥ r̄ =
λ∗αk(C + 1) + 2

C − 1 , где C = const, C > 1. Cправедливы оценки

{

(ϕε
∞(x′s)− σk)

+ ≤ Cε,

|gεα(x′s)− g∗αk| ≤ r̄ν + C1ε,
(40)

ν — из (38), C1 = C1(α, k) = max{λ∗αk(C + 1) + 1, r̄ + 3}.

Вывод оценок (40) проводится по схеме доказательства теоремы 3 и будет здесь опущен.
Оценки (40) могут служить указанием к выбору параметров ε, r, ν с тем, чтобы обеспечить

требуемую степень приближения для значения g∗αk.

Заключение

В работе рассматривались методы коррекции НЗ ВП, основанные на применении мето-
да Тихонова для регуляризации некорректных задач оптимизации. Исходной задаче ВП с
возможно несовместной системой ограничений ставится в соответствие аппроксимирующая
задача, полученная в результате коррекции вектора правых частей относительно минимума
некоторой векторной нормы. Исследуются два типа норм: евклидова и чебышевская. Каждый
тип нормы влечет соответствующий вид штрафной функции: евклидова — квадратичную,
чебышевская — точную штрафную функцию. Решение задачи минимизации этих штрафных
функций с добавленным квадратичным стабилизатором определяет два подхода к построению
методов оптимальной коррекции НЗ ВП. Для каждого подхода находятся условия сходимо-
сти метода и устанавливаются оценки качества сходимости к обобщенному решению исходной
задачи.

Отдельно рассматриваются ситуации, когда функции задачи заданы с некоторой погрешно-
стью, когда вектор оптимальной коррекции не достигается, когда откорректированная задача
не имеет решения. Показано, что в предлагаемых методах отражается специфика сходимости
соответствующих алгоритмов штрафных функций. Для квадратичного штрафа это неограни-
ченное возрастание штрафного коэффициента, а для точной штрафной функции — наличие
у этого коэффициента определенного порога, начиная с которого достигается требуемая точ-
ность метода.
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