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Пусть γ(ρ) — функция неотрицательная, измеримая, почти всюду отличная от нуля на (0, 1), у которой
произведение ργ(ρ) суммируемо на (0, 1). Обозначим через B = Bp,q

γ , 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q < ∞, пространство
аналитических в круге функций f, для которых суммируема на (0, 1) функция Mq

p (f, ρ)ργ(ρ), где Mq
p (f, ρ)

есть p-среднее значение f на окружности радиуса ρ; это пространство наделено нормой

‖f‖Bp,q

γ
= ‖Mp(f, ·)‖Lq

ργ(ρ)
(0,1) .

В случае q = ∞ пространство B = Bp,∞
γ отождествляется с пространством Харди Hp. С помощью

оператора L, заданного на аналитических в единичном круге функциях f(z) =
∑

∞

k=0 ckz
k равенством

Lf(z) =
∑

∞

k=0 lkckz
k, определим класс

LBp,q
γ (N) := {f : ‖Lf‖Bp,q

γ
≤ N}, N > 0.

Для пары таких операторов L и G при некоторых ограничениях исследованы три экстремальные задачи.

(1) Найдено наилучшее приближение класса LBp1,q1
γ (1) классом GBp3,q3

γ (N) по норме пространства
Bp2,q2

γ при 2 ≤ p1 ≤ ∞, 1 ≤ p2 ≤ 2, 1 ≤ p3 ≤ 2, 1 ≤ q1 = q2 = q3 ≤ ∞ и qs = 2 или ∞.

(2) Найдено наилучшее приближение оператора L множеством L(N), N > 0, линейных ограниченных
операторов из Bp1,q1

γ в Bp2,q2
γ c нормой, не превосходящей N, на классе GBp3,q3

γ (1) при 2 ≤ p1 ≤ ∞,
1 ≤ p2 ≤ 2, 2 ≤ p3 ≤ ∞, 1 ≤ q1 = q2 = q3 ≤ ∞ и qs = 2 или ∞.

(3) Получены оценки модуля непрерывности оператора L на классе GBp3,q3
γ (1), а в гильбертовом слу-

чае — его точное значение.

Ключевые слова: пространства Харди и Бергмана; наилучшее приближение класса классом; наилучшее
приближение неограниченного оператора ограниченными; модуль непрерывности оператора.

R.R.Akopyan, M. S. Saidusainov. Three extremal problems in the Hardy and Bergman spaces

of functions analytic in a disk.

Let a nonnegative measurable function γ(ρ) be nonzero almost everywhere on (0, 1), and let the product
ργ(ρ) be summable on (0, 1). Denote by B = Bp,q

γ , 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q < ∞, the space of functions f analytic in
the unit disk for which the function Mq

p (f, ρ)ργ(ρ) is summable on (0, 1), where Mq
p (f, ρ) is the p-mean of f on

the circle of radius ρ; this space is equipped with the norm

‖f‖Bp,q

γ
= ‖Mp(f, ·)‖Lq

ργ(ρ)
(0,1).

In the case q = ∞, the space B = Bp,∞
γ is identified with the Hardy space Hp. Using an operator L given by

the equality Lf(z) =
∑

∞

k=0 lkckz
k on functions f(z) =

∑
∞

k=0 ckz
k analytic in the unit disk, we define the class

LBp,q
γ (N) := {f : ‖Lf‖Bp,q

γ
≤ N}, N > 0.

For a pair of such operators L and G, under some constraints, the following three extremal problems are solved.

(1) The best approximation of the class LBp1,q1
γ (1) by the class GBp3,q3

γ (N) in the norm of the space Bp2,q2
γ

is found for 2 ≤ p1 ≤ ∞, 1 ≤ p2 ≤ 2, 1 ≤ p3 ≤ 2, 1 ≤ q1 = q2 = q3 ≤ ∞, and qs = 2 or ∞.

(2) The best approximation of the operator L by the set L(N), N > 0, of linear bounded operators from
Bp1,q1

γ to Bp2,q2
γ with the norm not exceeding N on the class GBp3,q3

γ (1) is found for 2 ≤ p1 ≤ ∞, 1 ≤ p2 ≤ 2,
2 ≤ p3 ≤ ∞, 1 ≤ q1 = q2 = q3 ≤ ∞, and qs = 2 or ∞.

(3) Bounds for the modulus of continuity of the operator L on the class GBp3,q3
γ (1) are obtained, and the

exact value of the modulus is found in the Hilbert case.

Keywords: Hardy and Bergman spaces, best approximation of a class by a class, best approximation of an
unbounded operator by bounded operators, modulus of continuity of an operator.
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1. Введение

В данной статье рассматривается несколько взаимосвязанных экстремальных задач во мно-
жестве A аналитических функций в единичном круге комплексной плоскости. Для функции
f ∈ A через Mp(f, ρ), 1 ≤ p ≤ ∞, 0 ≤ ρ < 1, обозначим p-среднее значение функции f на
окружности радиуса ρ :

Mp(f, ρ) :=















(

1

2π

2π
∫

0

|f(ρeit)|pdt
)1/p

, 1 ≤ p < ∞,

sup{|f(z)| : |z| = ρ}, p = ∞.

(1.1)

Хорошо известно, что p-среднее, определенное равенством (1.1), не убывает по параметру p,
1 ≤ p ≤ ∞, и не убывает по ρ, 0 ≤ ρ < 1 [7, гл. 6, § 3, с. 310]. При p = 2 справедливо равенство

M2(f, ρ) =
(

∞
∑

n=0

|cn|2ρ2n
)1/2

, f(z) =

∞
∑

n=0

cnz
n.

Пусть γ(ρ) — весовая функция на (0, 1), т. е. функция неотрицательная, измеримая, по-
чти всюду отличная от нуля на (0, 1), у которой произведение ργ(ρ) суммируемо на (0, 1).
Рассмотрим множество B = Bp,q

γ , 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q < ∞, аналитических в круге функций
f ∈ A, для которых функция M q

p (f, ρ)ργ(ρ) является суммируемой на (0, 1). Множество Bp,q
γ

есть банахово пространство с нормой

‖f‖Bp,q
γ

= ‖Mp(f, ·)‖Lq

ργ(ρ)
(0,1) =

(

1
∫

0

M q
p (f, ρ)ργ(ρ)dρ

)1/q

. (1.2)

В случае q = p пространство Bp,q
γ = Bp

γ является пространством Бергмана c (радиальным)
весом γ.

В случае q = ∞, 1 ≤ p ≤ ∞, пространство Bp,∞
γ естественно отождествить с пространством

Харди Hp аналитических в единичном круге функций f, для которых функция Mp(f, ρ) яв-
ляется ограниченной на (0, 1) или, что то же самое, имеет конечный предел при ρ → 1 − 0;
пространство Харди Hp наделено нормой

‖f‖Hp = ‖Mp(f, ·)‖L∞(0,1) = sup
0<ρ<1

(

1

2π

2π
∫

0

|f(ρeit)|pdt
)1/p

.

Подробную информацию о пространствах функций, аналитических в круге, и их обобще-
ниях можно найти в обзорной работе [12].

С помощью аналитической в единичном круге функции

L(z) =

∞
∑

k=0

lkz
k

определим во множестве A аналитических в круге функций оператор “свертки” L формулой

Lf(z) =

∞
∑

k=0

lkckz
k, f(z) =

∞
∑

k=0

ckz
k. (1.3)
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Пусть N(L) := {k ∈ Z+ : lk 6= 0} есть множество номеров ненулевых коэффициентов опера-
тора L. В данной статье будут рассматриваться операторы, у которых N(L) — множество
номеров, начиная с некоторого номера n(L), так что n(L) является наименьшим номером k,
для которого lk 6= 0. Согласно этим предположениям ядро оператора L есть множество Pn(L)−1

алгебраических многочленов степени, меньшей n(L).
Примерами операторов вида (1.3) являются операторы дифференцирования

(Dnf)(z) = znf (n)(z) =

∞
∑

k=n

k!

(n− k)!
ckz

k, (1.4)

(Dnf)(z) =
dn

dtn
f(z) =

∞
∑

k=1

(ik)n ckz
k, z = ρeit. (1.5)

Для числа N > 0 и оператора L вида (1.3) выделим класс LB(N) аналитических в круге
функций f, удовлетворяющих условию Lf ∈ B и неравенству ‖Lf‖B ≤ N. В случае, когда
N = 1, будем использовать обозначение LB := LB(1).

В настоящей статье будут исследоваться три экстремальные задачи для тройки пространств
аналитических функций Bs = B

ps,qs

γ , s = 1, 2, 3, и операторов вида (1.3).
Первой из них является задача вычисления величины

E(N) = E(LB1, GB3(N))B2 := sup
f∈LB1

inf
ϕ∈GB3(N)

‖f − ϕ‖B2 , N > 0, (1.6)

наилучшего приближения класса LB1 классом GB3(N), определяемых операторами L и G
вида (1.3), по норме пространства B2.

Вторая рассматриваемая задача — задача о модуле непрерывности оператора L из B1 в B2

на классе GB3. Модулем непрерывности оператора L будем называть функцию переменной
δ > 0, определяемую равенством

ω(δ) = ω(δ;L,GB3)B2 := sup {‖Lf‖B2 : f ∈ GB3, ‖f‖B1 ≤ δ} . (1.7)

Из определения (1.7) модуля непрерывности для функций f ∈ B1, для которых Gf ∈ B3,
следует точное неравенство

‖Lf‖B2 ≤ ‖Gf‖B3 ω
( ‖f‖B1

‖Gf‖B3

)

. (1.8)

Если для пары операторов L и G имеет место (мультипликативное) неравенство колмогоров-
ского типа, т. е. неравенство

‖Lf‖B2 ≤ C ‖f‖αB1
‖Gf‖1−α

B3
, (1.9)

C = C(L,G,B1,B2,B3), α = α(L,G,B1,B2,B3), 0 < α < 1,

то для модуля непрерывности справедлива оценка сверху

ω(δ) ≤ C δα.

Таким образом, неравенство (1.8) является уточнением неравенства (1.9).
Ряд неравенств вида (1.9) для операторов дифференцирования и дифференцирования по

аргументу (1.5) в пространствах B2 и B2
γ получены в последнее время в работах С.Б.Вакарчу-

ка, М.Б.Вакарчука, М.Ш.Шабозова, М.С.Саидусайнова, (см. [4–6; 8; 11] и приведенную там
библиографию).

Третьей является задача наилучшего приближения оператора L линейными ограниченны-
ми операторами на классе Q = GB3. Обозначим через L(N) = L(N)B1→B2 , N > 0, множество
линейных ограниченных операторов из B1 в B2, норма которых не превосходит N. Для опера-
тора T ∈ L(N) величина

U(T ) := sup {‖Lf − Tf‖B2 : f ∈ GB3}
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Т а б л и ц а

B1 B2 B3 ak bk ωk δk

Bp1,q
γ Bp2,q

γ Bp3,q
γ |lk|−1 |gk|−1 |lk| |gk|−1 |gk|−1

Hp1 Bp2,2
γ Hp3 |lk|−1m

1/2
2k+1 |gk|−1m

1/2
2k+1 |lk| |gk|−1m

1/2
2k+1 |gk|−1

Bp1,2
γ Hp2 Bp3,2

γ |lk|−1m
−1/2
2k+1 |gk|−1m

−1/2
2k+1 |lk| |gk|−1m

−1/2
2k+1 |gk|−1

Bp1,2
γ Bp2,2

γ Hp3 |lk|−1 |gk|−1m
1/2
2k+1 |lk| |gk|−1m

1/2
2k+1 |gk|−1m

1/2
2k+1

Bp1,2
γ Hp2 Hp3 |lk|−1m

−1/2
2k+1 |gk|−1 |lk| |gk|−1 |gk|−1m

1/2
2k+1

Hp1 Hp2 Bp3,2
γ |lk|−1 |gk|−1m

−1/2
2k+1 |lk| |gk|−1m

−1/2
2k+1 |gk|−1m

−1/2
2k+1

Hp1 Bp2,2
γ Bp3,2

γ |lk|−1m
1/2
2k+1 |gk|−1 |lk| |gk|−1 |gk|−1m

−1/2
2k+1

является уклонением оператора T от оператора L на классе Q = GB3. Соответственно

E(N) := inf {U(T ) : T ∈ L(N)} (1.10)

есть величина наилучшего приближения оператора L множеством линейных ограниченных
операторов L(N) на классе GB3.

Задача (1.10) является конкретным вариантом задачи наилучшего приближения оператора
линейными ограниченными операторами (задачи Стечкина). Историю исследования задачи
Стечкина и взаимосвязанных экстремальных задач, в том числе задач о модуле непрерывности
(неравенстве Колмогорова), и приближения одного класса функций другим можно найти в
обзорной работе [2] (см. также [3] и приведенную там библиографию). Представим здесь лишь
следующий результат, частный случай более общего утверждения C.Б.Стечкина (1965–1967)
[9] (см. также [2, теорема 1.1]) о взаимосвязи задач (1.7) и (1.10). Имеют место следующие два
неравенства:

E(N) ≥ sup {ω(δ)−Nδ : δ > 0} , N > 0,

ω(δ) ≤ inf {E(N) +Nδ : N > 0} , δ > 0. (1.11)

Задача Стечкина и задача о модуле непрерывности оператора взаимосвязаны и с задачей
наилучшего приближения одного класса другим [1] (см. также [2]); эта взаимосвязь в данной
работе не используется.

Отправной точкой нашего исследования являются два утверждения Л.В.Тайкова (1967),
полученные в работе [10] в теоремах 3 и 4, где даны решения задач (1.6) и (1.10) для опе-
раторов дифференцирования (1.4) и тройки пространств Bs = Hps , s = 1, 2, 3, 2 ≤ p1 ≤ ∞,
1 ≤ p2 ≤ 2, 1 ≤ p3 ≤ 2. В настоящей статье будут использоваться идеи работы [10] и взаи-
мосвязь задач (1.11). Мы получим решения задач (1.6), (1.10) и исследуем задачу (1.7) для
троек пространств Bs, s = 1, 2, 3, в случаях, описанных в первых трех столбцах приведенной
выше таблицы. Решения задач будут выписано в терминах последовательностей A, B, W и D,
элементы которых, соответственно ak, bk, ωk и δk, также описаны в ней.

2. Вспомогательные утверждения

В этом разделе будут вычислены нормы оператора вида (1.3)

N (L, p1, q1, p2, q2, γ) := ‖L‖Bp1,q1
γ →B

p2,q2
γ

при некоторых, нужных нам в дальнейшем, значениях параметров. Обозначим через ms сте-
пенной момент весовой функции γ порядка s, т. е. величину, определяемую равенством

ms = ms(γ) :=

1
∫

0

γ(ρ)ρs dρ.
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Ясно, что ms(γ) убывает по s. При этом если функция γ ограниченная и отделена от нуля,
т. е.

∃c2>c1>0 : ∀ρ∈(0,1) c1 ≤ γ(ρ) ≤ c2,

то для произвольного s ≥ 0 справедливо неравенство

c1
s+ 1

≤ ms(γ) ≤
c2

s+ 1
.

Через ηs,q будем обозначать норму степенной функции zs в пространстве Bp,q
γ ; имеем

ηs,q = ηs,q(γ) := ‖zs‖Bp,q
γ

=

{

m
1/q
qs+1, 1 ≤ q < ∞,

1, q = ∞.

Лемма 1. При 2 ≤ p1 ≤ ∞, 1 ≤ p2 ≤ 2, 1 ≤ q ≤ ∞ справедливы равенства

N (L, p1, q, p2, q, γ) = sup{|lk| : k ∈ Z+}, (2.1)

N (L, p1, 2, p2,∞, γ) = sup{|lk|m1/2
2k+1 : k ∈ Z+}, (2.2)

N (L, p1,∞, p2, 2, γ) = sup{|ln|m−1/2
2k+1 : k ∈ Z+}. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нужные оценки снизу норм оператора дают функции fk(z) =
η−1
k,q1

zk. Получим такие же оценки сверху, а следовательно — точные значения норм.
В обоснование (2.1) оценку сверху нормы оператора выводим из следующей цепочки соот-

ношений:

‖Lf‖Bp2,q
γ

≤ ‖Lf‖B2,q
γ

=

(

1
∫

0

(

∞
∑

k=0

|lk|2 |ck|2 ρ2k
)q/2

ργ(ρ) dρ

)1/q

≤ sup{|lk| : k ∈ Z+}
(

1
∫

0

(

∞
∑

k=0

|ck|2 ρ2k
)q/2

ργ(ρ) dρ

)1/q

= sup {|lk| : k ∈ Z+} ‖f‖B2,q
γ

≤ sup{|lk| : k ∈ Z+} ‖f‖Bp1,q
γ

.

Оценку сверху для доказательства равенства (2.2) получим следующим образом:

‖Lf‖
B

p2,2
γ

≤ ‖Lf‖B2,2
γ

=

(

1
∫

0

(

∞
∑

k=0

|lk|2 |ck|2 ρ2k+1 γ(ρ)
)

dρ

)1/2

=
(

∞
∑

k=0

|lk|2 |ck|2 m2k+1

)1/2
≤ sup

{

|lk|m1/2
2k+1 : k ∈ Z+

}

(

∞
∑

k=0

|ck|2
)1/2

= sup
{

|lk|m1/2
2k+1 : k ∈ Z+

}

‖f‖B2,∞
γ

≤ sup
{

|lk|m1/2
2k+1 : k ∈ Z+

}

‖f‖Bp1,∞
γ

.

Наконец, оценка сверху при доказательстве равенства (2.3) такова:

‖Lf‖Bp2,∞
γ

≤ ‖Lf‖
B2,∞

γ
=

(

∞
∑

k=0

|lk|2 |ck|2
)1/2

≤ sup
{

|lk|m−1/2
2k+1 : k ∈ Z+

}

(

∞
∑

k=0

|ck|2 m2k+1

)1/2

= sup
{

|lk|m−1/2
2k+1 : k ∈ Z+

}

‖f‖
B2,2

γ
≤ sup

{

|lk|m−1/2
2k+1 : k ∈ Z+

}

‖f‖
B

p1,2
γ

.

Лемма 1 доказана.
Для двух последовательностей, A = {ak}k≥n и B = {bk}k≥n, n ∈ Z+, определим числовую

последовательность N(A,B) = {Nk}k≥n, элементы которой задаются равенствами

Nk :=
ak − ak+1

bk − bk+1
, k ≥ n. (2.4)

В дальнейшем нам потребуется следующее утверждение.
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Лемма 2. Пусть A и B — убывающие последовательности положительных чисел, а

последовательность N(A,B) не убывает. Тогда для любого Nn−1, 0 ≤ Nn−1 ≤ Nn, функция µ
переменой N, определенная при N ∈ [Nn−1,+∞) равенством

µ(N) = µ(N ;A,B) := max {ak −N bk : k ≥ n} ,

является непрерывной кусочно линейной и для нее справедливо равенство

µ(N) = ak −N bk, N ∈ [Nk−1, Nk], κ ≥ n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим линейные функции µj(N) := aj − N bj , j ≥ n. В
точках Nj значения функций µj и µj+1 равны: µj(Nj) = µj+1(Nj). Из условия убывания
последовательности A следует, что µj(N) > µj+1(N), если N < Nj , и µj(N) < µj+1(N),
если N > Nj . Отсюда для произвольного k ≥ n, используя монотонность последовательности
N(A,B), индукцией по j получим: для любого j < k и N > Nk−1 справедливо неравенство
µj(N) < µk(N); для любого j > k и N < Nk — неравенство µj(N) < µk(N). Таким образом,
при N ∈ [Nk−1, Nk] для всех j ≥ n, j 6= k имеем µj(N) < µk(N). Лемма 2 доказана.

Отметим, что в условиях леммы 2 последовательность {ak/bk}k≥n не убывает и последо-
вательность A является выпуклой относительно последовательности B, т. е.

bk − bk+1

bk−1 − bk+1
ak−1 +

bk−1 − bk
bk−1 − bk+1

ak+1 ≤ ak, k ≥ n+ 1.

В дальнейшем будем считать, что справедливы условия

lim
k→+∞

bk = 0, lim
k→+∞

Nk = +∞.

В случае Nn−1 > 0 примем, что значение функции µ на (0, Nn−1) равно +∞.
Определим кусочно линейную функцию ξ положительной переменной δ равенством

ξ(δ) = ξ(δ;A,B) :=

{

ak +Nk(δ − bk), δ ∈ [bk+1, bk], k ≥ n,
an +Nn−1(δ − bn), δ ≥ bn,

(2.5)

в котором последовательность N(A,B) = {Nk}k≥n−1 определена в (2.4). Имеет место следую-
щее утверждение, связывающее функции µ(N ;A,B) и ξ(δ;A,B).

Лемма 3. В условиях леммы 2 справедливы равенства

sup {ξ(δ) −Nδ : δ > 0} = µ(N), (2.6)

inf {µ(N) +Nδ : N > 0} = ξ(δ). (2.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольного N > 0 функция ξ(δ) − Nδ переменной δ
является кусочно линейной, следовательно,

sup {ξ(δ) −Nδ : δ > 0} = sup {ξ(bk)−Nbk : k ≥ n} = sup {ak −Nbk : k ≥ n} .

Теперь равенство (2.6) вытекает из леммы 2.
Так же для произвольного δ > 0 функция µ(N)+Nδ является кусочно линейной, и, значит,

имеет место равенство

inf {µ(N) +Nδ : N > 0} = inf {µ(Nk) +Nkδ : k ≥ n− 1} = inf {ak +Nk(δ − bk) : k ≥ n− 1} .

При вычислении последней нижней грани, проводя рассуждения, аналогичные доказательству
леммы 2, получим равенство (2.7). Лемма 3 доказана.
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3. Приближение класса классом

Пусть L,G — пара линейных операторов вида (1.3), определяемых аналитическими в еди-
ничном круге функциями

L(z) =

∞
∑

k=n(L)

lkz
k, G(z) =

∞
∑

k=n(G)

gkz
k. (3.1)

Будем предполагать, что ядро оператора G содержит ядро оператора L, т. е. выполняется усло-
вие n(G) ≥ n(L). Обозначим A := {ak}k≥n и B := {bk}k≥n, n = n(G), — последовательности с
элементами

ak := |lk|−1 η−1
k,q1

ηk,q2, bk := |gk|−1 η−1
k,q3

ηk,q2; (3.2)

вид ak и bk для рассматриваемых случаев пространств приведен в таблице на с. 25. В этой
части статьи в определении функции µ(N ;A,B) считаем Nn−1 = 0.

Теорема 1. Пусть 2 ≤ p1 ≤ ∞, 1 ≤ p2 ≤ 2, 1 ≤ p3 ≤ 2, 1 ≤ q ≤ ∞, N > 0 и последова-

тельности A и B убывают к нулю, а N(A,B) не убывает и неограниченная. Тогда в случаях

пространств Bν , ν = 1, 2, 3, описанных в таблице на с. 25, для значения величины (1.6) наи-

лучшего приближения класса классом справедливы равенства

E(LB1, GB3(N))B2 = max {ak −N bk : k ≥ n(G)} = µ(N ;A,B).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для оценки снизу рассмотрим функцию f(z) = αzk, где k ≥
n(G). При таком выборе k значения gk и, следовательно, lk отличны от нуля. В случае α =
|lk|−1η−1

k,q1
функция f принадлежит классу LBp1,q1

γ . Действительно, имеет место равенство

‖Lf‖Bp1,q1
γ

= ‖lkαzk‖Bp1,q1
γ

= α|lk|‖zk‖Bp1,q1
γ

= 1.

Элементом наилучшего приближения функции f(z) = αzk классом GBp3,q3
γ (N) является функ-

ция вида ϕ0(z) = Czk, C > 0. Для того чтобы ϕ0 принадлежала классу GBp3,q3
γ (N), необходимо

и достаточно выполнение неравенства

‖Gϕ0‖Bp3,q3
γ

= ‖gkCzk‖Bp3,q3
γ

= C|gk|ηk,q3 ≤ N.

Соответственно наилучшее приближение вычисляется следующим образом:

inf
{
∥

∥αzk − Czk
∥

∥

B
p2,q2
γ

: C ≤ N |gk|−1η−1
k,q3

}

= max
{

0, |lk|−1η−1
k,q1

−N |gk|−1η−1
k,q3

}

ηk,q2,

откуда получаем оценку снизу величины (1.6):

E(LBp1,q1
γ , GBp3,q3

γ (N))Bp2,q2
γ

≥ max
{

|lk|−1η−1
k,q1

ηk,q2 −N |gk|−1η−1
k,q3

ηk,q2
}

,

где максимум берется по номерам k, для которых справедливо неравенство

|lk|−1|gk|η−1
k,q1

ηk,q3 > N. (3.3)

Заметим, что если максимум брать по всем номерам k ≥ n, то его величина не изменится.
Тогда по лемме 2 в рассматриваемых случаях эта величина равна µ(N ;A,B).

Для оценки сверху достаточно для произвольной функции f ∈ LBp1,q1
γ получить оценку

сверху ее наилучшего приближения классом GBp3,q3
γ (N) по норме пространства Bp2,q2

γ . Рас-
смотрим линейный метод приближения Λ, определяемый равенством

Λf(z) =

∞
∑

k=0

λkckz
k, f(z) =

∞
∑

k=0

ckz
k,
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в котором множители λk выберем следующим образом: λk = N |lk| |gk|−1 ηk,q1η
−1
k,q3

, если справед-
ливо неравенство (3.3), и λk = 1 для номеров k, для которых (3.3) не выполняется. Убедимся,
что функция Λf принадлежит классу GBp3,q3

γ (N). Действительно, если f ∈ LBp1,q1
γ , то для

рассматриваемого случая пространств из леммы 1 получаем неравенство

‖GΛf‖Bp3,q3
γ

=
∥

∥

∥

∞
∑

k=n

(gkλkl
−1
k )lkckz

k
∥

∥

∥

B
p3,q3
γ

≤ sup
{

|λkgkl
−1
k |ηk,q3η−1

k,q1
: k ≥ n

}

‖Lf‖Bp1,q1
γ

≤ N.

Так же, используя лемму 1, оценим уклонение

‖f −Λf‖Bp2,q2
γ

=
∥

∥

∥

∞
∑

k=n

1− λk

lk
lkckz

k
∥

∥

∥

B
p2,q2
γ

= max
{

|lk|−1η−1
k,q1

ηk,q2 −N |gk|−1η−1
k,q3

ηk,q2
}

‖Lf‖Bp1,q1
γ

,

где максимум берется по номерам k, для которых справедливо неравенство (3.3) или, что то
же самое, по k ≥ n. Соответственно по лемме 2 получаем оценку сверху

E(LBp1,q1
γ , GBp3,q3

γ (N))Bp2,q2
γ

≤ µ(N ;A,B).

Оценки снизу и сверху совпали. Теорема доказана.

4. Модуль непрерывности оператора и задача Стечкина

Пусть L,G — пара линейных операторов вида (1.3), определяемых функциями (3.1). В этой
части статьи будем использовать следующие обозначения:

ϕk(z) := g−1
k η−1

k,q3
zk, k ≥ n, n = n(G); (4.1)

W := {ωk}k≥n и D := {δk}k≥n — последовательности с элементами

ωk := ‖Lϕk‖Bp2,q2
γ

= |lk| |gk|−1 η−1
k,q3

ηk,q2 , δk := ‖ϕk‖Bp1,q1
γ

= |gk|−1 η−1
k,q3

ηk,q1 ; (4.2)

вид ωk и δk для рассматриваемых случаев пространств приведен в таблице на с. 25. Соответ-
ственно элементы последовательности N(W,D) и число Nn−1 задаются равенствами

Nk =
ωk − ωk+1

δk − δk+1
, k ≥ n; Nn−1 := |ln−1| η−1

n−1,q1
ηn−1,q2 .

Рассмотрим оператор T0 = T0[L,N ] вида (1.3), определяемый функцией T0(z) :=

∞
∑

k=n(L)

τkz
k

по формулам

(T0f)(z) =

∞
∑

k=n(L)

τkckz
k, f(z) =

∞
∑

k=0

ckz
k, (4.3)

|τk| := min
{

|lk|, N ηk,q1 η
−1
k,q2

}

, arg τk := arg lk. (4.4)

В частности если |lk| ≤ N ηk,q1 η
−1
k,q2

, то τk = lk.

Теорема 2. Пусть 2 ≤ p1 ≤ ∞, 1 ≤ p2 ≤ 2, 2 ≤ p3 ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, N > 0 и после-

довательности W и D убывают к нулю, а N(W,D) не убывает и неограниченная. Тогда в

случаях пространств Bs, s = 1, 2, 3, описанных в таблице на с. 25, для наилучшего прибли-

жения (1.10) оператора L линейными ограниченными операторами L(N) на классе Q = GB3

справедливы равенства

E(N) = max {ωk −N δk : k ≥ n(G)} = µ(N ;W,D).

Оператором наилучшего приближения является оператор T0 = T0[L,N ], задаваемый равен-

ствами (4.3), (4.4).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Вначале отметим, что в случае, когда ядро оператора L не
содержит ядро оператора G, т.е. n(L) < n(G), для значений параметра N, 0 < N < Nn−1,
уклонение U(T ) = +∞ для любого T ∈ L(N), следовательно, E(N) = +∞.

Получим оценку сверху наилучшего приближения при N ≥ Nn−1. Рассмотрим оператор T0,
определяемый равенствами (4.3), (4.4). Для рассматриваемых случаев пространств по лемме 1
получим неравенство ‖T0‖B1→B2 ≤ N, т.е. T0 ∈ L(N). Оценим уклонение оператора T0 от
оператора L. Справедливо представление Lf − T0f = S(Gf), в котором оператор S имеет

вид (1.3) и определяется функцией S(z) :=

∞
∑

k=n

lk − τk
gk

zk. Используя определение оператора T0,

леммы 1 и 2, для уклонения выводим оценку

‖Lf − T0f‖Bp2,q2
γ

≤ ‖S‖Bp3,q3
γ →B

p2,q2
γ

‖Gf‖Bp3,q3
γ

= max
{
∣

∣

∣

lk − τk
gk

∣

∣

∣
η−1
k,q3

ηk,q2 : k ≥ n
}

‖Gf‖Bp3,q3
γ

= max {ωk −Nδk : k ≥ n} ‖Gf‖Bp3,q3
γ

= µ(N ;W,D) ‖Gf‖Bp3 ,q3
γ

.

Отсюда следует оценка сверху величины наилучшего приближения E(N) ≤ µ(N ;W,D).
Для получения оценки снизу рассмотрим функции ϕk, определенные равенствами (4.1).

Для произвольного k, k ≥ n, функции ϕk принадлежат классу GBp3,q3
γ , поэтому из определения

наилучшего приближения (1.10) следует

E(N) ≥ sup
k≥n

inf
T∈L(N)

{

‖Lϕk − Tϕk‖Bp2,q2
γ

}

= sup {ωk −Nδk : k ≥ n} .

Теперь по лемме 2 имеем оценку снизу E(N) ≥ µ(N ;W,D). Теорема доказана.

В следующем утверждении в случаях, описанных в таблице на с. 25, будут получены оценки
сверху величины модуля непрерывности (1.7) и точное значение в некоторых точках.

Следствие. В условиях теоремы 2 для модуля непрерывности (1.7) оператора L на клас-

се GB3 справедливо неравенство

ω(δ) ≤ ξ(δ;W,D), δ > 0, (4.5)

где функция l определяется равенством (2.5). При этом ω(δk) = ωk, k ≥ n, и в данном случае

экстремальными функциями в (1.7) являются ϕk, заданные равенствами (4.1). Если n(L) =
n(G), то ω(δ) = ωn, δ ≥ δn.

Д о к а з а т е л ь с т в о этого утверждения непосредственно вытекает из теоремы 2, нера-
венства (1.11) и равенства (2.7) леммы 3.

Далее для значений qs = 2 или ∞ будут улучшена оценка (4.5) величины модуля непрерыв-
ности (1.7) и получено точное значение в случаях гильбертовых пространств, т.е. при ps = 2.
Введем обозначения: W 2 := {ω2

k}k≥n и D2 := {δ2k}k≥n, где ωk, δk определены в (4.2).

Теорема 3. Пусть 2 ≤ p1 ≤ ∞, 1 ≤ p2 ≤ 2, 2 ≤ p3 ≤ ∞, qs = 2 или ∞ и δ > 0; после-

довательности W 2 и D2 убывают к нулю, а N(W 2,D2) не убывает и неограниченная. Тогда

в случаях пространств Bs, s = 1, 2, 3, описанных в таблице на с. 25, для модуля непрерывно-

сти (1.7)оператора L на классе Q = GB3 справедливо неравенство

ω(δ) ≤ ξ1/2(δ2;W 2,D2). (4.6)

При ps = 2, s = 1, 2, 3, неравенство (4.6) является равенством.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала рассмотрим случай, когда пространства Bs = Bps,qs
γ ,

s = 1, 2, 3, являются гильбертовыми, т. е. когда ps = 2, qs = 2 или ∞, s = 1, 2, 3. В этом случае
справедливы равенства

‖f‖2B1
=

∞
∑

k=0

|ck|2η2k,q1 , ‖Lf‖2B2
=

∞
∑

k=0

|lk|2|ck|2η2k,q2 , ‖Gf‖2B3
=

∞
∑

k=0

|gk|2|ck|2η2k,q3
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и, следовательно, для модуля непрерывности (1.7) верно равенство

ω2(δ) = max
{

∞
∑

k=0

|lk|2η2k,q2 xk :
∞
∑

k=0

|gk|2η2k,q3 xk ≤ 1,
∞
∑

k=0

η2k,q1 xk ≤ δ2, xk ≥ 0
}

. (4.7)

Задача в правой части равенства (4.7) является задачей линейного программирования. Когда
параметр δ удовлетворяет условию δk+1 ≤ δ ≤ δk, максимум достигается в точке

xk = η−2
k,q1

δ2k(δ
2 − δ2k+1)

δ2k − δ2k+1

, xk+1 = η−2
k+1,q1

δ2k+1(δ
2
k − δ2)

δ2k − δ2k+1

, xj = 0, j 6= k, k + 1.

Отсюда следует, что ω(δ) = ξ1/2(δ2;W 2,D2). Верхняя грань в (1.7) достигается на функциях
fδ(z) = ε1

√
xkz

k + ε2
√
xk+1z

k+1, |ε1| = |ε2| = 1.
Теперь для произвольных 2 ≤ p1 ≤ ∞, 1 ≤ p2 ≤ 2, 2 ≤ p3 ≤ ∞ и qs = 2 или ∞, s =

1, 2, 3, неравенство (4.6) вытекает из монотонности p-средних (1.1) аналитических функций на
окружности. Теорема доказана.
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