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Рассматривается одна из труднорешаемых задач разбиения конечного множества точек евклидова
пространства на два кластера. Критерием решения является минимум суммы по обоим кластерам взве-
шенных сумм квадратов внутрикластерных расстояний от элементов кластеров до их центров. Центр
одного из кластеров неизвестен и определяется как точка пространства, равная среднему значению эле-
ментов этого кластера (т. е. равная центроиду этого кластера). Центр другого кластера фиксирован в
начале координат. Весовые множители для обеих внутрикластерных сумм заданы на входе. Предложен
алгоритм приближенного решения задачи, основанный на адаптивном сеточном подходе поиска центра
оптимального кластера. Показано, что алгоритм является полностью полиномиальной приближенной схе-
мой (FPTAS) в случае фиксированной размерности пространства. В случае, когда размерность простран-
ства не фиксирована, но ограничена медленно растущей функцией от мощности входного множества,
алгоритм реализует полиномиальную аппроксимационную схему (PTAS).
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Введение

Предметом настоящего исследования является задача взвешенного разбиения конечного
множества точек евклидова пространства на два кластера с фиксированным центром одного
из кластеров. Цель исследования — обоснование аппроксимационной схемы.

Исследование мотивировано слабой изученностью рассматриваемой задачи в алгоритмиче-
ском плане и актуальностью ее приложений, таких как статистические проблемы совместного
оценивания и проверки гипотез по неоднородным выборкам, проблемы кластерного анализа
данных, проблемы интерпретации данных и др.

Статья развивает результаты из [1–3] по построению аппроксимационных схем и имеет сле-
дующую структуру. В разд. 1 приведены формулировка задачи, ее интерпретации и примеры
приложений. Там же приведены основные известные результаты и анонсированы полученные
алгоритмические результаты. В разд. 2 сформулированы и доказаны геометрические утвер-
ждения, обеспечивающие установление оценок качества (точности и временной сложности)

1Работа выполнена при поддержке РНФ (проект 16-11-10041).
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предложенного алгоритма. В разд. 3 приведено описание алгоритма и показано, что при фик-
сированной размерности пространства он реализует полностью полиномиальную приближен-
ную схему (FPTAS). Наконец, в разд. 4. предложена ускоренная модификация алгоритма и
показано, что ускоренный алгоритм реализует полиномиальную приближенную схему (PTAS)
в случае, когда размерность пространства является медленно растущей функцией от мощности
входного множества.

1. Формулировка, интерпретация и приложения задачи, известные

и полученные результаты

Всюду далее R — множество вещественных чисел, R+ — множество положительных ве-
щественных чисел, Z — множество целых чисел, ‖ · ‖ — евклидова норма, 〈·, ·〉 — скалярное
произведение.

Рассматривается следующая задача.

З а д а ч а Weighted variance-based 2-clustering with given center. Дано: N -элементное мно-
жество Y точек из R

q, натуральное число M ≤ N и два вещественных числа w1 > 0 и w2 ≥ 0.
Найти: разбиение множества Y на два кластера C и Y \ C такое, что

F (C) = w1

∑

y∈C

‖y − y(C)‖2 + w2

∑

y∈Y\C

‖y‖2 −→ min, (1.1)

где y(C) = 1

|C|
∑

y∈C
y — геометрический центр (центроид) кластера C при ограничении |C| = M .

В последнее десятилетие задача (1.1) привлекает живой интерес исследователей в обла-
сти вычислительной сложности и аппроксимируемости труднорешаемых задач. По просьбе
редакции журнала приводится краткий обзор известных нам результатов, непосредственно
связанных с результатами, представленными в разд. 2–4 данной статьи.

Сформулированную задачу, очевидно, можно интерпретировать как задачу о взвешенном
(весами w1 и w2) разбиении (кластеризации). Ранее исследовались следующие варианты этой
задачи: (1) ω1 = 1 и ω2 = 0, (2) ω1 = ω2 = 1, (3) ω1 = |C| и ω2 = N − |C|. Для указанных
вариантов задачи к настоящему времени получен целый ряд результатов.

Первый вариант задачи (ω1 = 1, ω2 = 0) известен под названием M -Variance [4]. Он модели-
рует одну из простейших проблем анализа данных и распознавания образов — поиск (выбор)
во множестве объектов совокупности похожих (близких) элементов. Сильная NP -трудность
этого варианта задачи установлена в [5].

Точные алгоритмы с трудоемкостью O(qN q+1) предложены в [4;6]. Для случая, в котором
размерность q пространства фиксирована, а координаты точек входного множества имеют
целочисленные значения построен [7] точный псевдополиномиальный алгоритм. Его трудоем-
кость есть величина O(qN(2MB + 1)q), где B — максимальное абсолютное значение коорди-
наты точек входного множества. В [8] построен 2-приближенный полиномиальный алгоритм,
имеющий временную сложность O(qN2). Схема PTAS, позволяющая находить приближенное
решение с относительной погрешностью ε > 0 за время O(qN2/ε+1(9/ε)3/ε), предложена в [9].
Факт несуществования схемы FPTAS установлен в [1], и там же такая схема предложена для
случая, в котором размерность q пространства фиксирована. Эта схема позволяет находить
(1 + ε)-приближенное решение задачи для заданного ε ∈ (0, 1) за время O(N2(M/ε)q).

Во втором варианте, когда ω1 = ω2 = 1, требуется найти разбиение входного множества на
два кластера, минимизирующее сумму двух внутрикластерных сумм. Первая из них — суммар-
ный квадратичный разброс точек кластера C относительно неизвестного центроида. Вторая —
суммарный квадратичный разброс точек кластера Y \C относительно начала координат. Этот
вариант задачи индуцируется (см. [10–12]), в частности, одной из проблем помехоустойчивого
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кластерного анализа данных, когда известно, что в одном из кластеров (Y \ C) шумящие дан-
ные разбросаны (распределены) относительно заданной точки (известного среднего), которую
без ограничения общности можно считать началом координат.

Сильная NP -трудность этого варианта задачи следует из результатов [10–13]. Напомним,
что в этих работах была установлена NP -трудность в сильном смысле полиномиально экви-
валентной задачи на максимум.

Для второго варианта задачи к настоящему времени предложены: точные алгоритмы [6;
14] с трудоемкостью O(qN q+1), O(q2N2q); точные алгоритмы [13; 15; 16] для случая цело-
численных входов с трудоемкостью O(Nqq+1(MB)q−1), O(qMN(2MB)q−1) и O(qN(2MB +
1)q), соответственно, где B — максимальное абсолютное значение координат входных точек;
2-приближенный полиномиальный алгоритм [17] с трудоемкостью O(qN2); схема PTAS [18] с
трудоемкостью O(qN2/ε+1(9/ε)3/ε), где ε — относительная погрешность.

Кроме того, в [2] установлено, что для этого варианта задачи схема FPTAS не существует,
и в этой же работе такая схема предложена для случая, в котором размерность q простран-
ства фиксирована. Эта схема позволяет находить приближенное решение задачи за время
O(N2(1/ε)q/2).

Наконец, в [19] предложен рандомизированный алгоритм, который для заданных ε > 0 и
γ ∈ (0, 1) при установленном значении параметра находит (1 + ε)-приближeнное решение с
вероятностью не менее 1−γ за время O(qN). Там же найдены условия, при которых алгоритм
асимптотически точен и имеет трудоемкость O(qN2).

Третий вариант задачи, когда ω1 = |C| и ω2 = N − |C|, можно трактовать как взвешенное
мощностями кластеров 2-разбиение точек входного множества. Этот вариант задачи, как и вто-
рой вариант, возникает в задачах помехоустойчивого кластерного анализа данных в ситуации,
когда известен центр одного из кластеров, относительно которого распределены (разбросаны)
неизвестные точки, а центроид другого кластера требуется найти (оценить) (см., например,
[3;20–22]). Сильная NP -трудность и факт несуществования схемы FPTAS доказаны в [21;22],
соответственно.

Для этого варианта в [20] был предложен точный алгоритм, ориентированный на случай
целочисленных входов задачи; трудоемкость алгоритма есть величина O(qN(2MB + 1)q), где
B, как и выше, — максимальное абсолютное значение координат входных точек. Кроме то-
го, в [3] обоснован приближенный алгоритм, который в случае фиксированной размерности
пространства реализует схему FPTAS. Эта схема позволяет находить приближенное решение
задачи за время O(N2(1/ε)q/2).

Общая задача взвешенного разбиения, рассматриваемая в настоящей статье, как и ее от-
меченные варианты, относится к числу типичных проблем, возникающих, в частности, в ана-
лизе данных (Data analysis), распознавании образов (Pattern recognition), машинном обучении
(Machine learning) и интерпретации данных (Data mining). В этих проблемах модели разбиения
множеств на кластеры, как известно, играют ключевую роль (см., например, [23–27]).

В настоящей работе построен приближенный алгоритм, который применим к сформулиро-
ванной обобщенной задаче с произвольными весами w1 > 0 и w2 ≥ 0, а не только для вариантов
задачи с весами, указанными выше. Для заданной относительной погрешности ε этот алгоритм
позволяет находить (1+ε)-приближенное решение задачи за время O

(

qN2(
√

2q/ε+2)q
)

. Кроме
того, предложена модификация алгоритма с улучшенной трудоемкостью, оцениваемой вели-
чиной O

(√
qN2(πe/2)q/2(

√

2/ε+ 2
)q)

. В случае, когда размерность пространства ограничена

константой, обе версии алгоритма реализуют схему FPTAS с трудоемкостью O(N2(1/ε)q/2).
В случае, когда размерность пространства ограничена величиной C logN , где C — некоторая
положительная константа, модифицированная версия алгоритма остается полиномиальной и

реализует схему PTAS с трудоемкостью O
(

NC (1.05+log(2+
√

2/ε))
)

.
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2. Геометрические основы алгоритма

Для обоснования алгоритма нам потребуется несколько базовых утверждений.
Следующие две леммы относятся к числу хорошо известных (см., например, [1; 8]).

Лемма 1. Пусть Z — конечное множество в R
q, z — его центроид и x — произвольная

точка в R
q. Тогда

∑

z∈Z

‖z − x‖2 =
∑

z∈Z

‖z − z‖2 + |Z| ‖x− z‖2.

Лемма 2. Пусть Z — конечное множество в R
q, z — его центроид и точка u ∈ R

q

находится ближе к z, чем любая точка из Z. Тогда

∑

z∈Z

‖z − u‖2 ≤ 2
∑

z∈Z

‖z − z‖2 .

Лемма 3. Пусть

S(C, x) = w1

∑

y∈C

‖y − x‖2 + w2

∑

y∈Y\C

‖y‖2,

где C ⊆ Y и x ∈ R
q. Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) при любом непустом фиксированном подмножестве C ⊆ Y минимум функции S(C, x)
по всем точкам x ∈ R

q достигается в точке y(C) = 1/|C| ∑
y∈C

y;

(2) при любой фиксированной точке x ∈ R
q минимум функции S(C, x) по всем M -эле-

ментным подмножествам C ⊆ Y достигается на подмножестве Bx, состоящем из M точек

множества Y, в которых функция

gx(y) = (w1 − w2) ‖y‖2 − 2w1 〈y, x〉 , y ∈ Y (2.1)

принимает наименьшие значения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение (1) является прямым следствием леммы 1 и опре-
делений функций S и F . Утверждение (2) основано на цепочке равенств

S(C, x) = w1

∑

y∈C

‖y − x‖2 + w2

∑

y∈Y\C

‖y‖2

= w1

∑

y∈C

‖y‖2 − 2w1

∑

y∈C

〈y, x〉+Mw1‖x‖2 + w2

(

∑

y∈Y

‖y‖2 −
∑

y∈C

‖y‖2
)

=
∑

y∈C

{(w1 − w2)‖y‖2 − 2w1〈y, x〉}+Mw1‖x‖2 + w2

∑

y∈Y

‖y‖2.

Остается заметить, что последние два слагаемых в последнем равенстве не зависят от C.
Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Пусть C∗ — оптимальное решение задачи и t — точка из множества C∗,

ближайшая к его центроиду. Тогда

‖t− y(C∗)‖2 ≤ 1

Mw1
F (Bt). (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу выбора точки t имеем ‖t − y(C∗)‖2 ≤ ‖y − y(C∗)‖2, где
y ∈ C∗. Суммируя это неравенство по всем y ∈ C∗, получаем

M‖t− y(C∗)‖2 ≤
∑

y∈C∗

‖y − y(C∗)‖2.



Приближенная схема для задачи взвешенной 2-кластеризации 163

С другой стороны, из определения (1.1) и оптимальности C∗ имеем

w1

∑

y∈C∗

‖y − y(C∗)‖2 ≤ F (C∗) ≤ F (Bt).

Отсюда получаем утверждение леммы.
Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Если для произвольного ε > 0 и для некоторой точки x ∈ R
q справедливо

неравенство

‖x− y(C∗)‖2 ≤ ε

2Mw1
F (Bt), (2.3)

то подмножество Bx, определенное в лемме 3, является (1 + ε)-приближенным решением

задачи.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно лемме 3 справедливы соотношения

F (Bt) = S(Bt, y(Bt)) ≤ S(Bt, t) ≤ S(C∗, t). (2.4)

С другой стороны, в силу леммы 2 имеем
∑

y∈C∗

‖y − t‖2 ≤ 2
∑

y∈C∗

‖y − y(C∗)‖2, а значит,

S(C∗, t) ≤ 2F (C∗). (2.5)

Объединяя (2.3)–(2.5), получим

‖x− y(C∗)‖2 ≤ ε

2Mw1
F (Bt) ≤ ε

2Mw1
S(C∗, t) ≤ ε

Mw1
F (C∗).

Отсюда и из лемм 3 и 1 вытекает цепочка неравенств

F (Bx) = S(Bx, y(Bx)) ≤ S(Bx, x) ≤ S(C∗, x) ≤ F (C∗) +Mw1 ‖x− y(C∗)‖2 ≤ (1 + ε)F (C∗).

Лемма 5 доказана.

3. Приближенный алгоритм

Суть предлагаемого подхода к поиску приближенного решения задачи состоит в следу-
ющем. Для каждой точки входного множества строится область (кубической формы) так,
чтобы одна из построенных областей гарантированно включала центроид искомого подмноже-
ства. По заданной на входе желаемой относительной погрешности решения строится решетка,
дискретизирующая указанную область с равномерным по всем координатам шагом. Размер и
шаг решетки вычисляются адаптивно (см. далее) для каждой из входных точек. Для каждого
узла решетки формируется подмножество из M точек входного множества, имеющих наи-
меньшие значения функции (2.1). Сформированное подмножество объявляется претендентом
на решение. В качестве окончательного решения выбирается тот претендент (подмножество),
для которого значение целевой функции задачи минимально.

Напомним, что этот по своей сути адаптивный сеточный подход ранее уже применялся
в [1–3] для решения трех упомянутых в разд. 1 вариантов задачи. Настоящая работа демон-
стрирует результативность адаптивного сеточного подхода к решению обобщенной задачи.

Для произвольной точки x ∈ R
q и положительных чисел h и H определим множество точек

G(x, h,H) = {d ∈ R
q | d = x+ h(i1, . . . , iq), ik ∈ Z, |hik| ≤ H, k ∈ {1, . . . , q}} (3.1)

— многомерную решетку кубической формы размера 2H с центром в точке x и покоординат-
ным шагом h между узлами.
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З а м е ч а н и е 1. Если для произвольных точек x и z ∈ R
q верно, что ‖z − x‖ ≤ H, то

расстояние от z до ближайшего узла решетки G(x, h,H + h/2) не превосходит h
√
q/2.

Для построения алгоритмического решения нам потребуется для каждой точки y входного
множества Y адаптивно определять полуразмер H решетки и ее шаг h таким образом, чтобы
область решетки гарантированно включала центроид искомого подмножества, а шаг решетки
определялся заданной относительной погрешностью ε. В связи с этим положим

H(y) =

√

1

Mw1
F (By), y ∈ Y, (3.2)

h(y, ε) =

√

2ε

qMw1
F (By), y ∈ Y, ε ∈ R+, (3.3)

где By — множество, определенное в лемме 3.
З а м е ч а н и е 2. Для произвольной точки y ∈ Y мощность решетки G(y, h,H + h/2) не

превосходит значения

L =
(

2
⌊H + h/2

h

⌋

+ 1
)q

≤
(

2
H

h
+ 2

)q
=

(

√

2q

ε
+ 2

)q

в силу (3.2) и (3.3).
Приведем пошаговую запись алгоритма.

А л г о р и т м A
Вход алгоритма: N -элементное множество Y ⊂ R

q, натуральное число M ≤ N и веще-
ственные числа w1 > 0, w2 ≥ 0 и ε ∈ (0, 1).

Для каждой точки y ∈ Y выполним шаги 1–5.
Ш а г 1. Вычислим значения gy(z), z ∈ Y, по формуле (2.1); найдем M -элементное под-

множество By ⊆ Y с наименьшими значениями gy(z), вычислим значение F (By) по формуле
(1.1).

Ш а г 2. Если F (By) = 0, то положим CA = By; выход.
Ш а г 3. Вычислим значения H и h по формулам (3.2) и (3.3) соответственно.
Ш а г 4. Построим решетку G(y, h,H + h/2) по формуле (3.1).
Ш а г 5. Для каждого узла x решетки G(y, h,H + h/2) вычислим значения gx(y), y ∈ Y,

по формуле (2.1) и найдем M -элементное подмножество Bx ⊆ Y c наименьшими значениями
gx(y). Вычислим значение F (Bx) по формуле (1.1); запомним это значение и множество Bx.

Ш а г 6. В семействе {Bx | x ∈ G(y, h,H+h/2), y ∈ Y} допустимых множеств, построенных
на шагах 1–5, выберем в качестве решения CA то множество Bx, для которого значение F (Bx)
минимально.

Выход алгоритма: множество CA.

Теорема 1. Для любого ε ∈ (0, 1) алгоритм A находит (1 + ε)-приближенное решение

задачи за время O
(

qN2(
√

2q/ε+ 2)q
)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценим точность алгоритма. Очевидно, что один из циклов
алгоритма будет выполнен для точки t ∈ Y, ближайшей к центроиду оптимального множества
C∗. По лемме 4 для этой точки будет выполнено неравенство (2.2), которое в соответствии с
(3.2) означает, что ‖t − y(C∗)‖ ≤ H(t). Следовательно, центроид оптимального подмножества
лежит в кубе с ребром 2H(t) и центром в t.

Пусть x∗ — узел решетки G(t, h,H + h/2), ближайший к центроиду C∗. В соответствии с
замечанием 1 квадрат расстояния от оптимального центроида y(C∗) до ближайшего узла x∗

решетки не превосходит h2q/4. Поэтому

‖x∗ − y(C∗)‖2 ≤ h2q

4
=

ε

2Mw1
F (Bt). (3.4)
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Следовательно, точка x∗ удовлетворяет условиям леммы 5, а соответствующее ей подмноже-
ство Bx∗

является (1 + ε)-приближенным решением задачи.

Оценим временную сложность алгоритма. На шаге 1 для вычисления значений gy(z) тре-
буется не более O(qN) операций. Для поиска M наименьших элементов во множестве из N
элементов потребуется O(N) операций (например, с помощью алгоритма отыскания n-го наи-
меньшего значения в неупорядоченном массиве [28]). Вычисление значения F (By) выполняется
за время O(qN). Шаги 2 и 3 выполняются за время O(q). Для построения решетки на шаге 4
требуется O(qL) операций (по замечанию 2). На шаге 5 вычисление элементов множества Bx

для каждого узла x решетки выполняется за время O(qN), как и вычисление значения F (Bx)
(по аналогии с вычислениями на шаге 1). Поэтому суммарное время вычислений для всех узлов
решетки на этом шаге равно O(qNL). Наконец, поскольку шаги 1–5 выполняются N раз, трудо-
емкость выполнения этих шагов равна O(qN2L). Трудоемкость шага 6 оценивается величиной
O(NL). В итоге суммарные затраты на всех шагах равны O(qN2L) = O

(

qN2(
√

2q/ε+ 2)q
)

.

Теорема 1 доказана.

З а м е ч а н и е 3. Легко видеть, что в случае фиксированной размерности пространства
трудоемкость алгоритма A оценивается величиной O(N2(1/ε)q/2) и он реализует схему FPTAS.

4. Ускоренный алгоритм

Предложенный выше алгоритм можно ускорить путем исключения из процесса вычисле-
ний значительной части узлов адаптивно строящихся решеток кубической формы. Действи-
тельно, поскольку центроид оптимального кластера лежит на расстоянии, не превосходящем
некоторый порог H, от одной из точек входного множества, достаточно рассматривать только
те узлы построенных решеток, что расположены на расстоянии, не превышающем H от их
центров, с небольшим запасом, который определен ниже в лемме 6.

Для каждого y ∈ Y положим R = H + h
√
q/2, где H = H(y), h = h(y, ε) — параметры

решетки, определенные по формулам (3.2) и (3.3) соответственно. Построим “сокращенную”
решетку сферической формы: GR(y, h,H+h/2) = G(y, h,H+h/2)∩B(y,R), где B(y,R) = {x ∈
R
q | ‖x− y‖ ≤ R} — шар радиуса R с центром в y.

Справедливы следующие утверждения.

Лемма 6. Пусть x — произвольная точка шара B(y,H), y ∈ Y. Тогда ближайший к x
узел решетки GR(y, h,H + h/2) расположен на расстоянии от x, не превышающем h

√
q/2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть z — ближайший к x узел решетки G(y, h,H +h/2). Тогда
в соответствии с замечанием 1 справедливо неравенство ‖z − x‖ ≤ h

√
q/2. С другой стороны,

‖x − y‖ ≤ H, отсюда и из неравенства треугольника получаем ‖z − y‖ ≤ H + h
√
q/2 = R.

Следовательно, z ∈ GR(y, h,H + h/2).

Лемма 6 доказана.

Лемма 7. Для любого y ∈ Y мощность множества GR(y, h,H + h/2) не превосходит

величины
1√
πq

(2πe

q

)q/2(H

h
+

√
q
)q

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку каждый узел z решетки GR(y, h,H + h/2) лежит
внутри шара B(y,R), то согласно неравенству треугольника все точки q-мерного куба со сто-
роной h с центром в z лежат внутри шара B(y,R+h

√
q/2). Следовательно, суммарный объем

всех таких кубов не превышает объема q-мерного шара радиуса R + h
√
q/2 = H + h

√
q. От-

сюда LRh
q ≤ Vq(H + h

√
q)q, где LR — мощность множества GR(y, h,H + h/2), а Vq — объем

q-мерного единичного шара, оцениваемый по общеизвестной формуле Vq ≤ 1/
√
πq

(2πe

q

)q/2
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(см. например, [29]). Сопоставляя два последних неравенства, получаем заявленную в лемме
оценку.

Лемма 7 доказана.

Обозначим через AR алгоритм, отличающийся от алгоритма A тем, что в описании ша-
гов 4, 5 вместо решеток G(y, h,H + h/2) рассматриваются решетки GR(y, h,H + h/2). Тогда
справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Для любого ε ∈ (0, 1) алгоритм AR находит (1 + ε)-приближенное решение

задачи за время

O
(√

qN2
(πe

2

)q/2(
√

2

ε
+ 2

)q)

. (4.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно равенству H/h = (1/
√
2)
√

q/ε и лемме 7 получаем

LR ≤ 1√
πq

(2πe

q

)q/2( 1√
2

√

q

ε
+

√
q
)q

=
1√
πq

(πe

2

)q/2(
√

2

ε
+ 2

)q
.

Отсюда с учетом оценок трудоемкости шагов 1–6 алгоритма A, установленных в доказатель-
стве теоремы 1, получаем оценку (4.1) трудоемкости алгоритма AR.

Остается заметить, что оценки точности обоих алгоритмов совпадают. Действительно, для
некоторого y ∈ Y центроид оптимального кластера лежит в шаре B(y,H), а значит, согласно
лемме 6 находится на расстоянии, не превышающем h

√
q/2, от одного из узлов “сокращенной”

решетки GR(y, h,H + h/2). Тем самым выполняется соотношение (3.4), откуда следует, что
алгоритм находит (1 + ε)-приближенное решение задачи.

Теорема 2 доказана.

З а м е ч а н и е 4. В связи с тем что GR(y, h,H + h/2) ⊂ G(y, h,H + h/2), время работы
алгоритма AR при любых N , q и ε строго меньше времени работы алгоритма A.

З а м е ч а н и е 5. Алгоритм AR полиномиален не только в случае фиксированной раз-
мерности q пространства, но и в случае, когда размерность пространства ограничена величи-
ной C logN , где C — некоторая положительная константа. В этом случае согласно теореме 2
алгоритм находит (1 + ε)-приближенное решение задачи за время O(Nd logN), где

d =
C

2
log

πe

2
+C log

(

2 +

√

2

ε

)

< C
(

1.05 + log
(

2 +

√

2

ε

))

.

Таким образом, в указанном случае алгоритм реализует схему PTAS.

Заключение

В работе построен приближенный алгоритм сеточного типа для решения квадратичной
евклидовой задачи взвешенной 2-кластеризации конечного множества точек при заданном
центре одного из кластеров. Показано, что алгоритм является полностью полиномиальной ап-
проксимационной схемой, если размерность пространства ограничена константой. Алгоритм
остается полиномиальным, даже если размерность пространства не фиксирована, но ограни-
чена величиной O(logN), медленно растущей с ростом мощности входного множества точек.
Актуальность этого случая объясняется тем, что размерность пространства O(logN) являет-
ся минимальной; при данной размерности возможно существование N -элементного множества
точек с координатами из фиксированного конечного набора значений.

Рассмотренная задача кластеризации относится к числу слабоизученных проблем дискрет-
ной оптимизации. Продолжение исследований этой задачи представляется важным делом бли-
жайшей перспективы.
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