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В работе рассматривается следующая задача: найти достаточные условия на последовательности {γ(r)},
{nj} и {vj}, чтобы для любой последовательности {bk}, удовлетворяющей условию

∑

∞

k=r |bk − bk+1| ≤

γ(r), bk → 0, сходился интеграл
∫ π

0
Up(x)/xqdx, где p > 0, q ∈ [1 − p; 1), U(x) :=

∑

∞

j=1

∣

∣

∣

∑vj
k=nj

bk sinkx
∣

∣

∣
.

В такой постановке для γ(r) = B/r, B > 0, задача была рассмотрена и решена С.А.Теляковским. Для

случая, когда p ≥ 1, q = 0, vj = nj+1 − 1, а последовательность {bk} является монотонной, А.С. Белов

получил критерий принадлежности функции U(x) пространству Lp. В теореме 1 данной работы получены

достаточные условия сходимости указанного выше интеграла, которые при γ(r) = B/r, B > 0, совпадают

с достаточными условиями С. А.Теляковского. В случае γ(r) = O(1/r) условия С.А.Теляковского могут

не выполняться, а применение теоремы 1 позволяет гарантировать сходимость интеграла. Соответству-

ющие примеры приведены в последнем параграфе работы. Вопрос о необходимых условиях сходимости

интеграла
∫ π

0
Up(x)/xqdx, где p > 0, q ∈ [1− p; 1), остается открытым.
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The following problem is studied: find conditions on sequences {γ(r)}, {nj}, and {vj} under which, for any

sequence {bk} such that
∑

∞

k=r |bk − bk+1| ≤ γ(r), bk → 0, the integral
∫ π

0
Up(x)/xqdx is convergent, where

p > 0, q ∈ [1 − p; 1), and U(x) :=
∑

∞

j=1

∣

∣

∣

∑vj
k=nj

bk sinkx
∣

∣

∣
. In the case γ(r) = B/r, B > 0, this problem was

studied and solved by S. A.Telyakovskii. In the case where p ≥ 1, q = 0, vj = nj+1 − 1, and the sequence

{bk} is monotone, A. S.Belov obtained a criterion for the belonging of the function U(x) to the space Lp. In

Theorem 1 of the present paper, we give sufficient conditions for the convergence of the above integral, which for

γ(r) = B/r, B > 0, coincide with Telyakovskii’s sufficient conditions. In the case γ(r) = O(1/r), Telyakovskii’s

conditions may be violated, but the application of Theorem 1 guarantees the convergence of the integral. The

corresponding examples are given in the last section of the paper. The question on necessary conditions for the

convergence of the integral
∫ π

0
Up(x)/xqdx, where p > 0 and q ∈ [1− p; 1), remains open.
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1. Введение. Формулировка результатов

Пусть γ(r), r ∈ N, — фиксированная, убывающая к нулю положительная числовая после-
довательность, т. е.

0 < γ(r + 1) ≤ γ(r) ∀r ∈ N, lim
r→∞

γ(r) = 0. (1.1)

Эта последовательность определяет класс числовых последовательностей {bk}, удовлетворя-
ющих условию

lim
k→∞

bk = 0;

∞
∑

k=r

|bk − bk+1| ≤ γ(r) при всех r ∈ N. (1.2)

Условию (1.2) удовлетворяет, например, последовательность bk := γ(k), k ∈ N.
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Пусть последовательность {bk} удовлетворяет условию (1.2), а {nj} и {vj} — две после-
довательности натуральных чисел, удовлетворяющих условию nj < nj+1, nj ≤ vj, j ∈ N.
Рассмотрим функцию

U(x) :=

∞
∑

j=1

uj(x), uj(x) :=
∣

∣

∣

vj
∑

k=nj

bk sin kx
∣

∣

∣
, (1.3)

В данной работе изучается следующая задача об интегрируемости функции U(x) со степенным
весом: найти достаточные условия на последовательности {γ(r)}, {nj} и {vj}, чтобы для

любой последовательности {bk}, удовлетворяющей условию (1.2), сходился интеграл

π
∫

0

1

xq
Up(x)dx, где p > 0, q ∈ [1− p; 1). (1.4)

В такой постановке для γ(r) = B/r, B > 0, задача была рассмотрена и решена в статье
С.А.Теляковского [12, теоремы 4, 5] (для p ∈ N и bk = 1/k см. также [11]). В этой же статье
приведена подробная история подобных задач (с соответствующими ссылками). Задачу об
ограниченности U(x) для случая γ(r) = B/r, B > 0, vj = nj+1−1, исследовал Л. Лейндлер [6].
Отметим следующие работы, которые касаются случая p ≥ 1 и q = 0:

1) В 2006 г. А.С.Белов исследовал случай, когда vj = nj+1 − 1, а последовательность {bk}
является монотонной. В его работе [1, теорема 4] доказано, что принадлежность функции U(x)
пространству Lp, p > 1, эквивалентна сходимости двух рядов. Отметим, что проверка сходи-
мости (расходимости) одного из этих рядов затруднительна. В [1, теорема 3] получен простой
критерий, когда U(x) ∈ L1. В 2012 г. А.С.Белов [2, теоремы 3,4] получил аналогичные крите-
рии, когда при любом натуральном j последовательность {bk} убывает при k ∈ [nj, vj ].

2) В некоторых работах вместо условия (1.2) рассматривался случай, когда числа bk явля-
ются коэффициентами Фурье функции ограниченной вариации. Для этого случая получены
как критерии, так и отдельно достаточные и отдельно необходимые условия принадлежности
функции U(x) пространству Lp, 1 ≤ p ≤ +∞ (см. [3; 4; 7–10;13]).

Основные результаты данной работы содержатся в следующей теореме.

Теорема 1. Пусть sj := vj−nj+1 и выполнены условия (1.1), (1.2). Тогда интеграл (1.4)
сходится, если выполняется одно из условий (1.5)–(1.7) или (1.8):

p ≥ 1, 1− p < q < 1,

∞
∑

j=1

γ(nj) s
(p+q−1)/p
j < +∞, (1.5)

p ≥ 1, q = 1− p,
∞
∑

j=1

γ(nj) ln
1/p(sj + 1) < +∞, (1.6)

0 < p < 1, 1− p < q < 1,

∞
∑

j=1

γp(nj) s
p+q−1
j < +∞, (1.7)

0 < p < 1, q = 1− p,

∞
∑

j=1

γp(nj) ln(sj + 1) < +∞. (1.8)

Если дополнительно γ(r) = O(1/r), то утверждение теоремы останется в силе, если в

условиях (1.5)–(1.7) и (1.8) величину sj заменить на mj := min{vj − nj + 1; 1/γ(nj)}.

З а м е ч а н и е 1. Если выполнено условие (1.2), то очевидно выполняется неравенство

|br| =
∣

∣

∣

∞
∑

k=r

(bk − bk+1)
∣

∣

∣
≤

∞
∑

k=r

|bk − bk+1| ≤ γ(r), r ∈ N. (1.9)
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Если vj < nj+1, j ∈ N, и сходится ряд
∑∞

r=1 γ(r), то ряд (1.3) сходится равномерно на R, а
функция U(x) непрерывна на R и, значит, интеграл (1.4) сходится при любых p > 0 и q < 1.
Поэтому при выполнении условия vj < nj+1, j ∈ N, теорема 1 содержательна лишь в случае
расходимости ряда

∑∞
r=1 γ(r).

З а м е ч а н и е 2. Теоремы С.А.Теляковского [12, теоремы 4, 5] являются частным слу-
чаем теоремы 1 при γ(r) = B/r, B > 0. При γ(r) 6= O(1/r) теоремы С.А.Теляковского не при-
менимы, а применение теоремы 1 иногда позволяет гарантировать сходимость интеграла (1.4).
Даже при γ(r) = O(1/r) теоремы С.А.Теляковского могут не гарантировать сходимость инте-
грала (1.4), а применение теоремы 1 позволяет гарантировать сходимость данного интеграла.
Соответствующие примеры приведены в последнем разделе, когда γ(r) = 1/(rµ lnδ(r + 2)),
0 < µ ≤ 1, 0 < δ ≤ 1.

Отметим, что доказательство теоремы 1 проведено по той же схеме, что и доказательство
теорем из [12, теоремы 4, 5; 4, теорема 5].

2. Вспомогательные утверждения

Выпишем несколько известных простых соотношений и неравенств:

σk(x) :=

k
∑

j=0

sin jx =
cos

x

2
− cos

(

k +
1

2

)

x

2 sin
x

2

, sin
x

2
6= 0, k ∈ Z+;

|σk(x)| ≤
π

x
, 0 < x ≤ π.

(2.1)

При любых n, v ∈ N, n ≤ v, справедливо равенство

Sn,v(x) :=

v
∑

k=n

bk sin kx = bvσv(x) +

v−1
∑

k=n

(bk − bk+1)σk(x)− bnσn−1(x). (2.2)

Если выполнены условия (1.1), (1.2), то из (2.1) и (2.2) вытекает, что при любом x ∈ R сходится
ряд

Rn(x) :=

∞
∑

k=n

bk sin kx, n ∈ N, (2.3)

а для его суммы и частных сумм при n ≤ v, 0 < x ≤ π, справедливы неравенства (см. (1.9))

|Sn,v(x)| ≤ (v − n+ 1)γ(n), |Sn,v(x)| ≤
(γ(v) + 2γ(n))π

x
≤

3πγ(n)

x
, |Rn(x)| ≤

2πγ(n)

x
. (2.4)

Лемма 1. Пусть выполнены условия (1.1), (1.2), n, v ∈ N, n ≤ v, и s := v − n + 1. Тогда

справедливо неравенство

∣

∣

∣

v
∑

k=n

bk sin kx
∣

∣

∣
≤ Cγ(n)min

{1

x
; s
}

, x ∈ (0;π], где C = 3π. (2.5)

Если дополнительно γ(r) = O(1/r), то неравенство (2.5) останется верным с константой

C = 4πmax
{

1; supr≥1 rγ(r)
}

при замене s на m := min {v − n+ 1; 1/γ(n)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Неравенство (2.5) вытекает из неравенств (2.4). Пусть дополни-
тельно γ(r) = O(1/r). Докажем, что при любых n, v ∈ N, n ≤ v, справедливо неравенство

∣

∣

∣

v
∑

k=n

bk sin kx
∣

∣

∣
≤ 4π sup

r≥1
rγ(r), x ∈ R, (2.6)
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откуда будет следовать утверждение леммы 1 для случая γ(r) = O(1/r). Для доказательства
неравенства (2.6) используем хорошо известные рассуждения из [5, гл. V, § 1; 14, § 7.2]. Пусть
C1 := supr≥1 rγ(r). Берем произвольное фиксированное x ∈ (0;π]. Для произвольного d ∈ N

сумму ряда (2.3) представим в виде

Rd(x) = Sd,d+N−1(x) +Rd+N (x), где N :=
[π

x

]

.

Для натурального числа N очевидно выполняется неравенство

π

N + 1
< x ≤

π

N
. (2.7)

Учитывая неравенства (1.9), (2.4) и (2.7), получаем

|Sd,d+N−1(x)| ≤
d+N−1
∑

k=d

γ(k)kx ≤ C1xN ≤ πC1;

|Rd+N (x)| ≤
2π

x
γ(d+N) ≤ 2(N + 1)γ(N + 1) ≤ 2C1.

Из последних двух неравенств вытекает неравенство |Rd(x)| ≤ 2πC1, откуда следует (2.6).
Необходимо только учесть равенство Sn,v(x) = Rn(x)−Rv+1(x).

Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть выполнены условия (1.1), (1.2), n, v ∈ N, n ≤ v, и s := v − n + 1. Тогда

при любых p > 0 и q ∈ [1− p; 1) справедливо неравенство

π
∫

0

1

xq

∣

∣

∣

v
∑

k=n

bk sin kx
∣

∣

∣

p
dx ≤ CpC(p, q)γp(n)







sp+q−1, если q ∈ (1− p; 1);

ln(s+ 1), если q = 1− p,
(2.8)

где C = 3π, C(p, q) = p/((1 − q)(p + q − 1)) и C(p, q) = (2 + 2p)/p соответственно при

q ∈ (1 − p; 1) и q = 1 − p. Если дополнительно γ(r) = O(1/r) и γ(n) ≤ 1, то неравен-

ство (2.8) останется верным с константой C = 4πmax
{

1; supr≥1 rγ(r)
}

при замене s на

m := min {v − n+ 1; 1/γ(n)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая неравенство (2.5) и неравенство s ≥ 1, получаем

π
∫

0

1

xq

∣

∣

∣

v
∑

k=n

bk sin kx
∣

∣

∣

p
dx ≤ Cpγp(n)

(

sp
1/s
∫

0

1

xq
dx+

π
∫

1/s

1

xp+q
dx

)

.

Если q ∈ (1− p ; 1), то

π
∫

0

1

xq

∣

∣

∣

v
∑

k=n

bk sin kx
∣

∣

∣

p
dx ≤ Cp γp(n) sp+q−1 p

(1− q)(p+ q − 1)
.

В случае q = 1− p имеем

π
∫

0

1

xq

∣

∣

∣

v
∑

k=n

bk sin kx
∣

∣

∣

p
dx ≤ Cpγp(n)

(1

p
+ lnπ + ln s

)

≤ Cpγp(n)
2 + 2p

p
ln(s+ 1).

Здесь мы учли, что при любых s ≥ 1 выполняются неравенства e < πs < 4s ≤ (s+ 1)2.
Если дополнительно γ(r) = O(1/r), то можно применить неравенство (2.5) с константой

C = 4πmax
{

1; supr≥1 rγ(r)
}

при замене s на m = min {v − n+ 1; 1/γ(n)}. Если еще γ(n) ≤ 1,
то m ≥ 1 и, значит, справедливы все предыдущие неравенства с заменой s на m.

Лемма доказана.
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3. Доказательство теоремы 1

Пусть p ≥ 1. Из неравенства Минковского вытекает, что

(

π
∫

0

1

xq
Up(x)dx

)1/p

≤

∞
∑

j=1

(

π
∫

0

1

xq
upj (x)dx

)1/p

, p ≥ 1. (3.1)

Из этого неравенства и (2.8) получаем следующие два неравенства для p ≥ 1:

(

π
∫

0

1

xq
Up(x)dx

)1/p

≤ CC1/p(p, q)

∞
∑

j=1

γ(nj) s
(p+q−1)/p
j , q ∈ (1− p ; 1);

(

π
∫

0

1

xq
Up(x)dx

)1/p

≤ CC1/p(p, q)
∞
∑

j=1

γ(nj) ln
1/p(sj + 1), q = 1− p.

Пусть теперь 0 < p < 1. В этом случае справедливо неравенство

π
∫

0

1

xq
Up(x)dx ≤

∞
∑

j=1

π
∫

0

1

xq
upj (x)dx, p ∈ (0; 1). (3.2)

Из этого неравенства и (2.8) получаем следующие два неравенства для 0 < p < 1:

π
∫

0

1

xq
Up(x)dx ≤ CpC(p, q)

∞
∑

j=1

γp(nj) s
p+q−1
j , q ∈ (1− p ; 1);

π
∫

0

1

xq
Up(x)dx ≤ CpC(p, q)

∞
∑

j=1

γp(nj) ln(sj + 1), q = 1− p.

Пусть дополнительно γ(r) = O(1/r). Так как nj → ∞, то γ(nj) ≤ 1 при всех j ≥ j0. Поэтому
к членам рядов (3.1) и (3.2) с номерами j ≥ j0 можно применить неравенство (2.8) с константой
C = 4πmax{1; supr≥1 rγ(r)}, если s = sj заменить на m = mj := min{vj − nj + 1; 1/γ(nj)}.

Теорема доказана.

4. Пример

Пусть
f(x) := x+ (x+ 2)α lnβ(x+ 2), α > 0, β ≥ 0.

Так как f(x+1)−f(x) = f ′(ξ) > 1, x ≥ 1, то последовательность {[f(j)]}j≥1 строго возрастает.
Мы рассматриваем случай, когда nj = [f(j)], vj = nj+1 − 1, j ∈ N. Здесь sj := vj − nj + 1 =
nj+1 − nj . Будем считать, что выполнено одно из двух условий: 1) α > 1, β ≥ 0; 2) α = 1,
β > 0. Тогда

sj ∼ αjα−1 lnβ j, j → ∞.

Пусть

γ(r) :=
1

rµ lnδ(r + 2)
, r ∈ N, где 0 < µ < 1, δ ≥ 0, или µ = 1, 0 ≤ δ ≤ 1.

Очевидно,

nj ∼ jα lnβ j, γ(nj) ∼
α−δ

jαµ(ln j)βµ+δ
, j → ∞.
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Условие γ(r) = O(1/r) выполняется только при µ = 1, и в этой ситуации

mj := min{sj; 1/γ(nj)} = sj, j ≥ j0.

Найдем условия сходимости рядов (1.5)–(1.7) и (1.8) (с учетом указанных ограничений на
параметры α, β, µ и δ) и сравним полученные результаты при µ = 1 с результатами С.А.Теля-
ковского (см. [12]). Рассмотрим четыре случая.

1) Пусть p ≥ 1 и 1 − p < q < 1 (это условие эквивалентно неравенству 0 < (1 − q)/p < 1).
Тогда при j → ∞ имеем

γ(nj) s
p+q−1

p

j ∼
α

p+q−1

p
−δ

jαµ−(α−1)p+q−1

p (ln j)βµ+δ−β p+q−1

p

.

Из этого соотношения вытекает, что ряд (1.5) сходится тогда и только тогда, когда выполня-
ется одно из двух условий:







i) α
(1− q

p
+ µ− 1

)

>
1− q

p
;

ii) α
(1− q

p
+ µ− 1

)

=
1− q

p
, β

(1− q

p
+ µ− 1

)

+ δ > 1.

С учетом ограничений на параметры получаем, что ряд (1.5) сходится тогда и только тогда,
когда выполняется одно из двух условий:







i) 1−
1− q

p
< µ ≤ 1, α >

1− q

1− q + p(µ− 1)
;

ii) 1−
1− q

p
< µ ≤ 1, α =

1− q

1− q + p(µ− 1)
, β >

(1− δ)p

1− q + p(µ− 1)
.

Если p ≥ 1, 1−p < q < 1, µ = 1, α = 1, 0 < δ ≤ 1, то при (1−δ)p/(1−q) < β ≤ p/(1−q) ряд (1.5)
сходится и, значит, сходится интеграл (1.4), а теоремы С.А. Теляковского не гарантируют
сходимость данного интеграла (соответствующий ряд расходится при δ = 0).

2) Пусть p ≥ 1 и q = 1− p. Тогда при j → ∞ имеем

γ(nj) ln
1

p (sj + 1) ∼
α−δ

jαµ(ln j)βµ+δ

(

(α− 1) ln j + β ln(ln j)
)1/p

.

Из этого соотношения вытекает, что ряд (1.6) сходится тогда и только тогда, когда выпол-
няется одно из двух условий:







i) α >
1

µ
;

ii) α =
1

µ
, β >

1

µ

(

1− δ +
sign(α− 1)

p

)

.

Если p ≥ 1, q = 1 − p, µ = 1, α = 1, 0 < δ ≤ 1, то при 1 − δ < β ≤ 1 ряд (1.6) сходится
и, значит, сходится интеграл (1.4), а теоремы С.А.Теляковского не гарантируют сходимость
данного интеграла (соответствующий ряд расходится при δ = 0).

3) Пусть 0 < p < 1 и 1−p < q < 1 (это условие эквивалентно неравенству 0 < (1−q)/p < 1).
Тогда при j → ∞ имеем

γp(nj) s
p+q−1
j ∼

αp+q−1−pδ

jαµp−(α−1)(p+q−1)(ln j)p(βµ+δ)−β(p+q−1)
.
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Из этого соотношения вытекает, что ряд (1.7) сходится тогда и только тогда, когда выпол-
няется одно из условий:

[

i) α (µp− p− q + 1) > 2− p− q;

ii) α (µp− p− q + 1) = 2− p− q, β (µp− p− q + 1) > 1− pδ.

С учетом ограничений на параметры получаем, что ряд (1.7) сходится тогда и только тогда,
когда выполняется одно из двух условий:







i) 1−
1− q

p
< µ ≤ 1, α >

2− p− q

µp− p− q + 1
;

ii) 1−
1− q

p
< µ ≤ 1, α =

2− p− q

µp− p− q + 1
, β >

1− pδ

µp− p− q + 1
.

Если 0 < p < 1, 1 − p < q < 1, µ = 1, α = 1 + (1 − p)/(1 − q), 0 < δ ≤ 1, то при
(1 − pδ)/(1 − q) < β ≤ 1/(1 − q) ряд (1.7) сходится и, значит, сходится интеграл (1.4), а
теоремы С.А.Теляковского не гарантируют сходимость данного интеграла (соответствующий
ряд расходится при δ = 0).

4) Пусть 0 < p < 1 и q = 1− p. Тогда при j → ∞ имеем

γp(nj) ln(sj + 1) ∼
α−pδ

jαµp(ln j)βµp+δp

(

(α− 1) ln j + β ln(ln j)
)

.

Из этого соотношения вытекает, что ряд (1.8) сходится тогда и только тогда, когда выпол-
няется одно из условий:







i) α >
1

µp
;

ii) α =
1

µp
, β >

1

µp
(1− δp+ sign(α− 1)) .

Если 0 < p < 1, q = 1 − p, µ = 1, α = 1/p, 0 < δ ≤ 1, то при 2/p − δ < β ≤ 2/p ряд (1.8)
сходится и, значит, сходится интеграл (1.4), а теоремы С.А. Теляковского не гарантируют
сходимость данного интеграла (соответствующий ряд расходится при δ = 0).

В заключение отметим, что вопрос о необходимых условиях сходимости интеграла (1.4)
остается открытым (кроме указанного во введении случая p ≥ 1 и q = 0). Это касается и
критерия.
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