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Рассматривается задача Коши для квазилинейного параболического уравнения с малым параметром ε
при старшей производной. Начальная функция, имеющая вид сглаженной ступеньки, зависит от “рас-

тянутой” переменной x/ρ, где ρ — другой малый параметр. Для приложений такая постановка задачи

представляет интерес в качестве модели распространения нелинейных волн в физических системах при

наличии малой диссипации. В случае, соответствующем волне сжатия, строятся асимптотические реше-

ния задачи по параметрам ε и ρ, независимо стремящимся к нулю. Предполагается, что ρ/ε → 0. Вдали

от линии разрыва предельного решения асимптотические решения строятся в виде рядов по степеням ε
и ρ. В малой области линейного приближения асимптотическое решение строится в виде ряда по степеням

отношения ρ/ε. Коэффициенты внутреннего разложения находятся из рекуррентной цепочки начальных

задач. Изучена асимптотика этих коэффициентов на бесконечности. Найдено время перестройки масшта-

ба внутренней пространственной переменной.
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The Cauchy problem for a quasilinear parabolic equation with a small parameter ε at the highest derivative

is considered. The initial function, which has the form of a smoothed step, depends on a “stretched” variable

x/ρ, where ρ is another small parameter. This problem statement is of interest in applications as a model of

propagation of nonlinear waves in physical systems in the presence of small dissipation. In the case corresponding

to a compression wave, asymptotic solutions of the problem are constructed in the parameters ε and ρ indepen-

dently tending to zero. It is assumed that ε/ρ → 0. Far from the line of discontinuity of the limit solution,

asymptotic solutions are constructed in the form of series in powers of ε and ρ. In a small domain of linear
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coefficients of the inner expansion are found from a recurrence chain of initial value problems. The asymptotics

of these coefficients at infinity is studied. The time of reconstruction of the scale of the inner space variable is
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1. Введение

Одной из актуальных задач современной математической физики является изучение осо-
бых точек решений эволюционных уравнений в частных производных [1; 2], поскольку дан-
ное направление ведет к лучшему пониманию сложных волновых процессов в физических
системах [3; 4], а кроме того, к созданию и развитию новых математических методов [5; 6].
В частности, интерес к детальному изучению свойств асимптотик вблизи особых точек объ-
ясняется тем, что подобные сингулярные события сами занимают очень малое время, но во
многом определяют все последующее поведение системы на конечных и больших временах [7].

1Работа выполнена при поддержке комплексной программы ФНИ УрО РАН (проект “Разработ-
ка новых аналитических, численных и асимптотических методов исследования задач математической
физики и приложения к обработке сигналов”).
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Например, для нахождения сдвига фазы ударной волны, которая начинается в точке градиент-
ной катастрофы, необходимо точно знать поведение коэффициентов асимптотического ряда в
окрестности самой особой точки [8, гл. 6].

В настоящей работе рассматривается задача Коши для квазилинейного параболического
уравнения

∂u

∂t
+

∂ϕ(u)

∂x
= ε

∂2u

∂x2
, t > 0, ε > 0, (1.1)

u(x, 0, ε, ρ) = ν(xρ−1), x ∈ R, ρ > 0, (1.2)

играющая важную роль в моделировании эволюционных процессов, таких как нелинейная
диффузия, гидродинамическая турбулентность [9, гл. 4], акустические волны в диссипативных
средах [10;11]. В этой задаче большой начальный градиент порождает особую точку в начале
координат.

Предполагается, что функция ϕ бесконечно дифференцируема, а ее вторая производная
строго положительна, начальная функция ν ограничена и бесконечно дифференцируема. То-
гда, как известно [12, гл. 5], существует единственное ограниченное бесконечно дифференци-
руемое по x и t решение u(x, t, ε, ρ). В данной работе проводится его асимптотический анализ
при ε → 0 и ρ → 0. Для приложений такая постановка важна в качестве модели эволюции
нелинейных волн с большим начальным градиентом при наличии малой диссипации в среде.
Следует подчеркнуть, что параметры стремятся к нулю независимо. Как будет показано ниже,
структура асимптотических рядов, приближающих решение u(x, t, ε, ρ) или просто асимптоти-
чески удовлетворяющих уравнению (1.1) и условию (1.2), существенно зависит от соотношения
параметров ε и ρ.

При ε → 0 и ρ = const, в случае, когда обобщенное решение вырожденного уравнения пер-
вого порядка (уравнение (1.1) при ε = 0) является гладким при t > 0 всюду за исключением
одной гладкой линии разрыва {(x, t) : x = s(t, ρ), t > ρ}, асимптотику решения с точностью до
произвольной степени параметра ε построил и обосновал А.М.Ильин [13]. Заметим, что заме-
на переменных x = ρσ, t = ρθ в уравнении (1.1) и начальном условии (1.2) приводит к задаче
uθ + [ϕ(u)]σ = δuσσ , δ = ε/ρ, u(σ, 0) = ν(σ). Если δ → 0, то асимптотическое приближение
решения такой задачи с точностью до произвольной степени параметра δ получается непо-
средственно из результатов Ильина [13, формулы (4.3), (4.16), (4.17)]. Например, разложение
решения в окрестности точки опрокидывания волны (x, t) = (0, ρ) имеет вид

∞∑

k=1

δk/4
k−1∑

j=0

wk,j(ξ, τ) ln
j δ,

где коэффициенты wk,j(ξ, τ) зависят от внутренних переменных, определяемых с помощью
замены x = ε3/4ρ1/4ξ, t = ρ+ ε1/2ρ1/2τ, а главный коэффициент w1,0 = −2[ϕ′′(0)Λ]−1Λξ выра-

жается через вещественный аналог функции Пирси Λ(ξ, τ) =

∫ ∞

−∞
exp(−2z4 + z2τ + zξ) dz.

Теперь пусть соотношение параметров ε и ρ таково, что

ρ

ε
→ 0. (1.3)

Будем считать, что функция ν, входящая в начальное условие (1.2), удовлетворяет следующим
асимптотическим соотношениям:

ν(σ) =

∞∑

n=0

ν±n
σn

, σ → ±∞, (1.4)

где ν+0 < ν−0 , что физически соответствует волне сжатия. В работе [14, теорема 1] было впер-
вые установлено, что асимптотика решения задачи (1.1), (1.2) при выполнении условий (1.3),
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(1.4) имеет нестандартную структуру вблизи особой точки. А именно, возникают две обла-
сти со специфическими пространственно-временными масштабами, а не одна, как в других
известных задачах для уравнения (1.1). Затем в [15, Theorem 1] и [16, теорема 1] была строго
доказана справедливость асимптотической формулы в главном приближении равномерно в
полосе {(x, t) : x ∈ R, 0 6 t 6 T}, T = const > 0.

В настоящей работе построен полный асимптотический ряд в меньшей из двух областей,
непосредственно начинающейся от момента t = 0, подробно исследовано поведение его коэф-
фициентов при переходе в другую область (промежуточного разложения), а также построены
асимптотические ряды для областей, отделенных от особой точки и линии разрыва решения
предельной задачи.

2. Асимптотика вдали от разрыва

Исследование задачи (1.1), (1.2) удобно начать, зная решение предельной задачи

∂u

∂t
+

∂ϕ(u)

∂x
= 0, u(x, 0) =

{
ν−0 , x < 0,

ν+0 , x > 0.
(2.1)

При ν−0 > ν+0 методом характеристик [17] находим обобщенное решение

u0,0(x, t) =

{
ν−0 , x < ct,

ν+0 , x > ct,
c =

ϕ(ν+0 )− ϕ(ν−0 )

ν+0 − ν−0
, (2.2)

разрывное на линии x = ct, определяемой из соображений единственности решения зада-
чи (2.1). Теоремы существования и единственности обобщенного решения вырожденного урав-
нения первого порядка содержатся в работе [18].

Прежде всего рассмотрим области вне окрестности линии разрыва и найдем внешнее раз-
ложение. Учитывая соотношение (1.4) при σ → +∞, в области

Ω+
0 = {(x, t) : x > ct+ ε1−δ0 , 0 < δ0 < 1}

справа от линии x = ct будем строить асимптотическое решение уравнения (1.1) в виде ряда

U
+(x, t, ε, ρ) = ν+0 +

∞∑

m=1

m−1∑

n=0

ρm−nεnu+m,n(x, t). (2.3)

В области Ω−
0 = {(x, t) : x < ct − ε1−δ0} слева от линии разрыва будем строить аналогичный

ряд

U
−(x, t, ε, ρ) = ν−0 +

∞∑

m=1

m−1∑

n=0

ρm−nεnu−m,n(x, t). (2.4)

Формально подставляя ряды (2.3) и (2.4) в уравнение (1.1) и собирая вместе коэффициенты
при ρm−nεn, приходим к рекуррентной системе начальных задач

∂u±m,n

∂t
+ ϕ′(ν±0 )

∂u±m,n

∂x
= F±

m,n, u±m,n(x, 0) = δn,0ν
±
mx−m, (2.5)

где δ0,0 = 1, δn,0 = 0 при n 6= 0,

F±
m,n =

∂2u±m−1,n−1

∂x2
−

m−n∑

q=2

ϕ(q)(ν±0 )

q!

∑

i1+...+iq=m
j1+...+jq=n

∂
(
ui1,j1 · . . . · uiq,jq

)

∂x
. (2.6)



Двухпараметрические асимптотики в бисингулярной задаче Коши 97

Методом характеристик находим коэффициенты внешнего разложения

u±m,n(x, t) =
δn,0ν

±
m

[x− ϕ′(ν±0 )t]
m

+

t∫

0

F±
m,n(x− ϕ′(ν±0 )(t− t′), t′)dt′. (2.7)

Поскольку ϕ′′(u) > 0, функция ϕ(u) является выпуклой книзу, а следовательно, справед-

ливы неравенства ϕ′(ν+0 ) <
ϕ(ν+0 )− ϕ(ν−0 )

ν+0 − ν−0
< ϕ′(ν−0 ). Отсюда и из формулы (2.2) для числа c

вытекает, что линия x = ϕ′(ν+0 )t не лежит в области Ω+
0 , а линия x = ϕ′(ν−0 )t не лежит в обла-

сти Ω−
0 ; тем самым знаменатель в формуле (2.7) корректно определен. Учитывая формулу (2.2)

и используя соотношения (2.6) и (2.7), по индукции приходим к следующему утверждению.

Теорема 1. Для коэффициентов (2.7) асимптотических рядов (2.3) и (2.4) при всех m > 1
и 0 6 n 6 m− 1 справедлива формула

u±m,n(x, t) =
m−1∑

s=n

α±
m,n,s t

s

[x− ϕ′(ν±0 )t]
m+s

, (2.8)

где α±
m,n,s — однозначно определяемые константы, ν±0 = lim

x→±∞
ν(x).

В качестве примера приведем формулы для коэффициентов при ρ, ρ2 и ρ ε:

u±1,0(x, t) =
ν±1

x− ϕ′(ν±0 )t
, u±2,0(x, t) =

ν±2
[x− ϕ′(ν±0 )t]

2
+
(ν±1 )

2ϕ′′(ν±0 )t

[x− ϕ′(ν±0 )t]
3
, u±2,1(x, t) =

2ν±1 t

[x− ϕ′(ν±0 )t]
3
.

Согласно формуле (2.7) при t = 0 формальные ряды (2.3) и (2.4) переходят в асимптоти-

ческие ряды для начальной функции: U ±(x, 0, ε, ρ) =
∞∑

m=0
ν±m

(ρ
x

)m
, тем самым асимптотиче-

ски удовлетворяя начальному условию (1.2). В силу построения функций u±m,n(x, t), которые
являются решениями задач (2.5), ряды U +(x, t, ε, ρ) и U −(x, t, ε, ρ) также асимптотически
удовлетворяют уравнению (1.1) в областях Ω+

0 и Ω−
0 соответственно.

3. Окрестность особой точки

Из формулы (2.8) следует, что при достаточно малых x и t ряды (2.3) и (2.4) уже не яв-
ляются асимптотическими. Для построения асимптотического решения вблизи точки x = 0,
t = 0, удовлетворяющего начальному условию (1.2), естественно “растянуть” переменную x на
величину ρ−1. Чтобы уравнение (1.1) сохранило при этом эволюционный характер, производ-
ная по t должна быть того же порядка, что и правая часть, то есть порядка ερ−2. Исходя из
этих соображений, сделаем замену переменных

x = ρσ, t =
ρ2

ε
ω. (3.1)

Тогда уравнение (1.1) примет вид

∂h

∂ω
− ∂2h

∂σ2
= −µ

∂ϕ(h)

∂σ
, (3.2)

где h(σ, ω) ≡ u(ρσ, ρ2ω/ε), с условием µ =
ρ

ε
→ 0. Асимптотическое решение вблизи особой

точки ищем в виде ряда

H (σ, ω, µ) =
∞∑

n=0

µnhn(σ, ω), (3.3)
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для коэффициентов которого из уравнения (3.2) и условия (1.2) получаем рекуррентную це-
почку начальных задач

∂h0
∂ω

− ∂2h0
∂σ2

= 0, h0(σ, 0) = ν(σ), (3.4)

∂h1
∂ω

− ∂2h1
∂σ2

= −∂ϕ(h0)

∂σ
, h1(σ, 0) = 0, (3.5)

∂hn
∂ω

− ∂2hn
∂σ2

= −∂En

∂σ
, hn(σ, 0) = 0, (3.6)

где

En =

n−1∑

q=1

ϕ(q)(h0)

q!

∑

n1+...+nq=n−1

q∏

p=1

hnp
, n > 2. (3.7)

Ряд (3.3) строится однозначно — все коэффициенты hn(σ, ω) как решения системы задач
(3.4)–(3.6) определяются единственным образом. Для нахождения области, в которой ряд (3.3)
имеет смысл, и для построения асимптотик в других областях необходимо знать поведение
функций hn(σ, ω) на бесконечности. Как показано в работе [19], функция

h0(σ, ω) =
1

2
√
πω

∞∫

−∞

ν(s) exp
[
− (σ − s)2

4ω

]
ds, (3.8)

т. е. решение задачи (3.4) с условием (1.4) при |σ|+ ω → ∞ имеет асимптотику

h0(σ, ω) = R0,0,0(z) +

N∑

m=1

ω−m/2 [R0,m,0(z) + lnωR0,m,1(z)] +O
(
(σ2 + ω)−γN

)
, (3.9)

где

R0,0,0(z) =
ν−0√
π

+∞∫

z

e−y2dy +
ν+0√
π

z∫

−∞

e−y2dy, z =
σ

2
√
ω
,

R0,m,0 и R0,m,1 — гладкие функции, для которых имеют место оценки R0,m,l(z) = O
(
zme−z2

)

при |z| > 1, γ > 0. Отметим, что согласно [16, теорема 1] для решения задачи (1.1), (1.2)
равномерно в полосе {(x, t) : x ∈ R, 0 6 t 6 T}, T = const > 0, справедлива формула

u(x, t, ε, ρ) = h0

(x
ρ
,
εt

ρ2

)
−R0,0,0

( x

2
√
εt

)
+ Γ

(x
ε
,
t

ε

)
+O

(
µ1/2 lnµ

)

при ε → 0, ρ → 0, µ = ρ/ε → 0, где Γ — решение задачи Коши Γθ + [ϕ(Γ)]η − Γηη = 0,

Γ(η, 0) =

{
ν−0 , η < 0,

ν+0 , η > 0,
во внутренних переменных η = x/ε, θ = t/ε.

Асимптотика решений задач (3.5) и (3.6), которые можно выразить в виде свертки

hn(σ, ω) = −
ω∫

0

∞∫

−∞

1

2
√

π(ω − v)
exp

[
− (σ − s)2

4(ω − v)

]∂En

∂s
ds dv, (3.10)

при |σ|+ ω → ∞ находится тем же методом, что был использован в работе [19].

Теорема 2. Для решений задач (3.4)–(3.6), определяемых рекуррентно по формулам (3.8)
и (3.10), при всех n > 0 справедливо асимптотическое представление (остающееся справед-

ливым при дифференцировании по σ)

hn(σ, ω) = ωn/2
N−1∑

m=0

ω−m/2
m∑

l=0

(lnω)lRn,m,l

( σ

2
√
ω

)
+O

(
(σ2 + ω)−γnN

)
(3.11)

при |σ|+ ω → ∞, где N > 1, Rn,m,l — гладкие функции автомодельной переменной, γn > 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. При n = 0 справедливость разложения (3.11) вытекает их фор-
мулы (3.9). Проводя далее доказательство по индукции, предположим, что разложение (3.11)
справедливо для всех hl(σ, ω) при l < n. Полосу интегрирования Sω = {s ∈ R, 0 6 v 6 ω}
в формуле (3.10) разобьем на два множества D0 = {0 6 s2 + v 6 (σ2 + ω)p, 0 < p < 1} и
D1 = Sω \D0; и по отдельности исследуем интегралы

h(0)n (σ, ω) = −
∫∫

D0

1

2
√

π(ω − v)
exp

[
− (σ − s)2

4(ω − v)

]∂En

∂s
dsdv,

h(1)n (σ, ω) = −
∫∫

D1

1

2
√

π(ω − v)
exp

[
− (σ − s)2

4(ω − v)

]∂En

∂s
dsdv.

После замены v = ωβ, s = 2y
√
ωβ получаем

h(0)n (σ, ω) = −
∫∫

D′

0

√
ωβ√

π(1− β)
exp

[
− (z − y

√
β)2

1− β

]∂En

∂y
dydβ, (3.12)

где D′
0 = {0 6 β(1 + 4y2) 6 (σ2 + ω)p/ω}. Для независимых переменных рассмотрим отдельно

множества Tα = {(ω, σ) : ω > |σ|α} и Xα = {(ω, σ) : ω < |σ|α}, где 1 + p < α < 2. Пусть сначала
(σ, ω) ∈ Xα, тогда при (s, v) ∈ D0 и (y, β) ∈ D′

0 справедливы соотношения

s2

ω − v
=

4y2β

1− β
= O((σ2 + ω)p−α/2) → 0,

∣∣∣
σs

ω − v

∣∣∣ =
∣∣∣
4yz

√
β

1− β

∣∣∣ = O((σ2 + ω)(1+p−α)/2) → 0,

σ2

ω − v
>

σ2

ω
> |σ|2−α.

Отсюда вытекает оценка

exp
[
− (σ − s)2

4(ω − v)

]
= O

(
exp

[
− |σ|2−α

4

])
. (3.13)

Кроме того, из предположения индукции, выражения (3.7) и оценки v = O(σ2p), справедливой
в области D0, следует, что

∂En

∂s
= O

(
σ(n−2)p

)
. (3.14)

Используя оценки (3.13) и (3.14), из формулы (3.12) получаем

|h(0)n (σ, ω)| 6 Kn|σ|(n−2)p exp
[
− |σ|2−α

4

] ∫∫

D′

0

√
ωβ dydβ√
1− β

6 K ′
n|σ|cn exp

[
− |σ|2−α

4

]
,

где cn, Kn и K ′
n — некоторые константы. Теперь пусть (σ, ω) ∈ Tα. В этом случае удобно

сделать замену

y =
s

2
√
v
, χ =

s2 + v

4ω
, dsdv =

16ω3/2√χ

(1 + 4y2)3/2
dydχ.

Тогда

h(0)n (σ, ω) =
(ω
π

)1/2
κ0∫

0

∞∫

−∞

1√
1 + 4y2 − 4χ

exp
[
− (z

√
1 + 4y2 − 2y

√
χ)2

1 + 4y2 − 4χ

]

×
[

2√
1 + 4y2

∂En

∂y
+

16yχ

(1 + 4y2)3/2
∂En

∂χ

]
dydχ,
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где κ0 =
(σ2 + ω)p

4ω
= O

(
(σ2 + ω)p−α/2

)
→ 0. С помощью этого представления приходим к

разложению

h(0)n (σ, ω) =
∑

|l|+r 6=0

κ
l
0(lnκ0)

rcn,l(z, ω), (σ, ω) ∈ Tα,

в котором точный вид коэффициентов cn,l(z, ω) не имеет значения, что видно из дальнейшего.

Теперь исследуем функцию h
(1)
n (σ, ω). Поскольку

∫∫

D1

. . . ds dv =

∫ ∞

−∞
dy

∫ 1

4κ0/(1+4y2)
. . . dβ,

используя предположение индукции и выражение (3.7) для En в правой части уравнения (3.6),
получаем

En(s, v) = v(n−1)/2
N−1∑

m=0

v−m/2
m∑

l=0

(ln v)lQn,m,l(y) +O
(
(s2 + v)−γ′

n
N
)
,

h(1)n (σ, ω) = ωn/2
N−1∑

m=0

ω−m/2
m∑

l=0

(lnω)l

×
∫∫

D′

1

β(n−m−1)/2

√
1− β

m−l∑

r=0

(ln β)r exp
[
− (z − y

√
β)2

1− β

]
Q̃n,m,l,r(y)dydβ +O

(
(σ2 + ω)−γnN

)
,

где Qn,m,l и Q̃n,m,l,r — гладкие функции медленного роста, D′
1 = {y ∈ R, 4κ0/(1+4y2) 6 β 6 1},

γ′n > 0, γn > 0. При этом оценка интеграла

∫∫

D1

1

2
√

π(ω − v)
exp

[
− (σ − s)2

4(ω − v)

]
(s2+v)−γ′

n
Nds dv

получается из неравенства s2 + v > (σ2 + ω)p, справедливого в силу определения области D1.
Для выделения особенности при β → 0 в интеграле

∫∫

D′

1

β(n−m−1)/2

√
1− β

m−l∑

r=0

(ln β)r exp
[
− (z − y

√
β)2

1− β

]
Q̃n,m,l,r(y) dy dβ

при m > n рассмотрим функцию

Ψn,m,r(y, β, z) = (ln β)rβ(n−m−1)/2

{
exp

[
− (z − y

√
β)2

1− β

]
− exp(−z2)

m−n∑

k=0

βk/2P2k(y, z)

}
;

в фигурных скобках из экспоненты вычитается ее частичная сумма ряда Тейлора при β1/2 → 0,
P2k(y, z) — полиномы по y и z степени 2k. Тогда

∫∫

D′

1

(ln β)r√
1− β

β(n−m−1)/2 exp
[
− (z − y

√
β)2

1− β

]
Q̃n,m,l,r(y)dy dβ

=

∞∫

−∞

Q̃n,m,l,r(y)

1∫

0

Ψn,m,r(y, β, z)√
1− β

dβ dy −
∞∫

−∞

Q̃n,m,l,r(y)

4κ0/(1+4y2)∫

0

Ψn,m,r(y, β, z)√
1− β

dβ dy

+ exp(−z2)
m−n∑

k=0

∞∫

−∞

P2k(y, z)Q̃n,m,l,r(y)

1∫

4κ0/(1+4y2)

(ln β)rβ(n−m−1+k)/2dβ dy.

Первое слагаемое в правой части этой формулы является функцией только от z; второе и
третье экспоненциально малы при (σ, ω) ∈ Xα, а при (σ, ω) ∈ Tα представляют собой суммы
по ненулевым степеням κ0 и lnκ0, которые по лемме А.Р.Данилина [20, с. 2169] (см. так-

же [21, гл. 7, § 30]) асимптотически сокращаются при сложении с h
(0)
n (σ, ω), поскольку можно
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рассмотреть малую величину κ1 = (σ2 + ω)−1/2 и представить суммы с κ0 в виде выраже-
ний, содержащих κ1 и lnκ1 в степенях произвольного ненулевого параметра. Таким образом,
приходим к разложению (3.11), в котором (при m > n)

Rn,m,l(z) =

m−l∑

r=0

∞∫

−∞

Q̃n,m,l,r(y)

1∫

0

Ψn,m,r(y, β, z)√
1− β

dβ dy.

При 0 6 m 6 n в процедуре регуляризации нет необходимости. В этом случае

Rn,m,l(z) =
m−l∑

r=0

∞∫

−∞

Q̃n,m,l,r(y)

1∫

0

(ln β)rβ(n−m−1)/2

√
1− β

exp
[
− (z − y

√
β)2

1− β

]
dβ dy;

в частности, при m = l = 0 получаем формулы

R1,0,0(z) = − 1

2
√
π

1∫

0

1√
1− β

∞∫

−∞

exp
[
− (z − y

√
β)2

1− β

]dϕ(R0,0,0(y))

dy
dy dβ,

Rn,0,0(z) = − 1

2
√
π

1∫

0

β(n−1)/2

√
1− β

∞∫

−∞

exp
[
− (z − y

√
β)2

1− β

]

× d

dy

[ n−1∑

q=1

ϕ(q)(R0,0,0(y))

q!

∑

i1+...+iq=n−1

q∏

α=1

Riα,0,0(y)

]
dy dβ,

определяющие асимптотику функций hn в главном hn(σ, ω) ∼ ωn/2Rn,0,0

( σ

2
√
ω

)
. Теорема до-

казана.

4. Резюме

В настоящей работе выявлена структура формальных асимптотических решений зада-
чи (1.1), (1.2) с двумя независимыми малыми параметрами ε и ρ. Резюмируем главные резуль-
таты. В областях Ω±

0 слева и справа от линии разрыва решения предельной задачи формальное
асимптотическое решение строится в виде рядов по степеням ε и ρ с гладкими коэффициен-
тами, зависящими от x и t:

U
±(x, t, ε, ρ) = ν±0 +

∞∑

m=1

m−1∑

n=0

ρm−nεnu±m,n(x, t).

Коэффициенты рядов U +(x, t, ε, ρ) и U −(x, t, ε, ρ) определяются как решения начальных за-
дач (2.5) и находятся методом характеристик, а ν±0 = lim

x→±∞
ν(x). Структура функций u±m,n(x, t),

установленная в теореме 1, определяется по существу левой частью уравнения (1.1), т. е диф-
ференциальным оператором первого порядка. В силу построения функций u±m,n(x, t) ряды
U +(x, t, ε, ρ) и U −(x, t, ε, ρ) также асимптотически удовлетворяют уравнению (1.1) в областях
Ω+
0 и Ω−

0 , соответственно. В области Ω1 = {(x, t) : t > 0, x2+εt < ρδ1ε2−δ1 , 0 < δ1 < 2} преобла-
дающими являются линейные по u члены уравнения (1.1). Здесь формальное асимптотическое
решение строится в виде ряда

H (σ, ω, µ) =
∞∑

n=0

µnhn(σ, ω), где µ =
ρ

ε
, σ =

x

ρ
, ω =

εt

ρ2
.
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Коэффициенты hn(σ, ω) определяются как решения начальных задач (3.4)–(3.6) по форму-
лам (3.8) и (3.10). В силу системы уравнений (3.4)–(3.6), которым удовлетворяют функции
hn(σ, ω), ряд H (σ, ω, µ) = H

(
x/ρ, εt/ρ2, ρ/ε

)
асимптотически удовлетворяет уравнению (1.1)

и сохраняет асимптотический характер в области Ω1. Теорема 2 утверждает, что разложение
коэффициентов hn(σ, ω) при |σ| + ω → ∞ имеет вид (3.11) в смысле Эрдейи по асимптотиче-
ской последовательности

{
(σ2+ω)−γnN

}∞

N=1
, где γn > 0. За время порядка εµδ1 в асимптотике

происходит перестройка масштаба внутренней пространственной переменной от ρ к ε.
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