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При исследовании сингулярно возмущенных задач оптимального управления используется известный

и хорошо развитый метод пограничных функций построения асимптотики решения краевых задач, к

которым приводят условия оптимальности управления. Такой подход эффективен для задач с гладки-

ми управляющими воздействиями из открытой области. Задачи с замкнутой и ограниченной областью

управления исследованы менее полно. Как правило, изучаются случаи, когда управление является ска-

лярной или многомерной функцией со значениями из выпуклого многогранника. В последнем случае

оптимальное управление кусочно-постоянно со значениями в вершинах многогранника, поэтому ключе-

вым здесь является описание асимптотики точек переключения оптимального управления. В настоящей

работе исследована одна задача оптимального быстродействия для сингулярно возмущенной линейной

автономной системы с гладкими геометрическими ограничениями на управление в виде шара. Основное

отличие от ранее рассмотренных систем с быстрыми и медленными переменными заключается в том, что

в данном случае матрица при быстрых переменных представляет собой многомерный аналог жордановой

клетки второго порядка с нулевым собственным числом и тем самым не удовлетворяет стандартному

условию асимптотической устойчивости. Доказана разрешимость задачи. Получена и обоснована полная

асимптотика по степенной асимптотической последовательности времени быстродействия и оптимального

управления относительно малого параметра при производных в уравнениях системы.
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optimal control problem.

In the study of singularly perturbed optimal control problems, asymptotic solutions to the boundary value

problem resulting from the optimality condition for the control are constructed by means of the well-known

and well-developed method of boundary functions. This approach is effective for problems with smooth controls

from an open domain. Problems with a closed bounded domain of the control have been investigated less

thoroughly. The cases that are usually considered involve situations where the control is a scalar function or

a multidimensional function with values in a convex polyhedron. In the latter case, since the optimal control

is a piecewise constant function with values at the vertices of the polyhedron, it is important to describe the

asymptotic behavior of the switching points of the optimal control. In this paper we investigate a time-optimal

control problem for a singularly perturbed linear autonomous system with smooth geometric constraints on the

control in the form of a ball. The main difference of this case from systems with fast and slow variables studied

earlier is that in this case the matrix at the fast variables is a multidimensional analog of the second-order
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1. Постановка задачи

Рассмотрим одну из задач теории оптимального управления [1; 2] — задачу о быстродей-
ствии для линейной автономной системы с быстрыми и медленными переменными (см. об-

1Работа выполнена при частичной поддержке Программы повышения конкурентоспособности ве-
дущих университетов РФ (Соглашение с Минобрнауки РФ 02.А03.21.0006 от 27 августа 2013 г.).
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зор [3]) в классе кусочно-непрерывных управлений с гладкими геометрическими ограничени-
ями: 




ẋ = y, x, y ∈ R
2n, u ∈ R

2n,

εẏ = Jy + u, ‖u‖ 6 1, ε ≪ 1,

x(0) = x0, y(0) = y0,

x(Tε) = 0, y(Tε) = 0, Tε −→ min,

(1.1)

где

J =

(
0 In
0 0

)
, (1.2)

In — матрица тождественного отображения R
n → R

n. Далее всюду будем обозначать единич-
ные матрицы соответствующих размеров через I.

Цель настоящего исследования — получить асимптотические разложения времени быстро-
действия, оптимального управления и компонент вектора состояния.

Ранее в работе [4] были получены основные соотношения для системы общего вида с мно-
гоугольником в качестве ограничивающего множества, в работах [5; 6] исследовано поведение
областей достижимости при стремлении малого параметра к нулю. Особенность рассматривае-
мой задачи состоит в том, что собственные значения матрицы при быстрых переменных равны
нулю, и тем самым нарушено стандартное условие (см., например, [6, гл. 3, п. 3.2, предполо-
жение A1]) асимптотической устойчивости этой матрицы. В настоящей работе используются
методы, основы подхода к которым заложены в [7], и общие соотношения, полученные в [8].
Отметим статью [9], в которой впервые была исследована асимптотика решения для другой
системы, в которой матрица при быстрых переменных также не удовлетворяет условию асимп-
тотической устойчивости. В настоящей работе будет показано, что время быстродействия, как
и остальные характеристики задачи, в отличие от работы [9] раскладывается в степенные
асимптотические ряды в смысле Пуанкаре [10, Definition 2.5].

Обозначим

Aε =

(
0 I

0 ε−1J

)
, Bε =

(
0

ε−1I

)
, z =

(
x

y

)
, z0 =

(
x0
y0

)
, (1.3)

x =

(
x1
x2

)
, y =

(
y1
y2

)
, u =

(
u1
u2

)
, xi, yi, ui ∈ R

n, i = 1, 2.

Вследствие критерия Калмана (см, например, [11, теорема 5]) при каждом фиксированном
ε > 0 пара (Aε,Bε) из (1.3) вполне управляема.

Непосредственным вычислением из (1.2), (1.3) и равенства J2 = 0 получаем, что

eJt/ε = I +
t

ε
J, eAεt =




I tI +
t2

2ε
J

0 I +
t

ε
J


 .

Рассмотрим следующую задачу о быстродействии, получающуюся из (1.1), если положить
ε = 0 и u2 ≡ 0 (т. е. не принимать во внимание неуправляемые объекты).





ẋ2 = −u1, x2, u1 ∈ R
n,

x2(0) = x2,0, ‖u1‖ 6 1,

x2(T0) = 0, T0 −→ min,

(1.4)

Согласно принципу максимума [1; 11, с. 140] оптимальное управление u0(t) = u1(t) имеет вид

u0(t) ≡ q0, ‖q0‖ = 1,
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где постоянный вектор q0 ∈ R
n удовлетворяет соотношению

0 = x2,0 − T0q0. (1.5)

Естественным является предположение

x2,0 6= 0. (1.6)

Тогда из (1.5) получаем

T0 = ‖x2,0‖, q0 =
x2,0

‖x2,0‖
. (1.7)

Теорема 1. При любом начальном векторе z0 с компонентой x2,0 6= 0 и любом доста-

точно малом ε > 0 задача (1.1) разрешима и lim
ε→0

Tε = T0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим управление vε(t) = (v∗1,ε(t), v
∗
2,ε(t))

∗, ‖vε(t)‖ 6 1, где
v1,ε(t) := (1 − ε)Vε, ‖Vε‖ = 1, v2,ε(t) := εWε(t). Здесь и далее ∗ — знак операции транспони-
рования матриц. Покажем, что с помощью такого управления можно перевести систему из
положения z0 в начало координат за время θε = T0 + θ(ε), где T0 — оптимальное время (1.7) в
вырожденной задаче (1.4), θ(ε) = O(ε), ε → 0.

Подставим управление vε(t) в систему уравнений, получающуюся в силу формулы Коши
из (1.1),

0 = z0 +

θε∫

0

e−AεtBε vε(t) dt.

Покомпонентно эта система запишется в виде




−2εx1,0 =

θε∫

0

(−2t(1− ε)Vε + t2Wε(t)) dt, x2,0 =

θε∫

0

tWε(t) dt,

−εy1,0 =

θε∫

0

((1− ε)Vε − tWε(t)) dt, −y2,0 =

θε∫

0

Wε(t) dt.

(1.8)

Из второго и третьего уравнений системы (1.8) находим

(1− ε)θεVε = x2,0 − εy1,0. (1.9)

Отсюда

θε =
‖x2,0 − εy1,0‖

1− ε

(1.7)
= T0 +O(ε), ε → 0. (1.10)

Затем первое, второе и четвертое уравнения системы (1.8) с учетом (1.9) можно записать
следующим образом:

θε∫

0

t2Wε(t) dt = −2εx1,0 + θε(x2,0 − εy1,0),

θε∫

0

tWε(t) dt = x2,0,

θε∫

0

Wε(t) dt = −y2,0. (1.11)

Вектор-функцию Wε(t) можно найти в виде Wε(t) = aεt
2 + bεt + cε, где aε, bε и cε ∈ R

n —
некоторые векторы. Действительно, система (1.11) преобразуется к системе линейных алгеб-
раических уравнений относительно компонент aε, bε, cε c ненулевым определителем, обратная
величина к которому есть O(1) при ε → 0, следовательно, однозначно разрешима. При этом
в силу ограниченности правых частей системы (1.11) aε, bε, cε = O(1), ε → 0, тем самым
Wε(t) = O(1) на [0, T ] для некоторого T > T0. Условие ‖vε(t)‖ 6 1 равносильно

1 > ‖v1,ε(t)‖
2 + ‖v2,ε(t)‖

2 = (1− ε)2 + ε2‖Wε(t)‖
2 = 1− 2ε+ ε2 + ε2‖Wε(t)‖

2,
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или

2 > ε(1 + ‖Wε(t)‖
2) −→ 0 при ε → 0. (1.12)

При достаточно малых ε неравенство (1.12) выполняется.

Таким образом, нашлось управление vε ∈ U , переводящее систему из положения z0 в на-
чало координат за время, близкое к T0. Тогда найдется оптимальное управление, исходная
задача (1.1) разрешима, и для оптимального времени справедлива оценка

Tε 6 T0 + θ(ε), (1.13)

где θ(ε) определяется формулой (1.10).

Далее, оптимальное управление uε(t) и оптимальное время Tε удовлетворяют системе урав-
нений 




−2ε2x1,0 =

Tε∫

0

(−2 ε t u1,ε(t) + t2u2,ε(t)) dt, εx2,0 =

Tε∫

0

tu2,ε(t) dt,

−ε2y1,0 =

Tε∫

0

(εu1,ε(t)− tu2,ε(t)) dt, −εy2,0 =

Tε∫

0

u2,ε(t) dt.

Из второго и третьего уравнений этой системы получаем соотношение

x2,0 = εy1,0 +

Tε∫

0

u1,ε(t)dt. (1.14)

Тогда с учетом ограничения на оптимальное управление ‖uε‖ 6 1 и оценки (1.13) справедлива
цепочка неравенств

T0 = ‖x2,0‖ 6 ε‖y1,0‖+

Tε∫

0

‖u1,ε(t)‖dt 6 ε‖y1,0‖+ Tε 6 ε‖y1,0‖+ T0 + θ(ε).

Отсюда в силу леммы о двустороннем ограничении Tε → T0 при ε → 0. �

Лемма 1. Найдется последовательность εn → 0 такая, что u1,εn(t) сходится к u0 по-

чти всюду на [0, T0].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из соотношения (1.14) следует, что

∫ Tε

0
u1,ε(t)dt → x2,0 при

ε → 0. Но

∫ Tε

0
u1,ε(t)dt =

∫ T0

0
u1,ε(t)dt+

∫ Tε

T0

u1,ε(t)dt. Отсюда в силу теоремы 1 выполняется

∫ T0

0
u1,ε(t)dt → x2,0 =

∫ T0

0
u0dt при ε → 0. Тем самым,

∫ T0

0
(u0 − u1,ε(t))dt → 0.

Пусть u1,ε(t) = αε(t)u0+u⊥1,ε(t), где u⊥1,ε(t)⊥u0. Поскольку ‖uε‖ 6 1, справедливо ‖u1,ε‖ 6 1,
следовательно, |αε(t)| 6 1. Тогда

∥∥∥∥

T0∫

0

(u0 − u1,ε(t))dt

∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥

T0∫

0

(1− αε(t))u0dt

∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥

T0∫

0

u⊥1,ε(t)dt

∥∥∥∥
2

=

( T0∫

0

(1− αε(t))dt

)2

+

∥∥∥∥

T0∫

0

u⊥1,ε(t)dt

∥∥∥∥
2

−→ 0, ε → 0.
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Отсюда

∫ T0

0
(1− αε(t))dt → 0 при ε → 0. Поскольку 1− αε(t) > 0 на [0, T0], функция 1− αε(t)

сходится к нулю в среднем на [0, T0] при ε → 0. Значит (см. [12, с. 388]), можно выбрать такую
последовательность εn → 0, что αεn(t) сходится к 1 почти всюду на [0, T0]. Но

α2
εn(t) 6 ‖u1,εn(t)‖

2 = α2
εn(t) + ‖u⊥1,εn(t)‖

2
6 1.

Тем самым, u⊥1,εn(t)
п.в.
−→ 0 и u1,εn(t)

п.в.
−→ u0 на [0, T0]. �

2. Основная система уравнений и асимптотика ее решения

В силу принципа максимума Понтрягина [1; 11, гл. 2, теорема 18] который в рассматри-
ваемом случае является необходимым и достаточным условием оптимальности, существует
вектор rε = (r∗1,ε, r

∗
2,ε)

∗, r1,ε, r2,ε ∈ R
2n, такой, что оптимальное управление в задаче (1.1) имеет

вид

uε(t) =
B∗
εe

−A∗

ε trε

‖B∗
εe

−A∗

ε trε‖

при всех t таких, что B∗
εe

−A∗

ε trε 6= 0. Тогда в силу формулы Коши из (1.1) для rε получим
векторное равенство

0 = z0 +

Tε∫

0

e−AεtBε B
∗
ε e

−A∗

ε trε

‖B∗
ε e

−A∗

ε trε‖
dt. (2.1)

Тем самым, вектор rε является вектором, порождающим оптимальное управление, тогда и
только тогда, когда rε удовлетворяет соотношению (2.1). Таким образом, исходная задача
сводится к исследованию уравнения (2.1).

Отметим важное следствие формулы (2.1), справедливое для любой задачи оптимального
быстродействия для линейной системы с ограничивающим множеством в виде шара.

Лемма 2. Справедливо равенство

〈Aεz0, rε〉 = ‖B∗
εe

−A∗

εTεrε‖ − ‖B∗
εrε‖. (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножая уравнение (2.1) скалярно на (−A∗
εrε), получим цепоч-

ку равенств, из которых непосредственно вытекает утверждение леммы

〈z0,A
∗
εrε〉 =

Tε∫

0

〈e−AεtBε B
∗
ε e

−A∗

εtrε,−A∗
εrε〉

‖B∗
ε e

−A∗

ε trε‖
dt =

Tε∫

0

〈B∗
ε e

−A∗

ε trε,B
∗
ε e

−A∗

ε t(−A∗
ε) rε〉

‖B∗
ε e

−A∗

ε trε‖
dt

=

Tε∫

0

d‖B∗
εe

−A∗

ε trε‖ = ‖B∗
εe

−A∗

εTεrε‖ − ‖B∗
εrε‖. ✷

Отметим, что для исходной задачи выполняется B∗
ε e

−A∗

ε t =

(
t2

2ε2
J∗ −

t

ε
I, −

t

ε2
J∗ +

1

ε
I

)
.

Тогда для rε запишем

‖B∗
ε e

−A∗

εtrε‖ =

∥∥∥∥
t2

2ε2
J∗r1,ε − t

(
1

ε
r1,ε +

1

ε2
J∗r2,ε

)
+

1

ε
r2,ε

∥∥∥∥ .

Соотношение (2.2) примет вид

〈y0, r1,ε〉+
1

ε
〈Jy0, r2,ε〉+

1

ε
‖r2,ε‖ =

∥∥∥∥
T 2
ε

2ε2
J∗r1,ε −

Tε

ε

(
r1,ε +

1

ε
J∗r2,ε

)
+

1

ε
r2,ε

∥∥∥∥ .
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Введем новые неизвестные векторы по формулам lε = ε−1 r2,ε, pε = r1,ε + ε−1J∗r2,ε. Тогда
J∗r1,ε = J∗pε.

Запишем основную систему уравнений (2.1)



−x0 =

Tε∫

0

( t2

2ε2
J −

t

ε
I
)
uε(t) dt, −εy0 =

Tε∫

0

(I −
t

ε
J)uε(t) dt,

где в новых обозначениях

uε(t) =

t2

2ε2
J∗pε −

t

ε
pε + lε

∥∥∥
t2

2ε2
J∗pε −

t

ε
pε + lε

∥∥∥
(2.3)

или “покоординатно”

u1,ε(t) =
−
t

ε
p1,ε + l1,ε

√∥∥∥−
t

ε
p1,ε + l1,ε

∥∥∥
2
+

∥∥∥
t2

2ε2
p1,ε −

t

ε
p2,ε + l2,ε

∥∥∥
2
,

u2,ε(t) =

t2

2ε2
p1,ε −

t

ε
p2,ε + l2,ε

√∥∥∥−
t

ε
p1,ε + l1,ε

∥∥∥
2
+

∥∥∥
t2

2ε2
p1,ε −

t

ε
p2,ε + l2,ε

∥∥∥
2
.

(2.4)

Равенство (2.2) преобразуется к виду

〈y0, pε − J∗lε〉+ 〈Jy0, lε〉+ ‖lε‖ =
∥∥∥
T 2
ε

2ε2
J∗pε −

Tε

ε
pε + lε

∥∥∥. (2.5)

Поскольку выражение (2.3) положительно однородно относительно вектора Lε = (l∗ε , p
∗
ε)

∗, то
будем считать, что норма этого вектора равна единице. Из соотношения (2.5) и теоремы 1

следует, что вектор
( Tε

2ε2
J∗ −

1

ε
I
)
pε ограничен. Тем самым, p1,ε = O(ε), ε → 0. Тогда

p1,ε = εp̃1,ε, p̃1,ε = O(1) при ε → 0. (2.6)

Лемма 3. При условии нормировки вектора Lε ‖lε‖
2 + ‖pε‖

2 = 1 справедливы соотноше-

ния

l1,ε → u0, l2,ε = o(1), p1,ε = o(ε2), p2,ε = o(ε) при ε → 0. (2.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу условия леммы множество векторов Lε ограничено и,
следовательно, имеет предельные точки. Пусть (l∗0, p

∗
0)

∗ — одна из них, т. е. некоторая после-
довательность (l∗εn , p

∗
εn)

∗ → (l∗0, p
∗
0)

∗ при εn −→
n→∞

0. В силу леммы 1 существует подпоследова-

тельность εnk
→ 0 такая, что u1,εn

k
(t) сходится почти всюду на [0, T0] к u0 при εnk

→ 0. Не
ограничивая общности, будем считать, что u1,εn(t) и есть та самая подпоследовательность. При
этом моменты времени 0 < t1, t2, t1 6= t2 таковы, что u1,εn(tj) → u0, j = 1, 2. Не ограничивая

общности, считаем, что для всех n выполняется
∥∥∥−

tj

εn
p1,εn + l1,εn

∥∥∥ 6= 0, j = 1, 2.

С учетом (2.6) из (2.4) получим

u1,εn(tj) =

(−tj p̃1,εn + l1,εn)

‖ − tj p̃1,εn + l1,εn‖√√√√√
1 +

∥∥∥
t2j

2εn
p̃1,εn −

tj

εn
p2,εn + l2,εn

∥∥∥
2

‖ − tj p̃1,εn + l1,εn‖
2

−→ u0, εn −→
n→∞

0, j = 1, 2.
(2.8)
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Так как ‖u0‖ = 1, то

∥∥∥
t2j

2εn
p̃1,εn −

tj

εn
p2,εn + l2,εn

∥∥∥ = oj(1)‖ − tj p̃1,εn + l1,εn‖, εn −→
n→∞

0, j = 1, 2, (2.9)

тем самым,

∥∥∥
t2j

2
p̃1,εn − tjp2,εn + εnl2,εn

∥∥∥ = εnoj(1)‖ − tj p̃1,εn + l1,εn‖ = oj(εn).

Далее, {
1

2
t2j p̃1,εn − tjp2,εn = oj(εn), j = 1, 2

есть система линейных уравнений относительно p̃1,εn и p2,εn с определителем, отличным от
нуля при t1 6= t2. Тем самым, справедливы асимптотические равенства

p̃1,εn = o(εn), p1,εn = o(ε2n), p2,εn = o(εn), εn −→
n→∞

0, (2.10)

а из равенства (2.9) следует
l2,εn = o(1). (2.11)

Далее, из соотношений (2.8) получаем l1,εn −→ u0.
Тем самым, l0 = (u∗0, 0)

∗, p0 = 0 — единственная предельная точка множества векторов Lε,
что означает (l∗ε , p

∗
ε)

∗ → (l∗0, p
∗
0)

∗ при ε → 0 и с учетом (2.10), (2.11) справедливость асимпто-
тических равенств в утверждении леммы. �

Нормируем вектор Lε:
‖l1,ε‖ = 1. (2.12)

В силу леммы 3 и того, что ‖u0‖ = 1, и для нормировки (2.12) справедливо соотношение (2.7).
Введем новые неизвестные величины по формулам (их зависимость от ε для сокращения за-
писи опустим)

Tε = T0 + ϑ, l1,ε = u0 + λ1, l2,ε = λ2, p1,ε = ε2ρ1, p2,ε = ερ2, (2.13)

где ω = (ϑ, λ∗, ρ∗)∗ = o(1) при ε → 0 в силу (2.6). При этом

‖λ1‖
2 + 2〈λ1, u0〉 = 0, (2.14)

так как ‖u0‖ = 1.
В силу (2.12)–(2.14) имеем

∥∥∥
t2

2ε2
J∗pε −

t

ε
pε + lε

∥∥∥
−1

=
(
‖l1,ε − εtρ1‖

2 +

∥∥∥∥
t2

2
ρ1 − tρ2 + λ

∥∥∥∥
2 )−1/2

= 1 + F2(t, ε, λ, ρ),

где непрерывная по t, ε, λ, ρ функция F2(t, ε, λ, ρ) = O(ε‖ω‖ + ‖ω‖2), ε → 0, t ∈ [0, T ], T > T0.
Тогда

u1,ε(t) = (l1,ε − εtρ1)(1 + F2(t, ε, λ, ρ)) = u0 + λ1 +G2(t, ε, λ, ρ),

u2,ε(t) =
(t2
2
ρ1 − tρ2 + λ2

)
(1 + F2(t, ε, λ, ρ)) =

t2

2
ρ1 − tρ2 + λ2 +H3(t, ε, λ, ρ).

Здесь и далее бесконечно дифференцируемые функции своих аргументов Fk, Gk,Hk = O((ε+
‖ω‖)k) при ε → 0, t ∈ [0, T ], T > T0. Указанные функции бесконечно дифференцируемы,
поскольку раскладываются в равномерно сходящиеся (при ε 6 1, ‖ω‖ 6 K(T ), где K(T ) —
некоторая известная константа) степенные ряды от бесконечно дифференцируемых функций.
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Компоненты вектора ωε удовлетворяют следующей системе уравнений: уравнение (2.14)
дополнено системой





x2,0 − εy1,0 =

T0+ϑ∫

0

(l1,ε +G2(t, ε, λ, ρ))dt,

−ε2x1,0 =

T0+ϑ∫

0

(
− ε t (l1,ε +G2(t, ε, λ, ρ)) +

t4

4
ρ1

−
t3

2
ρ2 +

t2

2
λ+

t2

2
H3(t, ε, λ, ρ)

)
dt,

εx2,0 =

T0+ϑ∫

0

(
t3

2
ρ1 − t2ρ2 + tλ+ tH3(t, ε, λ, ρ)

)
dt,

−εy2,0 =

T0+ϑ∫

0

(
t2

2
ρ1 − tρ2 + λ+H3(t, ε, λ, ρ)

)
dt.

(2.15)

3. Получение и обоснование асимптотики оптимального времени Tε

и оптимального управления uε(t)

Система (2.14), (2.15) имеет вид P (ε, ω) = 0, где P (ε, ω) — бесконечно дифференциру-
емая функция своих аргументов в некоторой окрестности нуля переменных (ε, ω), причем
P (0, 0) = 0, а

P ′
ω(0, 0) =




0 u∗0 0
u0 T0I 0
0 0 L


 , где L =




T 3

0

6 I
T 5
0

20
I −

T 4
0

8
I

T 2
0

2
I

T 4
0

8
I −

T 3
0

3
I

T0I
T 3
0

6
I −

T 2
0

2
I




и detL 6= 0.

Тогда линейный оператор P ′
ω(0, 0) непрерывно обратим, и применима теорема о неявном отоб-

ражении, из которой следует, что в некоторой окрестности начала координат система (2.14),
(2.15) единственным образом определяет ω = f(ε), где f(ε) — бесконечно дифференцируе-
мая функция. Тем самым, f(ε) раскладывается в степенной асимптотический ряд

∑1
k fkε

k, и
справедлив следующий основной результат.

Теорема 2. При выполнении предположения (1.6) время быстродействия Tε, оптималь-

ное управление и компоненты вектора состояния раскладываются в асимптотические ряды

по степеням {εk}, слагаемые которых однозначно определяются рядами для (2.13).

Формула (2.3) при подстановке в нее частичной суммы ω̂N без слагаемых порядка O(εN+1)
дает так называемое субоптимальное управление (N + 1)-го порядка [13; 14]. �
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