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А. В. Горшков, Е. Ю.Просвиряков

В статье изучается слоистая конвекция вязкой несжимаемой жидкости. Течение несжимаемой среды
описывается переопределенной системой уравнений Обербека — Буссинеска. Найдено точное решение пе-
реопределенной системы уравнений. Решение принадлежит классу Линя — Сидорова — Аристова. В нем
скорости являются однородными относительно горизонтальных переменных, поля давления и темпера-
туры линейно зависят от координат x и y. Использование класса решений Линя — Сидорова — Аристова
сохраняет нелинейность уравнений движения только в уравнении теплопроводности. Исследование крае-
вой задачи проведено для конвекции Бенара — Марангони с учетом теплообмена на свободной границе.
Теплообмен определяется законом Ньютона — Рихмана. Конвективное движение жидкости характеризу-
ется существованием толщины слоя, при которой сила трения (касательные напряжения) равны нулю во
внутренней точке слоя жидкости. Приведены соответствующие ограничения на параметры управления,
которые определяют условия отсутствия скольжения слоев для теплового и концентрационного конвек-
тивного течения жидкости.
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We study layered convection of a viscous incompressible fluid. The flow of an incompressible medium is
described by the overdetermined system of the Oberbeck–Boussinesq equations. An exact solution of the
overdetermined system of equations is found. The solution belongs to the Lin–Sidorov–Aristov class. In this
class the velocities are homogeneous with respect to the horizontal variables. The pressure and temperature
fields are linear functions of the coordinates x and y. The use of the Lin–Sidorov–Aristov class preserves the
nonlinearity of the motion equations only in the heat equation. The boundary value problem is studied for the
Bénard–Marangoni convection with heat transfer at the free boundary. The heat transfer is determined by the
Newton–Richman law. The convective motion of a fluid is characterized by the existence of a layer thickness at
which the friction force (the shear stress) vanishes at an interior point of the fluid layer. We give constraints on
the control parameters that determine the no-slip conditions for the layers in the cases of thermal and solutal
convective flows.
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Введение

К настоящему времени известно мало классов точных решений уравнений Навье — Стокса,
описывающих жидкости с различными свойствами. Наиболее продуктивным классом точных
решений оказались течения жидкости, профили скоростей которых линейно зависят от части
координат. Первым, кто изучал скорости, линейные по горизонтальным координатам, для
задач магнитной гидродинамики был Ц.Ц.Линь [1]. Далее в работах А.Ф.Сидорова были
сформулированы несколько классов точных решений, которые справедливы для конвективных
и диффузионных течений вязких сжимаемых и несжимаемых сред [2]. В классе Сидорова поля
температуры были линейными по горизонтальным координатам [2; 3].

Дальнейшее обобщение было предпринято С.Н.Аристовым, который сформулировал зада-
чи исследования конвективных течений, учитывая совместные квадратичные эффекты давле-
ния и температуры. В недавней статье [4] была показана возможность исследования термодиф-
фузионных движений вязкой несжимаемой жидкости при учете перекрестных диссипативных
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эффектов Соре и Дюффора. Это обобщение особенно важно, поскольку в практических за-
дачах нужно учитывать оба эффекта, а в подавляющем большинстве случаев исследователи
пренебрегают одним из влияний на структуру течения [6].

При использовании классов точных решений системы определяющих уравнений достаточ-
но часто являются переопределенными [1;4;5;7]. В этом случае нахождение условия разреши-
мости позволяет построить новые точные решения, которые обладают порой весьма неожидан-
ными свойствами, позволяющими описывать конвективные противотечения в жидкости [8;9].
Тем не менее возможна противоположная ситуация, при которой класс решений помогает сра-
зу разрешить исходную переопределенную систему Обербека — Буссинеска [4; 7–9].

В статье [7] было вычислено первое точное решение уравнений движения вязкой несжимае-
мой жидкости, описывающих конвективное слоистое течение, которое может быть индуцирова-
но термокапиллярными силами и наличием теплообмена на границах бесконечного слоя. Было
показано [7], что при действии двух факторов на возникновение конвекции в жидкости наблю-
даются противотечения и усиление скоростей, а также при определенной толщине отсутствует
трение на недеформируемой нижней границе. Интересной оказывается задача вычисления
толщины слоя жидкости, при которой отсутствует сила трения между стратифицированными
областями или в произвольном сечении слоя жидкости. В статьях [8–10] приводится только
весьма частный случай исследования точного решения. Таким образом, отсутствует методика
вычисления толщины слоя жидкости, при которой касательные напряжения в слоистом потоке
жидкости могут быть сжимающими и растягивающими.

В настоящей статье будет приведено решение вышеуказанной задачи при помощи иссле-
дования спектральных свойств полиномиального поля скоростей.

1. Постановка задачи

Рассматривается стационарная термокапиллярная слоистая конвекция (конвекция Бена-
ра — Марангони) вязкой несжимаемой жидкости, которая движется в бесконечно протяжен-
ном слое толщины h. Система уравнений Навье — Стокса в приближении Буссинеска [11]
для слоистых течений является переопределенной, поскольку вертикальная скорость Vz равна
нулю [8; 9; 12]. Для разрешимости системы уравнений Обербека — Буссинеска используется
точное решение [2; 4; 7–9]:

Vx = U (z) , Vy = V (z) , T = T0 (z) + xT1 (z) + yT2 (z) , P = P0 (z) + xP1 (z) + yP2 (z) . (1.1)

Здесь Vx = U, Vy = V — компоненты вектора скорости жидкости; T0 и P0 — фоновая темпе-
ратура и давление соответственно; T1, T2 и P1, P2 — горизонтальные (продольные) компоненты
градиента температуры и давления соответственно.

Подстановка гидродинамических полей (1.1) позволяет свести нелинейную систему урав-
нений Обербека — Буссинеска в частных производных к системе обыкновенных дифференци-
альных уравнений с переменными коэффициентами [8; 9; 12]:

d2T1

dz2
= 0,

d2T2

dz2
= 0,

dP1

dz
= gβT1,

dP2

dz
= gβT2,

d2T0

dz2
=

1

χ
(UT1 + V T2) ,

dP0

dz
= gβT0,

ν
d2U

dz2
= P1, ν

d2V

dz2
= P2.

(1.2)

Здесь g — ускорение свободного падения; β — коэффициент объемного расширения; ν —
кинематическая (молекулярная) вязкость жидкости; χ— коэффициент температуропроводно-
сти.
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Краевые условия, необходимые для вычисления частного решения системы (1.2), записы-
ваются следующим образом:

U(0) = 0, V (0) = 0,

η
∂U

∂z

∣

∣

∣

∣

z=h

= −σT1(h),

η
∂V

∂z

∣

∣

∣

∣

z=h

= −σT2(h),

(1.3)

∂T1

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

= ϑ1 (A1 − T1(0)) ,
∂T2

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

= ϑ2 (B1 − T2(0)) ,

∂T1

∂z

∣

∣

∣

∣

z=h

= ϑ1 (A2 − T1(h)) ,
∂T2

∂z

∣

∣

∣

∣

z=h

= ϑ2 (B2 − T2(h)) ,
(1.4)

T0(0) = 0, T0(h) = 0, P1(h) = 0, P2(h) = 0, P0(h) = S, (1.5)

где ϑ1 = α1h/λ1, ϑ2 = α2h/λ2 — числа Нуссельта; α1, α2 — коэффициенты теплоотдачи; λ1,
λ2 — коэффициенты теплопроводности для нижней (индекс 1) и верхней (индекс 2) граничных
поверхностей соответственно; A1, A2 и B1, B2 — продольные компоненты градиенты темпера-
туры окружающей среды на нижней и верхней границах соответственно; σ — температурный
коэффициент поверхностного натяжения; η — коэффициент динамической вязкости жидкости.

2. Построение точного решения

Точное решение, описывающее горизонтальные компоненты T1 и T2 градиента температу-
ры, вычисляем, в отличие от [12], в виде линейных функций от относительной переменной
ζ = z/h:

T1 = a1ζ + b1, T2 = a2ζ + b2.

В результате вычислений получим коэффициенты a1, b1, a2, b2:

a1 =
(A2 −A1)ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

, b1 =
A1ϑ1 +A2ϑ2 +A1ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

,

a2 =
(B2 −B1)ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

, b2 =
B1ϑ1 +B2ϑ2 +B1ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

.

(2.1)

В этом случае решения T1 и T2 удовлетворяют краевым условиям (1.4).

Таким образом, выражения для T1 и T2 в силу (2.1) примут вид

T1 =
(A2 −A1)ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

ζ +
A1ϑ1 +A2ϑ2 +A1ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

,

T2 =
(B2 −B1)ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

ζ +
B1ϑ1 +B2ϑ2 +B1ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

.

(2.2)

Последовательно интегрируя уравнения системы (1.2), с учетом функций (2.2) и граничных
условий (1.3)–(1.5) получим, что скорости конвективного течения имеют вид

U (ζ) =
gβ

ν
h3

{

(A2 −A1)ϑ1ϑ2

24 (ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2)
ζ4 +

A1ϑ1 +A2ϑ2 +A1ϑ1ϑ2

6 (ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2)
ζ3

−
2 (A1ϑ1 +A2ϑ2) + (A1 +A2)ϑ1ϑ2

4 (ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2)
ζ2

+
2 (A2 −A1)ϑ1ϑ2 + 3 (A1ϑ1 +A2ϑ2 +A1ϑ1ϑ2)

6 (ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2)
ζ

}

−
σh

η

A1ϑ1 +A2ϑ2 +A1ϑ1ϑ2

(ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2)
ζ,
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V (ζ) =
gβ

ν
h3

{

(B2 −B1)ϑ1ϑ2

24 (ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2)
ζ4 +

B1ϑ1 +B2ϑ2 +B1ϑ1ϑ2

6 (ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2)
ζ3

−
2 (B1ϑ1 +B2ϑ2) + (B1 +B2)ϑ1ϑ2

4 (ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2)
ζ2

+
2 (B2 −B1)ϑ1ϑ2 + 3 (B1ϑ1 +B2ϑ2 +B1ϑ1ϑ2)

6 (ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2)
ζ

}

−
σh

η

B1ϑ1 +B2ϑ2 +B1ϑ1ϑ2

(ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2)
ζ.

3. Определение толщины слоя с нулевым трением

Обозначим через δ относительную глубину, на которой может возникнуть слой жидкости
без трения. Параметр δ может принимать значения в диапазоне

0 ≤ δ ≤ 1, (3.1)

причем значение δ = 0 соответствует твердой поверхности, а δ = 1 — свободной поверхности
слоя жидкости. Вычислим касательные напряжения в слое ζ = δ:

τzx = η
∂Vx

∂ζ
= η

dU

dζ
=

gβρ

6
h6

{

(A2 −A1)ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ3 + 3
A1ϑ1 +A2ϑ2 +A1ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ2

− 3
(A2 +A1)ϑ1ϑ2 + 2 (A1ϑ1 +A2ϑ2)

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ +
(2A2 +A1)ϑ1ϑ2 + 3 (A1ϑ1 +A2ϑ2)

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

}

− σ
A1ϑ1 +A2ϑ2 +A2ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

, (3.2)

τzy = η
∂Vy

∂ζ
= η

dV

dζ
=

gβρ

6
h6

{

(B2 −B1)ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ3 + 3
B1ϑ1 +B2ϑ2 +B1ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ2

− 3
(B2 +B1)ϑ1ϑ2 + 2 (B1ϑ1 +B2ϑ2)

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ +
(2B2 +B1)ϑ1ϑ2 + 3 (B1ϑ1 +B2ϑ2)

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

}

− σA1

B1ϑ1 +B2ϑ2 +B2ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

. (3.3)

Пусть далее компоненты векторов градиентов температуры связаны соотношениями

A2 = γxA1, B2 = γyB1,

где γx и γy — некоторые постоянные, отличные от нуля.
Подставим в (3.2), (3.3) связь градиентов, получим

τzx =
gβρ

6
h2A1

{

(γx − 1)ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ3 + 3
ϑ1 + γxϑ2 + ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ2

− 3
(γx + 1)ϑ1ϑ2 + 2 (ϑ1 + γxϑ2)

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ +
(2γx + 1)ϑ1ϑ2 + 3 (ϑ1 + γxϑ2)

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

}

− σA1

ϑ1 + γxϑ2 + γxϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

, (3.4)

τzy =
gβρ

6
h6B1

{

(γy − 1)ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ3 + 3
ϑ1 + γyϑ2 + ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ2

− 3
(γy + 1)ϑ1ϑ2 + 2 (ϑ1 + γyϑ2)

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ +
(2γy + 1)ϑ1ϑ2 + 3 (ϑ1 + γyϑ2)

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

}

− σB1

ϑ1 + γyϑ2 + γyϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

. (3.5)
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Рассмотрим теперь полиномиальные уравнения τzx = 0 и τzy = 0. Очевидно, левую часть
уравнения τzx = 0, следующего из (3.4), можно разделить на A1. Для уравнения τzy = 0,
следующего из (3.5), справедлива операция деления на параметр B1. Уравнения (3.4) и (3.5)
соответственно примут вид

gβρ

6
h2

{

(γx − 1)ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ3 + 3
ϑ1 + γxϑ2 + ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ2

− 3
(γ1 + 1)ϑ1ϑ2 + 2 (ϑ1 + γxϑ2)

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ +
(2γx+)ϑ1ϑ2 + 3 (ϑ1 + γxϑ2)

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

}

− σ
ϑ1 + γxϑ2 + γxϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

= 0, (3.6)

gβρ

6
h6

{

(γy − 1)ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ3 + 3
ϑ1 + γyϑ2 + ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ2

− 3
(γy + 1)ϑ1ϑ2 + 2 (ϑ1 + γyϑ2)

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ +
(2γy + 1)ϑ1ϑ2 + 3 (ϑ1 + γyϑ2)

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

}

− σ
ϑ1 + γyϑ2 + γyϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

= 0. (3.7)

Вычитая из левой части (3.6) левую часть (3.7), получим уравнение

(γx − γy)

{

gβρ

6
h2

[ ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ3 + 3
ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ2

− 3
ϑ1ϑ2 + 2ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

δ +
2ϑ1ϑ2 + 3ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

]

− σ
ϑ2 + ϑ1ϑ2

ϑ1 + ϑ2 + ϑ1ϑ2

}

= 0.

Если коэффициенты γx и γy равны γx = γy = γ (векторы градиента температуры коллине-
арны), то левые части уравнений (3.6), (3.7) тождественно совпадают. В этом случае решения
уравнений (3.6), (3.7) определяют одинаковые значения параметров течения жидкости, при
которых возникает слой с нулевыми касательными напряжениями

h2
{

(γ − 1)ϑ1ϑ2δ
3 + 3 (ϑ1 + γϑ2 + ϑ1ϑ2) δ

2
− 3 [(γ − 1)ϑ1ϑ2 + 2 (ϑ1 + γϑ2)] δ

+ [(2γ + 1)ϑ1ϑ2 + 3 (ϑ1 + γϑ2)]
}

−
6σ

gβρ
(ϑ1 + γϑ2 + γϑ1ϑ2) = 0. (3.8)

Разрешим уравнение (3.8) относительно h2:

h2 =
6σ

gβρ
(ϑ1 + γϑ2 + γϑ1ϑ2)

{

(γ − 1)ϑ1ϑ2δ
3 + 3 (ϑ1 + γϑ2 + ϑ1ϑ2) δ

2

− 3 [(γ − 1)ϑ1ϑ2 + 2 (ϑ1 + γϑ2)] δ + [(2γ + 1)ϑ1ϑ2 + 3 (ϑ1 + γϑ2)]
}

−1

и найдем область существования решений (3.8) на множестве параметров γ и δ. Многочлен,
стоящий в знаменателе, примет вид (1− δ)2 [3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ) + δ (γ − 1)ϑ1ϑ2] . То-
гда толщину h можно представить в виде

h =
1

1− δ

√

6

gβρ

√

σ (ϑ1 + γϑ2 + γϑ1ϑ2)

3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ) + δ (γ − 1)ϑ1ϑ2

. (3.9)

Следовательно, толщина слоя, при которой касательные напряжения обращаются в нуль
на относительной глубине δ, существует, если подкоренное выражение

σ (ϑ1 + γϑ2 + γϑ1ϑ2)

3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ) + δ (γ − 1)ϑ1ϑ2

> 0 .
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Рассмотрим далее случай σ > 0. Данное неравенство соответствует классической жидко-
сти. В этом случае возможны следующие варианты значений параметров.

1) При γ > 1 — числитель и знаменатель подкоренного выражения (3.9) положительны при
всех допустимых значениях входящих в него параметров. Следовательно, при любой заданной
относительной глубине δ найдется толщина слоя, при которой возникает слой жидкости с
нулевыми касательными напряжениями.

2) При γ < 1 возможны два случая:

a)

ϑ1 + γϑ2 + γϑ1ϑ2 > 0 (3.10)

и, соответственно,

3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ) + δ (γ − 1)ϑ1ϑ2 > 0. (3.11)

Из условия (3.10) следует
−ϑ1

ϑ2 (1 + ϑ1)
< γ < 1.

Разрешим (3.11) относительно δ c учетом условия γ < 1: δ <
3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ)

(1− γ)ϑ1ϑ2

.

Тогда, с учетом выполнения двойного неравенства (3.1), получим

0 < δ < min
{

1,
3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ)

(1− γ)ϑ1ϑ2

}

.

Дробь в фигурных скобках всегда будет больше единицы при выполнении условия (3.10) для
0 < δ ≤ 1.

б)

ϑ1 + γϑ2 + γϑ1ϑ2 < 0 (3.12)

и

3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ) + δ (γ − 1)ϑ1ϑ2 < 0. (3.13)

Неравенство (3.13) разрешим относительно δ: δ >
3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ)

(1− γ)ϑ1ϑ2

С учетом

ограничений на δ (3.1) получим

max
{

0,
3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ)

(1− γ)ϑ1ϑ2

}

< δ ≤ 1. (3.14)

Для того чтобы область значений δ не была пустой, необходимо выполнение неравенства

3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ)

(1− γ)ϑ1ϑ2

< 1.

Очевидно, что это неравенство равносильно неравенству (3.12).

Следовательно, при выполнении γ < −ϑ1 (3 + ϑ2) / (ϑ2 (1 + 2ϑ1)) дробь в фигурных скоб-
ках (3.14) меньше нуля при любом допустимом значении δ.

Таким образом, можно сформулировать следующую теорему.

Теорема 1. Если векторы градиента температуры на границах слоя вязкой несжимае-

мой жидкости коллинеарны (A2, B2) = γ (A1, B1), а отношение модулей векторов градиентов

удовлетворяет неравенствам −ϑ1/ (ϑ2 (1 + ϑ1)) < γ или γ < −ϑ1 (3 + ϑ2) / (ϑ2 (3 + 2ϑ1)) , то

при любом допустимом значении δ ∈ [0; 1] найдется соответствующая толщина слоя h,

при которой на глубине δ возникает слой с нулевыми значениями касательных напряжений.

Если

−
ϑ1 (3 + ϑ2)

ϑ2 (1 + 2ϑ1)
< γ < −

ϑ1

ϑ2 (1 + ϑ1)
,
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то слой с нулевыми касательными напряжениями возникает на относительной глубине,

удовлетворяющей неравенству

3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ)

(1− γ)ϑ1ϑ2

≤ δ ≤ 1.

Если векторы градиентов температуры неколлинеарны, то уравнения τzx = 0 и τzy = 0 не

имеют общего решения. Следовательно, слой жидкости с нулевыми касательными напря-

жениями возникнуть не может.

Необходимо отметить, что при идеальном тепловом контакте на обеих границах условия
τzx = 0 и τzy = 0 при δ = 0 превращаются в квадратные уравнения с равными по абсолютной
величине корнями

±

√

6σγ

gβρ (1 + 2γ)
.

Корни принимают действительные значения при γ < −1/2 или γ > 1.
Для неклассической жидкости σ < 0 на основе выражения (3.9) получим следующие нера-

венства:
1) При γ ≥ 1 числитель и знаменатель дроби положительны. Следовательно, при таком

соотношении векторов граничного градиента температуры возникновение слоя с нулевыми
касательными напряжениями невозможно.

2) При γ < 1, как и в предыдущем варианте, возможны два случая.
a)

ϑ1 + γϑ2 + γϑ1ϑ1 < 0 (3.15)

и
3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ) + δ (γ − 1)ϑ1ϑ2 > 0. (3.16)

Из неравенства (3.15) следует γ < −
ϑ1

ϑ2 (1 + ϑ1)
, а из (3.16): δ <

3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ)

(1− γ)ϑ1ϑ2

.

Тогда с учетом выполнения двойного неравенства (3.1) получим

0 < δ < min
{3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ)

(1− γ)ϑ1ϑ2

, 1
}

.

Дробь из фигурной скобки удовлетворяет неравенству
3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ)

(1− γ)ϑ1ϑ2

< 1. Для

того чтобы область значений δ была непустой, необходимо выполнение неравенства

3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ) > 0.

Разрешив полученное неравенство относительно γ, найдем γ > −ϑ1(3 + ϑ2)/(ϑ2(3 + 2ϑ1)).

Таким образом, при γ, удовлетворяющем неравенствам −
3ϑ1 + ϑ1ϑ2

3ϑ2 + 2ϑ1ϑ2

< γ < −
ϑ1

ϑ2 + ϑ1ϑ2

,

область значений δ непуста и при толщине слоя, определяемой равенством (3.9), на глубине δ
возникает слой с нулевыми касательными напряжениями.

б)
ϑ1 + γϑ2 + γϑ1ϑ2 > 0 (3.17)

и
3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ) + δ (γ − 1)ϑ1ϑ2 < 0. (3.18)

Из (3.17) следует, что параметр γ удовлетворяет неравенству −ϑ1/(ϑ2(1 + ϑ1)) < γ < 1. Из
неравенства (3.18) с учетом допустимых значений (3.1) для относительной глубины δ получим

двойное неравенство
3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ)

(1− γ)ϑ1ϑ2

< δ < 1.
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Для дроби в правой части выполняется неравенство

3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ)

(1− γ)ϑ1ϑ2

> 1,

которое несовместно с условием (3.17). Следовательно, не существует толщины слоя жидкости,
при котором возникает слой с нулевыми касательными напряжениями. Можно сформулиро-
вать следующую теорему.

Теорема 2. Если векторы граничного градиента температуры коллинеарны, а отноше-

ние модулей удовлетворяет неравенствам γ < −(ϑ1(3+ϑ2)/(ϑ2(3+2ϑ1)) или γ > −ϑ1/(ϑ2(1+
ϑ1)), то не существует толщины слоя, при котором в жидкости возникает слой с нулевыми

касательными напряжениями. При γ, удовлетворяющем неравенству

−
3ϑ1 + ϑ1ϑ2

3ϑ2 + 2ϑ1ϑ2

< γ < −
ϑ1

ϑ2 + ϑ1ϑ2

,

на относительной глубине δ, удовлетворяющей неравенствам

3 (ϑ1 + γϑ2) + ϑ1ϑ2 (1 + 2γ)

(1− γ)ϑ1ϑ2

< δ ≤ 1,

при толщине слоя жидкости h, определяемого равенством (3.9), возникает слой, в котором

касательные напряжения обращаются в нуль.

В настоящей работе рассмотрены стационарные слоистые течения конвекции вязкой несжи-
маемой жидкости, индуцируемые градиентом температуры. Получены решения для краевых
условий третьего рода на границах потока жидкости — теплообмен по закону Ньютона — Рих-
мана. Показано, что при некоторых условиях найдется толщина слоя жидкости, при которой
касательные напряжения на твердой поверхности в направлении и одновременно обращаются
в ноль. Отметим, что рассмотрение теплового движения классических и аномальных жидко-
стей позволяет также описывать сложную концентрационную конвекцию вязкой несжимаемой
жидкости.
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