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ВОЗМУЩЕНИЕ ВОЛНОВОДА УЗКИМ ПОТЕНЦИАЛОМ1

И.Х. Хуснуллин

Исследована краевая задача в полосе с граничным условием Фурье, моделирующая волновод, воз-

мущенный узким комплексным потенциалом с большой интенсивностью. Потенциал зависит от малого

и большого параметров. Малый параметр соответствует диаметру носителя потенциала, большой — его

максимальному значению, а их произведение стремится к нулю. Задача соответствует математическим

моделям квантовый и акустический волноводов. В такой постановке задача отличается от ранее иссле-

дованных тем, что на соотношение параметров наложены более слабые ограничения, на границе полосы

заданы условия Фурье. Основным содержанием работы является построение специального преобразова-

ния, который переводит исходный оператор к оператору с малым локализованным возмущением. При

этом данное преобразование не меняет спектр исходного оператора. Получено условие на потенциал, при

которых из края непрерывного спектра возникает собственное значение, а так же условие отсутствия

такого собственного значения. В случае возникновения, построены главные члены его асимптотики. По-

лученные результаты сформулированы в виде теоремы.
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I. Kh. Khusnullin. Perturbation of a waveguide by a narrow potential.

We study a boundary value problem in a band with Fourier boundary condition. The problem models

a waveguide perturbed by a narrow complex potential of large intensity. The potential depends on a small

parameter and a large parameter. The small parameter corresponds to the diameter of the support of the

potential, and the large parameter corresponds to the maximum value of the potential. The product of the

parameters tends to zero. The problem corresponds to mathematical models of a quantum waveguide and an

acoustic waveguide. In this statement, in contrast to the statements considered earlier, a weaker constraint is

imposed on the ratio of the parameters and the Fourier conditions are given at the boundary of the band. The

main content of this paper is the construction of a special transform that takes the original operator to an

operator with a small localized perturbation; the transform preserves the spectrum of the operator. We obtain

a condition on the potential under which an eigenvalue appears from the edge of the continuous spectrum; in

this case, we find the leading terms of the asymptotics of the eigenvalue. We also obtain a condition for the

absence of such an eigenvalue. The results are formulated in a theorem.
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Введение

Хорошо известно, что при возмущении квантового волновода из края непрерывного спек-
тра может возникать собственное значение. В частности, для слабо изогнутых волноводов
в [1;2] было доказано существование такого собственного значения, а в [3] была сосчитана его
асимптотика. В [3] также были приведены условия, при которых из края непрерывного спектра
возникает собственное значение при возмущении квантового волновода малым потенциалом,
и построена его асимптотика.

В [4] был предложен метод, который позволил получить необходимые и достаточные усло-
вия возникновения собственных значений для волноводов при достаточно произвольных ма-
лых локализованных возмущениях. В случае возникновения собственных значений были по-

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 16-31-00066 мол-а) и частично гранта Республики
Башкортостан молодым ученым и молодежным научным коллективам (договор № 4).
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строены их асимптотики. В [5] этот подход был применен к квантовому волноводу с потен-
циалом, носитель которого сжимается в точку, а значение самого потенциала неограниченно
растет при стремлении к нулю малого параметра, характеризующего возмущение.

В [6; 7] на основе методов, предложенных в [8; 9] соответственно, были рассмотрены двух-
параметрические возмущения операторов Шредингера и Хилла на оси. Получены условия на
возмущения, при которых из края непрерывного спектра возникают собственные значения.
В [10] на основе подхода, предложенного в [11], результаты, полученные в [6], были обобщены
на более широкий класс параметров.

В [12] рассмотрено достаточно произвольное малое локализованное возмущение волново-
дов с различными типами граничных условий. Развит подход, предложенный при подобном
возмущении в [8; 9] для операторов Шредингера и Хилла на оси и в [4] для квантового вол-
новода. Однако в отличие от [4], где исследовался только эффект возникновения собственных
значений из непрерывного спектра, в [12] изучается и качественная структура спектра возму-
щенного оператора.

Новизна данной работы состоит в том, что на соотношение параметров возмущения на-
кладываются более слабые ограничения и задаются граничные условия Фурье. Содержание
работы следующее. На основе подхода, предложенного в [11], строится преобразование, ко-
торое переводит исходный оператор к оператору с малым локализованным возмущением, но
при этом не меняет спектр. Далее, к новому оператору применяются результаты, полученные
в [12].

1. Постановка задачи и формулировка результатов

Всюду далее Ω — интервал (0, π), Π := (−∞,∞) × Ω, L2(G) — множество квадратично
интегрируемых по Лебегу в G функций, а Hn(G) — пространства Соболева.

Через H0(D) (через H0(F)) обозначим оператор (−∆), определенный на функциях из

H2(Π), удовлетворяющих граничным условиям u(x1, 0) = 0,
( ∂u

∂x2
+αu

)∣∣
x2=π

= 0
(
граничным

условиям
( ∂u

∂x2
−αu

)∣∣
x2=0

= 0, u(x1, π) = 0
)
, где α > 0. Хорошо известно (см., например [13]),

что определенные таким образом операторы H0(·) являются самосопряженными операторами
в L2(Π) и соответствуют математическим моделям волноводов.

Следуя работе [13], непрерывный спектр σc(H) оператора H определим в терминах характе-
ристических последовательностей. Точечным спектром σp(H) назовем множество собственных
значений оператора H. Через σr(H) := σ(H)\(σc(H) ∪ σp(H)) обозначим остаточный спектр
оператора.

Известно (см., например, [13]), что для операторов H0(D), H0(F) справедливы равенства

σ(H0(·)) = σc(H0(·)) = [µ1(·),∞), σp(H0(·)) = ∅,

где µ1(·) — минимальное собственное значение для оператора − △′:= −d2/dx22, определенного
на функциях из H2(Ω), удовлетворяющих граничным условиям u(0) = 0, u′(π) + αu(π) = 0
(для µ1(·) = µ1(D)) и u′(0)− αu(0) = 0, u(π) = 0 (для µ1(·) = µ1(F)).

Пусть 0 ≤ µ1 < µ2 < . . . — собственные значения оператора h(·), nj — кратность собствен-
ного значения µj , {φj,i(x2)}

nj

i=1 — соответствующие ортонормированные в L2(Ω) собственные
функции.

Обозначим 〈g〉 :=

∫

Π
g(t)dt.

Функции φj,i(x) будем считать определенными на Π следующим образом: φj,i(x) равны
φj,i(x2) при любом x1.

Обозначим Q := (a, b)×Ω, где (a, b) — конечный интервал. В [12] был рассмотрен оператор

H0(·)− εLε,
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где {Lε} — семейство линейных отображений H2
loc(Π) в L2(Π;Q) таких, что

‖Lεu‖L2(Q) ≤ C(L)‖u‖H2(Q), (1.1)

где постоянная C(L) не зависит от ε, H2
loc(Π) — множество функций, определенных в Π и таких,

что сужение их на любую ограниченную область M ⊂ Π принадлежит H2(M), L2(Π;M) —
подмножество функций из L2(Π) с носителями из M . Отображение Lε является неограничен-
ным оператором в L2(Π) с областью определения H2

loc(Π).
Пусть V (x) — комплекснозначная функция из C∞

0 (R2), параметры 0 < µ, ε ≪ 1 удовлетво-
ряют соотношению

εµ−1 = o(1). (1.2)

Будем предполагать, что Q содержит начало координат и suppV (x) ⊂ Q.
В L2(Π) на областях определения операторов H0(·) определим операторы Hε,µ(·) как

Hε,µ(·) := H0(·) + µ−1V
(x
ε

)
. (1.3)

Основным результатом работы является следующая

Теорема. Пусть выполнено условие (1.2). Тогда если

Re〈V 〉 < 0, (1.4)

то существует единственное и простое собственное значение λε,µ оператора Hε,µ(·), стре-

мящегося к µ1 при ε → 0. Его асимптотика имеет вид

λε,µ = µ1 −
1

4
(ε2µ−1)2

(
φ2
1,1(0)〈V 〉

)2
+O

(
ε5µ−2 + ε6µ−3| ln ε|2

)
. (1.5)

Если

Re〈V 〉 > 0, (1.6)

то оператор Hε,µ(·) не имеет собственных значений, стремящихся к µ1 при ε → 0.

2. Вспомогательные утверждения

Далее, мы следуем подходу, предложенному в [11]. Обозначим через W (ξ) решение урав-
нения

∆ξW (ξ) = V (ξ), ξ ∈ R
2, (2.1)

определяемое формулой

W (ξ) = −

∫

R2

E(ξ − z)V (z)dz, (2.2)

где

E(x) =
1

2π
ln |x| (2.3)

— фундаментальное решение оператора Лапласа в R
2. Через χ(x) обозначим бесконечно диф-

ференцируемую срезающую функцию, равную единице в окрестности начала координат и ну-
лю — вне большей окрестности. Большую окрестность будем предполагать достаточно малой.

Положим

ϕε,µ(x) = 1 + ε2µ−1| ln ε|χ(x)W1

(x
ε

)
, (2.4)

где

W1

(x
ε

)
=

1

| ln ε|
W

(x
ε

)
. (2.5)
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Оператор умножения на функцию ϕε,µ(x) обозначим через Uε,µ:

Uε,µ[v] := ϕε,µ(x)v. (2.6)

Собственные значения оператора Hε,µ(·) совпадают с собственными значениями оператора
U−1
ε,µHε,µ(·)Uε,µ (см. [11]).

Лемма 1. Для функций W1

(x
ε

)
при ε → 0 и W (x) при x ∈ Q справедливы равенства

W1

(x
ε

)
= −

〈V 〉

2π
+O

( 1

| ln ε|

)
, x ∈ Q, (2.7)

∥∥∥W1

(x
ε

)∥∥∥
C(Q)

≤ C3,Q, (2.8)

∥∥∥
∂

∂xi
W1

(x
ε

)∥∥∥
C(Q)

≤ C1,Q, i = 1, 2, (2.9)

∥∥∥W (x)
∥∥∥
C(Q)

≤ C2,Q, (2.10)

где постоянные C1,Q, C2,Q, C3,Q зависят только от Q.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В [14, лемма 4.6] было показано, что функция W (x) имеет при
|x| → ∞ дифференцируемую асимптотику

W (x) =
〈V 〉

2π
ln |x|+C1,1

x1
|x|2

+ C1,2
x2
|x|2

+

∞∑

i=2

Yi(x)|x|
−2i,

где C1,1, C1,2 — постоянные, Yi(x) — однородные гармонические полиномы порядка i. Из (2.5)
и последнего равенства при |x|ε−1 → ∞ последовательно получаем

W1

(x
ε

)
= −

〈V 〉

2π
+

1

| ln ε|

〈V 〉

2π
ln |x| −

ε

| ln ε|

(
C1,1

x1
|x|2

+ C1,2
x2
|x|2

)
+O

( ε2

| ln ε|

)
, x ∈ Q,

∂

∂x1
W1

(x
ε

)
=

1

| ln ε|

〈V 〉x1
2π|x|2

−
ε

| ln ε|

(
C1,1

( 1

|x|2
−

2x21
|x|4

)
− 2C1,2

x1x2
|x|4

)
+O

( ε2

| ln ε|

)
, x ∈ Q,

∂

∂x2
W1

(x
ε

)
=

1

| ln ε|

〈V 〉x2
2π|x|2

−
ε

| ln ε|

(
C1,2

( 1

|x|2
−

2x22
|x|4

)
− 2C1,1

x1x2
|x|4

)
+O

( ε2

| ln ε|

)
, x ∈ Q.

Из последних равенств вытекают оценки (2.7)–(2.9).
Далее, из (2.2) и (2.3) получаем оценку

‖W (x)|C(Q) =
1

2π

∥∥∥∥
∫

R2

ln |x− z|V (z)dz

∥∥∥∥
C(Q)

=
1

2π

∥∥∥∥
∫

Q

ln |x− z|V (z)dz

∥∥∥∥
C(Q)

≤ CV

∥∥∥∥
∫

Q

dz

∥∥∥∥
C(Q)

= C2,Q.

Неравенство (2.10) доказано. Лемма 1 доказана.

Далее везде Ci — некоторые константы, не зависящие от ε, µ.

Лемма 2. Пусть выполнено условие (1.2), тогда для оператора Uε,µ справедливы оценки

∣∣U−1
ε,µ [1]

∣∣ ≤ C1, x ∈ Q, (2.11)

U−1
ε,µ [1] = 1 +O

(
ε2µ−1| ln ε|

)
, x ∈ Q. (2.12)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (2.4) и (2.6) следует

U−1
ε,µ [1] =

1

ϕε,µ(x)
=

1

1 + ε2µ−1| ln ε|χ(x)W1

(x
ε

) .

В силу (2.7) из последнего равенства вытекает

U−1
ε,µ [1] =

1

1 + q
, (2.13)

где q = −ε2µ−1| ln ε|
〈V 〉

2π
χ(x)+O(ε2µ−1), x ∈ Q. Из (2.13) и оценки |q| ≤ Cqε

2µ−1| ln ε|, x ∈ Q,
следует

U−1
ε,µ [1] = 1 +O(q) = 1 +O

(
ε2µ−1| ln ε|

)
.

Оценка (2.12) доказана. Неравенство (2.11) непосредственно вытекает из (2.12). Лемма 2 до-
казана.

Лемма 3. Пусть выполнено условие (1.2), тогда

U−1
ε,µHε,µ(·)Uε,µ = H0(·)− ε2µ−1| ln ε|Lε,µ, (2.14)

где Lε,µ — дифференциальный оператор второго порядка с ограниченными финитными коэф-

фициентами, удовлетворяющий оценке

‖Lε,µu‖L2(Q) ≤ C2‖u‖H2(Q). (2.15)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (1.3), (2.4)–(2.6) следует

Hε,µ(·)Uε,µ =
(
H0(·) + µ−1V

(x
ε

))[
1 + ε2µ−1| ln ε|χ(x)W1

(x
ε

)]

= H0(·)[1] + ε2µ−1| ln ε|H0(·)
[
χ(x)W1

(x
ε

)]
+ µ−1V

(x
ε

)
+ ε2µ−2| ln ε|χ(x)W1

(x
ε

)
V
(x
ε

)
.

В силу определения оператора H0(·) имеем

H0(·)
[
χ(x)W1

(x
ε

)]
= −W1

(x
ε

)
∆x[χ(x)]− χ(x)∆x

[
W1

(x
ε

)]
+ χ(x)W1

(x
ε

)
H0(·)[1]

− 2

2∑

i=1

(
W1

(x
ε

) ∂χ

∂xi

∂

∂xi
+

∂χ

∂xi

∂

∂xi
W1

(x
ε

)
+ χ(x)

∂

∂xi
W1

(x
ε

) ∂

∂xi

)
.

Из последних двух равенств следует

Hε,µ(·)Uε,µ = H0(·)[1] + µ−1V
(x
ε

)
+ ε2µ−2| ln ε|χ(x)W1

(x
ε

)
V
(x
ε

)

− ε2µ−1| ln ε|W1

(x
ε

)
∆x[χ(x)]− ε2µ−1| ln ε|χ(x)∆x

[
W1

(x
ε

)]
+ ε2µ−1| ln ε|χ(x)W1

(x
ε

)
H0(·)[1]

− 2ε2µ−1| ln ε|
2∑

i=1

(
W1

(x
ε

) ∂χ

∂xi

∂

∂xi
+

∂χ

∂xi

∂

∂xi
W1

(x
ε

)
+ χ(x)

∂

∂xi
W1

(x
ε

) ∂

∂xi

)
. (2.16)

Пусть ξ = xε−1, тогда в силу уравнения (2.1) и равенства (2.5) последовательно получаем,
что

µ−1V
(x
ε

)
− ε2µ−1| ln ε|χ(x)∆x

[
W1

(x
ε

)]
= µ−1V

(x
ε

)
− µ−1| ln ε|χ(x)∆ξW1(ξ)

= µ−1V
(x
ε

)
− µ−1χ(x)∆ξW (ξ) = µ−1V

(x
ε

)
− µ−1χ(x)V

(x
ε

)
= 0.



Возмущение волновода узким потенциалом 279

Из (2.16) с учетом последнего равенства вытекает

Hε,µ(·)Uε,µ = H0(·)[1] + ε2µ−2| ln ε|χ(x)W1

(x
ε

)
V
(x
ε

)

− ε2µ−1| ln ε|W1

(x
ε

)
∆x[χ(x)] + ε2µ−1| ln ε|χ(x)W1

(x
ε

)
H0(·)[1]

− 2ε2µ−1| ln ε|
2∑

i=1

(
W1

(x
ε

) ∂χ

∂xi

∂

∂xi
+

∂χ

∂xi

∂

∂xi
W1

(x
ε

)
+ χ(x)

∂

∂xi
W1

(x
ε

) ∂

∂xi

)
.

В свою очередь из этого равенства и (2.4)–(2.6) следует

Hε,µ(·)Uε,µ = Uε,µH0(·)[1] + ε2µ−2| ln ε|χ(x)W1

(x
ε

)
V
(x
ε

)
− ε2µ−1| ln ε|W1

(x
ε

)
∆x[χ(x)]

− 2ε2µ−1| ln ε|

2∑

i=1

(
W1

(x
ε

) ∂χ

∂xi

∂

∂xi
+

∂χ

∂xi

∂

∂xi
W1

(x
ε

)
+ χ(x)

∂

∂xi
W1

(x
ε

) ∂

∂xi

)
.

Из последнего равенства вытекает равенство (2.14), где

Lε,µ = −U−1
ε,µµ

−1χ(x)W1

(x
ε

)
V
(x
ε

)
+ U−1

ε,µW1

(x
ε

)
∆x[χ(x)]

+ 2U−1
ε,µ

2∑

i=1

(
W1

(x
ε

) ∂χ

∂xi

∂

∂xi
+

∂χ

∂xi

∂

∂xi
W1

(x
ε

)
+ χ(x)

∂

∂xi
W1

(x
ε

) ∂

∂xi

)
. (2.17)

Покажем, что оператор Lε,µ удовлетворяет оценке (2.15). Из (2.17) и оценки (2.11) получаем
оценку

‖Lε,µu‖L2(Q) ≤ C1µ
−1

∥∥∥χ(x)W1

(x
ε

)
V
(x
ε

)
u
∥∥∥
L2(Q)

+ C1

∥∥∥W1

(x
ε

)
∆x[χ(x)]u

∥∥∥
L2(Q)

+ 2C1

2∑

i=1

∥∥∥W1

(x
ε

) ∂χ

∂xi

∂u

∂xi

∥∥∥
L2(Q)

+ 2C1

2∑

i=1

∥∥∥
∂χ

∂xi

∂

∂xi
W1

(x
ε

)
u
∥∥∥
L2(Q)

+ 2C1

2∑

i=1

∥∥∥χ(x)
∂

∂xi
W1

(x
ε

) ∂u

∂xi

∥∥∥
L2(Q)

. (2.18)

Из определения функции χ(x) и оценки (2.8) получаем следующие оценки:

∥∥∥W1

(x
ε

)
∆x[χ(x)]u

∥∥∥
L2(Q)

≤C3‖u‖L2(Q) ≤ C3‖u‖H2(Q),

2∑

i=1

∥∥∥W1

(x
ε

) ∂χ

∂xi

∂u

∂xi

∥∥∥
L2(Q)

≤C4

2∑

i=1

∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥
L2(Q)

≤ 2C4‖u‖H2(Q).

(2.19)

В [5] было доказано, что для любой функции u из H2(Q) справедливо неравенство (лемма 3.1)

∫

εQ

|u|2dx ≤ C5ε
2| ln ε| ‖u‖2H2(Q) ,

где εQ — сжатие множества Q в ε−1 раз.
Из (1.2), (2.5), (2.10) в силу последнего неравенства последовательно выводим оценку

µ−1
∥∥∥χ(x)W1

(x
ε

)
V
(x
ε

)
u
∥∥∥
L2(Q)

=
µ−1

| ln ε|

∥∥∥W
(x
ε

)
V
(x
ε

)
u
∥∥∥
L2(εQ)
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≤
µ−1

| ln ε|

∥∥∥W
(x
ε

)∥∥∥
C(εQ)

∥∥∥V
(x
ε

)
u
∥∥∥
L2(Q)

=
µ−1

| ln ε|

∥∥∥W
(
x
)∥∥∥

C(Q)

∥∥∥V
(x
ε

)
u
∥∥∥
L2(Q)

≤ C2,Q
µ−1

| ln ε|

∥∥∥V
(x
ε

)
u
∥∥∥
L2(εQ)

≤ C6
µ−1

| ln ε|
‖u‖L2(εQ) ≤ C7

µ−1ε√
| ln ε|

‖u‖H2(Q) ≤ C8‖u‖H2(Q). (2.20)

Далее, в силу оценки (2.9) и определения функции χ получаем следующие оценки:

2∑

i=1

∥∥∥
∂χ

∂xi

∂

∂xi
W1

(x
ε

)
u
∥∥∥
L2(Q)

≤ C1,Q

2∑

i=1

∥∥∥
∂χ

∂xi
u
∥∥∥
L2(Q)

≤ C9‖u‖L2(Q) ≤ C10‖u‖H2(Q), (2.21)

2∑

i=1

∥∥∥χ(x)
∂

∂xi
W1

(x
ε

) ∂u

∂xi

∥∥∥
L2(Q)

≤ C1,Q

2∑

i=1

∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥
L2(Q)

≤ 2C1,Q‖u‖H2(Q). (2.22)

Из (2.18)–(2.22) вытекает неравенство (2.15). Лемма 3 доказана.

3. Доказательство теоремы

Из леммы 3 следует, что оператор Lε,µ удовлетворяет неравенству (1.1). В качестве малого
параметра в силу (1.2) примем параметр ε1 := ε2µ−1| ln ε|.

Обозначим
L̃ε,µ := −µ−1W1

(x
ε

)
V
(x
ε

)
+W1

(x
ε

)
∆x[χ(x)]

+ 2

2∑

i=1

(
W1

(x
ε

) ∂χ

∂xi

∂

∂xi
+

∂χ

∂xi

∂

∂xi
W1

(x
ε

)
+ χ(x)

∂

∂xi
W1

(x
ε

) ∂

∂xi

)
. (3.1)

Из последнего равенства следует, что

φ1,1L̃ε,µφ1,1 = −µ−1W1

(x
ε

)
V
(x
ε

)
φ2
1,1(x) +W1

(x
ε

)
∆x[χ(x)]φ

2
1,1(x)

+ 2
2∑

i=1

{
φ1,1(x)W1

(x
ε

) ∂χ

∂xi

∂φ1,1

∂xi
+ φ2

1,1(x)
∂χ

∂xi

∂

∂xi

[
W1

(x
ε

)]
+ χ(x)φ1,1(x)

∂

∂xi

[
W1

(x
ε

)]∂φ1,1

∂xi

}
,

〈φ1,1L̃ε,µφ1,1〉 = −µ−1

∫

Π

W1

(x
ε

)
V
(x
ε

)
φ2
1,1(x)dx+

∫

Π

W1

(x
ε

)
∆x[χ(x)]φ

2
1,1(x)dx

+ 2

2∑

i=1

∫

Π

{
φ1,1(x)W1

(x
ε

) ∂χ

∂xi

∂φ1,1

∂xi
+ φ2

1,1(x)
∂χ

∂xi

∂

∂xi

[
W1

(x
ε

)]

+ χ(x)φ1,1(x)
∂

∂xi

[
W1

(x
ε

)]∂φ1,1

∂xi

}
dx. (3.2)

С учетом равенства

φ2
1,1(x)

∂χ

∂xi

∂

∂xi

[
W1

(x
ε

)]
+ χ(x)φ1,1(x)

∂

∂xi

[
W1

(x
ε

)]∂φ1,1

∂xi

= φ1,1(x)
∂

∂xi

[
W1

(x
ε

)](
φ1,1(x)

∂χ

∂xi
+ χ(x)

∂φ1,1

∂xi

)
= φ1,1(x)

∂

∂xi

[
W1

(x
ε

)] ∂

∂xi

[
φ1,1(x)χ(x)

]

из (3.2) следует, что

〈φ1,1L̃ε,µφ1,1〉 = −µ−1

∫

Π

W1

(x
ε

)
V
(x
ε

)
φ2
1,1(x)dx
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+

∫

Π

W1

(x
ε

){
∆x[χ(x)]φ

2
1,1(x) + 2

2∑

i=1

φ1,1(x)
∂χ

∂xi

∂φ1,1

∂xi

}
dx

+ 2

2∑

i=1

∫

Π

{
φ1,1(x)

∂

∂xi

[
W1

(x
ε

)] ∂

∂xi

[
φ1,1(x)χ(x)

]}
dx.

А в свою очередь из равенства

∆x[χ(x)]φ
2
1,1(x) + 2

2∑

i=1

φ1,1(x)
∂χ

∂xi

∂φ1,1

∂xi
= ∆x[χ(x)]φ

2
1,1(x) +

2∑

i=1

∂χ

∂xi

∂

∂xi

[
φ2
1,1(x)

]

=

2∑

i=1

∂

∂xi

[
φ2
1,1(x)

∂χ

∂xi

]

следует, что

〈φ1,1L̃ε,µφ1,1〉 = −µ−1

∫

Π

W1

(x
ε

)
V
(x
ε

)
φ2
1,1(x)dx+

∫

Π

2∑

i=1

{
W1

(x
ε

) ∂

∂xi

[
φ2
1,1(x)

∂χ

∂xi

]

+ 2φ1,1(x)
∂

∂xi

[
W1

(x
ε

)] ∂

∂xi
[φ1,1(x)χ(x)]

}
dx. (3.3)

В силу определения функции χ, интегрируя по частям, из последнего равенства последова-
тельно получаем

∫

Π

φ1,1(x)
∂

∂xi

[
W1

(x
ε

)] ∂

∂xi

[
φ1,1(x)χ(x)

]
dx =

∫

Q

φ1,1(x)
∂

∂xi

[
W1

(x
ε

)] ∂

∂xi

[
φ1,1(x)χ(x)

]
dx

= −

∫

Q

W1

(x
ε

) ∂

∂xi

[
φ1,1(x)

∂

∂xi

[
φ1,1(x)χ(x)

]]
dx = −

∫

Π

W1

(x
ε

) ∂

∂xi

[
φ1,1(x)

∂

∂xi

[
φ1,1(x)χ(x)

]]
dx.

С учетом последнего равенства формула (3.3) примет вид

〈φ1,1L̃ε,µφ1,1〉 = −µ−1

∫

Π

W1

(x
ε

)
V
(x
ε

)
φ2
1,1(x)dx

+

∫

Π

2∑

i=1

W1

(x
ε

){ ∂

∂xi

[
φ2
1,1(x)

∂χ

∂xi

]
− 2

∂

∂xi

[
φ1,1(x)

∂

∂xi

[
φ1,1(x)χ(x)

]]}
dx. (3.4)

Далее, из (3.4) и равенства

2∑

i=1

{
∂

∂xi

[
φ2
1,1(x)

∂χ

∂xi

]
− 2

∂

∂xi

[
φ1,1(x)

∂

∂xi

[
φ1,1(x)χ(x)

]]}

=

2∑

i=1

∂

∂xi

{
φ2
1,1(x)

∂χ

∂xi
−2φ1,1(x)

∂

∂xi

[
φ1,1(x)χ(x)

]}
=

2∑

i=1

∂

∂xi

{
−φ2

1,1(x)
∂χ

∂xi
−2χ(x)φ1,1(x)

∂φ1,1

∂xi

}

= −
2∑

i=1

∂

∂xi

{
φ2
1,1(x)

∂χ

∂xi
+ χ(x)

∂

∂xi

[
φ2
1,1(x)

]}

= −
2∑

i=1

∂

∂xi

[ ∂

∂xi

[
φ2
1,1(x)χ(x)

]]
= −△x

[
φ2
1,1(x)χ(x)

]
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вытекает равенство

〈φ1,1L̃ε,µφ1,1〉 =− µ−1

∫

Π

W1

(x
ε

)
V
(x
ε

)
φ2
1,1(x)dx−

∫

Π

W1

(x
ε

)
△x

[
φ2
1,1(x)χ(x)

]
dx. (3.5)

Интегрируя по частям два раза, в силу определения функции χ и (2.1), (2.5) последовательно
получаем ∫

Π

W1

(x
ε

)
△x

[
φ2
1,1(x)χ(x)

]
dx =

∫

Q

W1

(x
ε

)
△x

[
φ2
1,1(x)χ(x)

]
dx

= −

∫

Q

2∑

i=1

∂

∂xi

[
W1

(x
ε

)] ∂

∂xi

[
φ2
1,1(x)χ(x)

]
dx =

∫

Q

2∑

i=1

∂2

∂x2i

[
W1

(x
ε

)]
φ2
1,1(x)χ(x)dx

=

∫

Q

△x

[
W1

(x
ε

)]
φ2
1,1(x)χ(x)dx = ε−2

∫

Q

△ξ

[
W1

(x
ε

)]
φ2
1,1(x)χ(x)dx

=
ε−2

| ln ε|

∫

Q

V
(x
ε

)
φ2
1,1(x)χ(x)dx =

ε−2

| ln ε|

∫

Q

V
(x
ε

)
φ2
1,1(x)dx.

После разложения функции φ1,1(x) в ряд и замены переменной выводим, что

∫

Q

V
(x
ε

)
φ2
1,1(x)dx = ε2 (φ1,1(0))

2 〈V 〉+O
(
ε3
)
.

С учетом последнего равенства имеем

∫

Π

W1

(x
ε

)
△x

[
φ2
1,1(x)χ(x)

]
dx =

1

| ln ε|
(φ1,1(0))

2 〈V 〉+O
( ε

| ln ε|

)
. (3.6)

Оценим первый интеграл в равенстве (3.5). В силу (2.10) последовательно получаем

µ−1

∣∣∣∣
∫

Π

W1

(x
ε

)
V
(x
ε

)
φ2
1,1(x)dx

∣∣∣∣ = µ−1

∣∣∣∣
∫

εQ

W1

(x
ε

)
V
(x
ε

)
φ2
1,1(x)dx

∣∣∣∣

≤
µ−1

| ln ε|

∥∥∥W
(x
ε

)∥∥∥
C(εQ)

∥∥∥V
(x
ε

)∥∥∥
C(εQ)

∥∥φ2
1,1(x)

∥∥
C(εQ)

∣∣∣∣
∫

εQ

dx

∣∣∣∣

=
ε2µ−1

| ln ε|
‖W (x)‖C(Q) ‖V (x)‖C(Q)

∥∥φ2
1,1(x)

∥∥
C(εQ)

≤
ε2µ−1

| ln ε|
C11

∥∥φ2
1,1(x)

∥∥
C(Q)

= C12
ε2µ−1

| ln ε|
.

Из последней оценки и (3.5), (3.6) следует равенство

〈φ1,1L̃ε,µφ1,1〉 = −
1

| ln ε|
(φ1,1(0))

2 〈V 〉+O
( ε

| ln ε|

)
. (3.7)

Далее, из (2.17), (3.1), (3.7) в силу (2.12) вытекает

〈φ1,1Lε,µφ1,1〉 = −
1

| ln ε|
(φ1,1(0))

2 〈V 〉+O
( ε

| ln ε|
+ ε2µ−1

)
. (3.8)

Из леммы 6.1 и следствия 5.2 работы [12] следует, что если

Rekε,µ > 0, (3.9)
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то λε,µ, определяемое равенством

λε,µ = µ1 − (kε,µ)
2, (3.10)

является единственным и к тому же простым собственным значением оператора Hε,µ(·), где

kε,µ = ε1
1

2
〈φ1,1Lε,µφ1,1〉+ ε21

1

2
〈φ1,1T

(1)
ε,µ (k)Lε,µφ1,1〉+O(ε31), (3.11)

k — комплексный параметр, оператор T
(1)
ε,µ (k) является ограниченно-голоморфным оператором

в L2(Π;Q).

Обозначим K1 := |〈φ1,1Lε,µφ1,1〉| , K2 :=
∣∣〈φ1,1T

(1)
ε,µ (k)Lε,µφ1,1〉

∣∣.
Из (3.8) следует, что

K1 = O
( 1

| ln ε|

)
. (3.12)

В силу определения оператора T
(1)
ε,µ (k) и неравенства (2.15) последовательно получаем оцен-

ку ∣∣〈φ1,1T
(1)
ε,µ (k)Lε,µφ1,1〉

∣∣ ≤ ‖φ1,1‖L2(Q)

∥∥T (1)
ε,µ (k)Lε,µφ1,1

∥∥
L2(Q)

≤ CφCT ‖Lε,µφ1,1‖L2(Q)

≤ CφCTC2 ‖φ1,1‖H2(Q) = C13.

Отсюда следует, что
K2 = O (1) . (3.13)

Пусть выполнено условие (1.2), тогда из (3.11) и оценок (3.12), (3.13) следует, что знак Rekε,µ
совпадает со знаком −Re〈V 〉. Следовательно, из неравенства (3.9) следует, что достаточ-
ным условием существования единственного и простого собственного значения λε,µ опера-
тора Hε,µ(·), стремящегося к µ1 при ε → 0, является неравенство (1.4). Если верно неравен-
ство (1.6), то такого собственного значения не существует.

Из равенств (3.8), (3.10), (3.11) и оценок(3.12), (3.13) вытекает асимптотика (1.5).
Теорема доказана.

Автор выражает признательность Д.И.Борисову за полезные замечания.
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