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Статья посвящена изучению и решению одного класса нелинейных интегральных уравнений типа
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теории газов, в теории переноса излучения и в p-адической математической физике. Предполагается,

что сверточный оператор Гаммерштейна со степенной нелинейностью является минорантой в смысле
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1. Введение и формулировка основного результата

1.1. Введение

Работа посвящена исследованию класса нелинейных интегральных уравнений типа Уры-
сона

f(x) =

∞
∫

0

U(x, t, f(t))dt, x ∈ R
+ ≡ [0,+∞), (1)

относительно искомой измеримой и вещественной функции f(x). В уравнении (1) ядро Уры-
сона U(x, t, z) определено на множестве R

+ × R
+ × R, принимает вещественные значения,

удовлетворяет условию “критичности”:

U(x, t, 0) ≡ 0 ∀(x, t) ∈ R
+ × R

+ (2)

1Работа выполнена при финансовой поддержке ГКН МОН РА в рамках научного проекта
No SCS 16YR-1A002.
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и некоторым дополнительным условиям (см. формулировку теоремы).
Следует отметить, что различными частными случаями уравнения (1) описывается ряд

задач в математической физике. В частности, такие уравнения возникают в кинетической
теории газов, в p-адической теории струны, в теории переноса излучения (см. [1–3]).

История изучения и решения нелинейных интегральных уравнений началась в 1920-е годы
с работы [4], где соответствующие нелинейные уравнения были рассмотрены на ограничен-
ных множествах. В дальнейшем в работах М.А. Красносельского, Ф.Браудера, П.П. Забрейко,
Н.Бобылева, Дж.Банаса эти уравнения были подробно и систематически исследованы
(см. [5–7] и ссылки в них). Этими авторами разработан ряд интересных и эффективных мето-
дов построения неотрицательных (нетривиальных) решений для подобных уравнений.

Однако следует отметить, что классическая теория, как правило, ограничивается исследо-
ванием тех нелинейных уравнений, у которых соответствующие операторы являются компакт-
ными в рассматриваемых банаховых пространствах. В большинстве случаев сами уравнения
исследуются на ограниченных множествах числовой прямой.

В недавних работах [8–10] проведены детальные и систематические исследования нелиней-
ных уравнений вида (1) в случае, когда для соответствующего оператора Урысона линейной
минорантой в смысле М.А. Красносельского служат различные модификации консервативного
интегрального оператора Винера — Хопфа.

В настоящей статье в предположении, что сверточный оператор Гаммерштейна со сте-
пенной нелинейностью является минорантой для исходного оператора Урысона, доказано су-
ществование неотрицательного нетривиального и ограниченного решения уравнения (1). Бо-
лее того, найден предел построенного решения в бесконечности. В конце работы приведены
частные примеры уравнения (1), для которых выполняются все условия сформулированной
теоремы.

1.2. Формулировка основного результата

Пусть функция K(τ) определена на множестве R и удовлетворяет следующим условиям:

K ∈ L1(R) ∩ L∞(R);

+∞
∫

−∞

|τ |jK(τ)dτ < +∞, j = 1, 2; (3)

K(−x) = K(x), x ≥ 0;

+∞
∫

−∞

K(τ)dτ = 1; K(τ) ↓ по τ на R
+; (4)

K(x) ≥ 0, x ∈ R. (5)

Пусть далее λ(x) определена на R
+ и обладает свойствами

0 ≤ λ(x) ≤ 1, x ∈ R
+; xj(1− λ(x)) ∈ L1(R

+), λ ∈ C(R+), j = 0, 1; (6)

λ(x) ↑ по x на R
+ и lim

x→+∞
λ(x) = 1. (7)

Основным результатом настоящей работы является следующая

Теорема. Пусть существуют числа ξ > 0 и α ∈ (0, 1) такие, что

1) U(x, t, z) ≥ λ(x)(K(x− t)−K(x+ t))zαξ1−α ∀(x, t, z) ∈ R
+ × R

+ × [0, ξ] ≡ Ωξ;

2) при каждом фиксированном (x, t) ∈ R
+ × R

+ функция U(x, t, z) ↑ по z на [0, ξ];

3)

∞
∫

0

U(x, t, ξ)dt ≤ ξ ∀x ∈ R
+;
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4) функция U(x, t, z) удовлетворяет условию Каратеодори по аргументу z на множе-

стве Ωξ, т. е. при каждом фиксированном z ∈ [0, ξ] функция U(x, t, z) измерима по (x, t) ∈
R
+ × R

+ и почти при всех (x, t) ∈ R
+ × R

+ эта функция непрерывна по z на отрезке [0, ξ];

5) для каждой измеримой функции ϕ(t) : 0 ≤ ϕ(t) ≤ ξ, t ∈ R
+, функция

∞
∫

0

U(x, t, ϕ(t))dt

измерима по x.

Тогда уравнение (1) имеет неотрицательное и нетривиальное решение f(x), причем

0 ≤ f(x) ≤ ξ, x ∈ R
+, lim

x→+∞
f(x) = ξ.

2. Доказательство теоремы и частные примеры

2.1. Доказательство теоремы

Проведем пошаговое доказательство.

Ш а г I. Наряду с уравнением (1) рассмотрим следующее однородное интегральное урав-
нение Вольтерра с переменным нижним пределом:

ψ(x) =

∞
∫

x

[v(t− x)− v(t+ x)]ψ(t)dt, x ≥ 0, (8)

относительно искомой функции ψ(x), где

v(x) = 2K(x), x ∈ R
+. (9)

Нетрудно можно убедиться, что уравнение (8) обладает неотрицательным нетривиальным мо-
нотонно возрастающим непрерывным и ограниченным решением ψ(x), которое зафиксируем
для дальнейшего изложения (см. [11]).

Ш а г II. Рассмотрим теперь интегральное уравнение

σ(x) = λ(x)

∞
∫

x

[v(t− x)− v(t+ x)]σ(t)dt, x ∈ R
+. (10)

Ниже убедимся, что уравнение (10) обладает неотрицательным нетривиальным монотонно
возрастающим непрерывным и ограниченным решением σ(x).

С этой целью рассмотрим неоднородное интегральное уравнение

ρ(x) = (1− λ(x))ψ(x) + λ(x)

∞
∫

x

[v(t− x)− v(t+ x)]ρ(t)dt, x ∈ R
+. (11)

Прямой проверкой можно убедиться, что ρ1(x) = ψ(x) удовлетворяет уравнению (11).
Убедимся, что уравнение (11), кроме этого решения, обладает также неотрицательным

суммируемым и ограниченным решением ρ∗(x). Для этого сначала рассмотрим неоднородное
интегральное уравнение типа свертки

Q(x) = (1− λ(x)) sup
x≥0

ψ(x) +

∞
∫

x

v(t− x)Q(t)dt, x ∈ R
+. (12)

Из результатов работы [12, § 3, лемма 3.6] следует, что при условиях (3)–(7), (9) уравнение (12)
имеет неотрицательное непрерывное суммируемое и ограниченное решение Q(x).
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Теперь для уравнения (11) рассмотрим простые итерации

ρn+1(x) = (1− λ(x))ψ(x) + λ(x)

∞
∫

x

[v(t− x)− v(t+ x)]ρn(t)dt, ρ0(x) ≡ 0, n = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R
+.

Индукцией по n можно легко убедиться в достоверности следующих фактов:

a) ρn ∈ C(R+), n = 0, 1, 2, . . . ;

b) ρn(x) ↑ по n, x ∈ R
+;

c) ρn(x) ≤ Q(x), n = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R
+;

d) ρn(x) ≤ ψ(x), n = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R
+.

Таким образом, последовательность непрерывных функций {ρn(x)}
∞
n=0 имеет поточечный

предел при n → ∞ : lim
n→∞

ρn(x) = ρ∗(x), причем предельная функция удовлетворяет уравне-

нию (11) по теореме Б. Леви (см. [13, гл. 5, § 5, теорема 7]).
Из b) и c) следует также, что

(1− λ(x))ψ(x) ≤ ρ∗(x) ≤ Q(x), x ∈ R
+. (13)

Так как Q ∈ L1(R
+) ∩ L∞(R+), то из (13) следует, что ρ∗ ∈ L1(R

+) ∩ L∞(R+). Поскольку
свертка двух суммируемых и ограниченных функций — непрерывная функция, то с учетом
того, что λ, ψ ∈ C(R+), из (11) следует ρ∗ ∈ L1(R

+) ∩ L∞(R+), ρ∗ ∈ C(R+). Из d) вытекает
также, что ρ∗(x) ≤ ψ(x), x ∈ R

+. Поскольку функции ρ∗ и ψ имеют разные асимптотические
поведения, то ρ∗(x) 6≡ ψ(x), x ∈ R

+. Очевидно, что функция σ(x) = ψ(x)− ρ∗(x) ≥ 0, x ∈ R
+,

удовлетворяет уравнению (10) и обладает свойствами

σ(x) ≥ 0, σ(x) 6≡ 0, x ∈ R
+,

σ ∈ L∞(R+) ∩C(R+).

Ш а г III. Докажем, что уравнение (10) обладает также монотонно возрастающим реше-
нием σ∗(x) : σ∗(x) ≥ σ(x), x ∈ R

+. Для этого рассмотрим следующие итерации:

σn+1(x) = λ(x)

∞
∫

x

[v(t− x)− v(t+ x)]σn(t)dt, σ0(x) = sup
x≥0

σ(x), n = 0, 1, 2, . . . .

Индукцией по n можно проверить, что

1) σn(x) ↓ по n;

2) σn ∈ C(R+), n = 0, 1, 2, . . . ;

3) σn(x) ≥ σ(x), n = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R
+;

4) σn(x) ↑ по x на R
+, n = 0, 1, 2, . . . .

Значит, последовательность функций {σn(x)}
∞
n=0 имеет предел lim

n→∞
σn(x) = σ∗(x), причем

а) σ∗ удовлетворяет уравнению (10) по теореме Б. Леви;

b) σ∗ — непрерывная функция на R
+ (доказывается аналогично, как при шаге II);

c) σ∗(x) ↑ по x на R
+;

d) σ∗(x) удовлетворяет двойному неравенству

σ(x) ≤ σ∗(x) ≤ sup
x≥0

σ(x), x ∈ R
+.

В силу линейности уравнения (10) функция

σ̃(x) =
σ∗(x)

δ
ξ
(1

2

)1/(1−α)
, x ∈ R

+, (14)
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будет также удовлетворять уравнению (10) и обладать свойствами b) и c), где δ ≡ lim
x→+∞

σ∗(x).

Ш а г IV. Рассмотрим следующее нелинейное интегральное уравнение типа Гаммерштей-
на со степенной нелинейностью:

ω(x) = λ(x)

∞
∫

0

(K(x− t)−K(x+ t))ωα(t)ξ1−αdt, x ∈ R
+. (15)

Для уравнения (15) введем специальные последовательные приближения

ωn+1(x) = λ(x)

∞
∫

0

(K(x− t)−K(x+ t))ωα
n(t)ξ

1−αdt, (15′)

ω0(x) ≡ ξ, n = 0, 1, 2, . . . .

Индукцией по n докажем, что
ωn ↓ по n,

ωn(x) ≥ σ̃(x), n = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R
+. (16)

В силу того что K(x− t) ≥ K(x+ t) ∀(x, t) ∈ R
+ × R

+, 1 ≥ λ(x) ≥ 0, имеем

ω1(x) ≤

∞
∫

0

(K(x− t)−K(x+ t))ωα
0 (t)ξ

1−αdt ≤ ξ

∞
∫

0

K(x− t)dt ≤ ξ = ω0(x),

ибо

∫ ∞

−∞

K(τ)dτ = 1.

Предполагая, что ωn(x) ≤ ωn−1(x) при некотором n ∈ N и учитывая монотонность функ-
ции zα, α ∈ (0, 1), z ∈ R

+, из (15′) получим ωn+1(x) ≤ ωn(x). Теперь докажем (16). При n = 0
в силу (14) будем иметь

ω0(x) ≡ ξ ≥
(1

2

)1/(1−α)
ξ ≥

(1

2

)1/(1−α)
ξ
σ∗(x)

δ
= σ̃(x).

Предположим, что ωn(x) ≥ σ̃(x) при некотором n ∈ N. Тогда из (15′) и (14) выводим

ωn+1(x) ≥ λ(x)

∞
∫

0

(K(x− t)−K(x+ t))ξ1−α(σ̃(t))αdt

≥ 2λ(x)

∞
∫

0

(K(x− t)−K(x+ t))σ̃(t)dt ≥ λ(x)

∞
∫

x

(v(t− x)− v(t+ x))σ̃(t)dt = σ̃(x).

Индукцией также можно убедиться, что

ωn(x) ↑ по x на R
+, n = 0, 1, 2, . . . ,

ωn ∈ C(R+), n = 0, 1, 2, . . . .

Следовательно, имеем
∃ lim
n→∞

ωn(x) = ω(x),

ω ∈ C(R+), ω(x) ↑ по x на R
+,

σ̃(x) ≤ ω(x) ≤ ξ, x ∈ R
+,
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ω удовлетворяет уравнению (15).

Обозначим через β ≡ lim
x→+∞

ω(x) > 0. Тогда в силу предельных соотношений для операции

свертки из (15) получим β = ξ1−αβα ⇒ β = ξ, ибо β > 0.

Ш а г 5. Для основного уравнения (1) рассмотрим итерации

fn+1(x) =

∞
∫

0

U(x, t, fn(t))dt, f0(x) = ω(x), n = 0, 1, 2, . . . .

Индукцией по n можно доказать, что

fn(x) ↑ по n,

fn — измеримые функции,

fn(x) ≤ ξ, n = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R
+.

Следовательно, существует lim
n→∞

fn(x) = f(x), причем

f(x) — измеримая функция,

f(x) удовлетворяет уравнению (1),

ω(x) ≤ f(x) ≤ ξ, x ∈ R
+.

По теореме о двух милиционерах существует lim
x→+∞

f(x) = ξ. Теорема доказана.

2.2. Частные примеры

В конце работы приведем несколько примеров функции U(x, t, z), для которой выполня-
ются все условия доказанной теоремы:

I) U(x, t, z) = K(x− t)G(z),
II) U(x, t, z) = λ(x)K(x− t)G(z),
III) U(x, t, z) = λ(x)(K(x − t)−K(x+ t))G(z) +K(x+ t)G0(z),

где функции λ и K обладают свойствами (3)–(7), а G и G0 удовлетворяют следующим усло-
виям:

1) G(z) ≥ zαξ1−α, z ∈ [0, ξ], G0(z) ≥ 0, z ∈ [0, ξ],

2) G(ξ) = G0(ξ) = ξ,

3) G и G0 ↑ по z на отрезке [0, ξ],

4) G,G0 ∈ C[0, ξ].

Конкретными примерами функций G и G0 могут служить функции

a) G(z) = zαξ1−α, α ∈ (0, 1),

a0) G0(z) = zpξ1−p, p > 0,

b) G(z) = zα
(πn

α

)1−α
+ sin2 αz,

b0) G0(z) = z +
ξ

πn
sin2

πnz

ξ
, n = 1, 2, 3, . . . .

Подробно остановимся на примере b) для функции G(z). Проверим выполнение усло-
вий (1)–(4), накладываемых на G. Действительно, если в качестве ξ выберем любой член из

последовательности
{πn

α

}∞

n=1
, то при z ∈

[

0,
πn

2

]

(n ∈ N фиксирована) будем иметь

G(z) ≥ zαξ1−α
n , ξn =

πn

α
, n ∈ N,
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G(ξn) = ξn + sin2 πn = ξn,

G′(z) = αzα−1
(πn

α

)1−α
+ α sin 2αz ≥ αzα−1z1−α + α sin 2αz = α(1 + sin2αz) ≥ 0.

Следовательно, G(z) ↑ по z на [0, ξn].
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