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Целью исследования является развитие асимптотического метода пограничных функций. Работа посвя-
щена построению полных асимптотических разложений решений бисингулярных краевых задач для ли-
нейного неоднородного эллиптического уравнения второго порядка. Особенности уравнения заключаются
в присутствии малого параметра при операторе Лапласа и в том, что соответствующее невозмущенное
(предельное) уравнение имеет особенности на границе и внутри круга одновременно. Бисингулярные зада-
чи Дирихле, Неймана и Робэна исследуются в круге. Полное асимптотическое разложение решения бисин-
гулярных задач строится обобщенным методом пограничных функций. Предлагаемый обобщенный метод
пограничных функций отличается от метода согласования тем, что нарастающие особенности внешнего
разложения фактически из него убираются и с помощью вспомогательных асимптотических рядов пол-
ностью вносятся во внутренние разложения. Полученные решения являются асимптотическими в смысле
Эрдей. Асимптотические ряды также представляют собой ряды Пюизё. Причем главные члены асимпто-
тических разложений решений имеют отрицательные дробные степени по малому параметру. Полученные
асимптотические разложения решений краевых задач обоснованы принципом максимума.
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1. Введение

Краевые задачи для эллиптических уравнений с малым параметром при старших произ-
водных занимают в математике особое место. К ним непосредственно сводятся многие задачи
естествознания. Различные задачи для эллиптических уравнений с малым параметром при
старших производных исследовали многие авторы, и библиография по этому вопросу обширна
и достаточно известна. Однако в последнее время внимание исследователей стали привлекать
так называемые бисингулярные задачи, в которых одна особенность связана с сингулярной за-
висимостью решения от малого параметра, а другая заключается в том, что соответствующее
невозмущенное уравнение имеет негладкое решение [1–3].
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В работах [1;4–6] и в цитируемых в них работах методом согласования исследованы асимп-
тотические поведения решений различных классов бисингулярных задач. А в [7;8] с помощью
обобщенного метода пограничных функций были рассмотрены различные бисингулярные за-
дачи Дирихле. Мы продолжаем исследование бисингулярных задач с помощью обобщенного
метода пограничных функций.

В данной работе доказывается применимость данного метода к задачам Неймана и Робэна
и обобщается результат работы [7].

2. Постановка задачи

Исследуем задачи, порожденные уравнением

ε∆uε(ρ, ϕ)− (1− ρ)n(ρ− α)2mp(ρ, ϕ)uε(ρ, ϕ) = fε(ρ, ϕ), (ρ, ϕ) ∈ D, (1)

и одним из граничных условий вида

uε(1, ϕ) = ψ1,ε(ϕ), (2)

∂uε(1, ϕ)

∂ρ
= ψ2,ε(ϕ), (3)

∂uε(1, ϕ)

∂ρ
+ h(ϕ)uε(1, ϕ) = ψ3,ε(ϕ). (4)

Здесь uε(ρ, ϕ) — искомая функция; ε > 0 — малый параметр, 0 < α < 1, n, m ∈ N;
ψε(ϕ), fε(ρ, ϕ), p(ρ, ϕ) — заданные функции;

∆ =
∂2

∂ρ2
+

∂

ρ∂ρ
+

∂2

ρ2∂ϕ2
— оператор Лапласа в полярной системе координат (ρ, ϕ);

D = {(ρ, ϕ) | 0 < ρ < 1, 0 6 ϕ < 2π}, p(ρ, ϕ) > 0, (ρ, ϕ) ∈ D, p ∈ C∞(D);
h(ϕ) 6 0, h ∈ C∞[0, 2π];
ψj,ε(ϕ) =

∑
k>0 ε

kψj,k(ϕ), ψj,k ∈ C∞[0, 2π], j = 1, 2, 3;

fε(ρ, ϕ) =
∑

k>0 ε
kfk(ρ, ϕ), fk ∈ C∞(D), f0(1, ϕ) 6= 0, f0(α,ϕ) 6= 0.

В дальнейшем ряды, используемые в статье, являются асимптотическими разложениями
соответствующих функций.

Задача (1), (2) — задача Дирихле (первая краевая задача), (1), (3) — задача Неймана
(вторая краевая задача) и (1), (4) — задача Робэна (третья краевая задача).

В работе [7] исследована задача Дирихле в случае n = 1, m = 1, p(ρ, ϕ) ≡ 1.
Если к вышеперечисленным задачам Дирихле, Неймана и Робэна применить преобразова-

ние

uε(ρ, ϕ) = z(ρ)ũε(ρ, ϕ), где z(ρ) = 1− ρ2/2 > 0,

то относительно ũε(ρ, ϕ) получим задачи, порожденные уравнением

ε∆ũε(ρ, ϕ)−
2ερ

z(ρ)

∂ũε(ρ, ϕ)

∂ρ
−

(
(1− ρ)n(ρ− α)2mp(ρ, ϕ) +

2ε

z(ρ)

)
ũε(ρ, ϕ) =

fε(ρ, ϕ)

z(ρ)
, (ρ, ϕ) ∈ D,

и одним из граничных условий вида, соответственно

ũε(1, ϕ) = 2ψ1,ε(ϕ),

∂ũε(1, ϕ)

∂ρ
− 2ũε(1, ϕ) = 2ψ2,ε(ϕ),

∂ũε(1, ϕ)

∂ρ
− (2− h(ϕ))ũε(1, ϕ) = 2ψ3,ε(ϕ).
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Заметим, что (1 − ρ)n(ρ − α)2mp(ρ, ϕ) + 2ε/z(ρ) > 0 при (ρ, ϕ) ∈ D и ε > 0. Поэтому решения
этих задач существуют, единственны [9], и для решения задач Дирихле, Неймана, Робэна
справедлива оценка uε(ρ, ϕ) = O(1/ε), ε→ 0, (ρ, ϕ) ∈ D.

Особенности задач. Первая сингулярность — решение предельного уравнения (ε = 0)

u(ρ, ϕ, 0) = − f0(ρ, ϕ)

(1− ρ)n(ρ− α)2mp(ρ, ϕ)

не удовлетворяет краевым условиям.
Вторая сингулярность — решение предельного уравнения не является гладкой функцией,

внешнее разложение решения задач в виде степенных по ε рядов имеют особенности вида

Uε(ρ, ϕ) =
1

(1− ρ)n(ρ− α)2m

∑

k>0

εkFk(ρ, ϕ)

(1− ρ)(n+2)k(ρ− α)(2m+2)k
, ε→ 0,

где Fk ∈ C∞(D).
Значит, данные задачи являются бисингулярными по терминологии А.М.Ильина [1; 2].

Требуется построить полные асимптотические разложения решений задач Дирихле, Ней-
мана и Робэна. Для этого сначала построим формальные асимптотические разложения реше-
ний (ФАРР) этих задач, а потом приведем обоснования этих разложений.

3. Построение ФАРР

ФАРР для всех 3 задач ищем в виде

uε(ρ, ϕ) =
∑

k>0

εkvk(ρ, ϕ) + χ1(ρ)
∑

k>−n

µkwk(τ, ϕ) + χ2(ρ)
∑

k>−2m

λkqk(η, ϕ), ε→ 0, (5)

Здесь 1 − ρ = µτ ; ρ − α = λη; µ = n+2
√
ε; λ = 2m+2

√
ε; χ1,2(ρ) — функции срезки; χ1,2(ρ) ∈

[0, 1]; χ1,2 ∈ C∞[0, 1];

χ1(ρ) = 1 при 0 6 1− ρ 6 δ/3, и χ1(ρ) = 0 при 2δ/3 6 1− ρ;

χ2(ρ) = 1 при |ρ− α| 6 δ/3, и χ2(ρ) = 0 при 2δ/3 6 |ρ− α|,

(0,min{α/2, (1 − α)/2}) ∋ δ — достаточно малое число, независящее от ε.
Подставляя соотношение (5) в уравнение (1) получим

∆vk+1(ρ, ϕ) + ṽk+1(ρ, ϕ) − (1− ρ)n(α− ρ)2mp(ρ, ϕ)vk(ρ, ϕ) = fk(ρ, ϕ) − hk(ρ, ϕ), (6)

∑

k>0

µk
(∂2wk−n(τ, ϕ)

∂τ2
− µ

1− µτ

∂wk−n(τ, ϕ)

∂τ
+

µ2

(1− µτ)2
∂2wk−n(τ, ϕ)

∂ϕ2

− τn(1− α− µτ)2mp(1− τµ, ϕ)wk−n(τ, ϕ)
)
=

∑

k>0

µ(n+2)kh1k(1− τµ, ϕ), (7)

∑

k>0

λk
(∂2qk−2m(η, ϕ)

∂η2
+

λ

α+ λη

∂qk−2m(η, ϕ)

∂η
+

λ2

(α+ λη)2
∂2qk−2m(η, ϕ)

∂ϕ2

− η2m(1− α− λη)np(α+ λη, ϕ)qk−2m(η, ϕ)
)
=

∑

k>0

λ(2m+2)khαk (α+ ηλ, ϕ). (8)

В равенствах (6)–(8) введены новые, пока неизвестные, “регуляризующие” асимптотические
ряды ∑

k>0

εkhk(ρ, ϕ) = χ1(ρ)
∑

k>0

εkh1k(ρ, ϕ) + χ2(ρ)
∑

k>0

εkhαk (ρ, ϕ),
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они конкретизируются ниже, а функции ṽk(ρ, ϕ) в равенстве (6) имеют вид

ṽk(ρ, ϕ) = w̃k(ρ, ϕ)χ̃1(ρ) + 2
∂w̃k(ρ, ϕ)

∂ρ
χ′
1(ρ) + q̃k(ρ, ϕ)χ̃2(ρ) + 2

∂q̃k(ρ, ϕ)

∂ρ
χ′
2(ρ),

w̃k(ρ, ϕ) =

(n+2)k∑

j=0

wj−n,(n+2)k+n−j(ϕ)

(1− ρ)(n+2)k+n−j
, q̃k(ρ, ϕ) =

(2m+2)k∑

j=0

qj−2m,(2m+2)k+2m−j(ϕ)

(ρ− α)(2m+2)k+2m−j
,

χ̃j(ρ) = χ′′
j (ρ) +

χ′
j(ρ)

ρ
, функции wj,k, qj,k ∈ C∞[0, 2π] определяются из асимптотических раз-

ложений

w(n+2)k−l(τ, ϕ) =
∑

j>0

w(n+2)k−l,(n+2)j+l(ϕ)

τ (n+2)j+l
, l = 1, 2, . . . , n + 2, k ∈ N0 = N ∪ {0}, τ → +∞,

q(2m+2)k−l(η, ϕ) =
∑

j>0

q(2m+2)k−l,(2m+2)j+l(ϕ)

η(2m+2)j+l
, l = 1, 2, . . . , 2m+ 2, η → ±∞.

Справедливость этих асимптотических разложений доказывается ниже.
Для функции vk(ρ, ϕ), из равенства (6) получаем

vk(ρ, ϕ) = − gk(ρ, ϕ) − hk(ρ, ϕ)

(1− ρ)n(ρ− α)2mp(ρ, ϕ)
+

ṽk−1(ρ, ϕ)

(1− ρ)n(ρ− α)2mp(ρ, ϕ)
, k ∈ N0,

где gk(ρ, ϕ) = fk(ρ, ϕ) −∆vk−1(ρ, ϕ), v−1(ρ, ϕ) ≡ 0, ṽ−1(ρ, ϕ) ≡ 0.

Определим теперь коэффициенты асимптотического ряда hk(ρ, ϕ) так, чтобы

vk ∈ C∞(D), lim
τ→+∞

wk(τ, ϕ) = 0, lim
η→±∞

qk(η, ϕ) = 0.

Отсюда vk ∈ C∞(D), когда

h1k(ρ, ϕ) =
n−1∑

j=0

gk,j(ϕ)(1 − ρ)j +
∑

j>n

h1k,j(ϕ)(1 − ρ)j,

hαk (ρ, ϕ) =
2m−1∑

j=0

g̃k,j(ϕ)(ρ− α)j +
∑

j>2m

hαk,j(ϕ)(ρ− α)j ,

где gk,j(ϕ) = (−1)j
∂jgk(1, ϕ)

j!∂ρj
, g̃k,j(ϕ) =

∂jgk(α,ϕ)

j!∂ρj
, а h1k,j(ϕ), h

α
k,j(ϕ) конкретизируются ниже

при определении wk(τ, ϕ), qk(η, ϕ).
Теперь перейдем к определению членов асимптотического ряда

∑
k>−n µ

kwk(τ, ϕ). Равен-
ство (7) запишем в виде

∑

k>0

µk
(∂2wk−n(τ, ϕ)

∂τ2
− ∂wk−n−1(τ, ϕ)

∂τ
+
∂2wk−n−2(τ, ϕ)

∂ϕ2
−

k∑

j=0

aj(ϕ)τ
j+nwk−n−j(τ, ϕ)

)

=
∑

k>0

µ(n+2)k
∑

j>0

(µτ)jh1k,j(ϕ),

Здесь a(ρ, ϕ) := (ρ − α)2mp(ρ, ϕ); a(ρ, ϕ) =
∑

k>0 ak(ϕ)(1 − ρ)k — ее асимптотическое раз-

ложение по {(1− ρ)k}; ak(ϕ) = (−1)k
∂ka(1, ϕ)

k!∂ρk
; a0(ϕ) > 0; h1k,j(ϕ) = gk,j(ϕ), j = 0, 1, . . . , n− 1.
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Отсюда имеем

Lw−n ≡ ∂2w−n(τ, ϕ)

∂τ2
− τna0(ϕ)w−n(τ, ϕ) = h10,0(ϕ), (τ, ϕ) ∈ D1; (9)

Lw(n+2)k−n+j = P(n+2)k−n+j(τ, ϕ), k ∈ N0, j = 1, . . . , n+ 1, (τ, ϕ) ∈ D1, (10)

где D1 = {(τ, ϕ) | 0 < τ < +∞, 0 6 ϕ < 2π};

P(n+2)k−n+j(τ, ϕ) =

(n+2)k+j∑

s=1

as(ϕ)τ
s+nw(n+2)k+j−s−n(τ, ϕ)

+

k∑

s=0

τ (n+2)(k−s)+jh1s,(n+2)(k−s)+j(ϕ) +
∂w(n+2)(k−1)+j+1(τ, ϕ)

∂τ
−
∂2w(n+2)(k−1)+j(τ, ϕ)

∂ϕ2
.

Равенства (2)–(4) порождают граничные условия соответственно

w(n+2)k(0, ϕ) = ψ1,k(ϕ)− vk(1, ϕ), k ∈ N0, ws(0, ϕ) = 0, s 6= (n+ 2)k; (11)

∂w(n+2)k+1(0, ϕ)

∂τ
=
∂vk(1, ϕ)

∂ρ
− ψ2,k(ϕ), k ∈ N0,

∂ws(0, ϕ)

∂τ
= 0, s 6= (n+ 2)k + 1; (12)

∂w(n+2)k+1(0, ϕ)

∂τ
= h(ϕ)(vk(1, ϕ) + w(n+2)k(0, ϕ)) +

∂vk(1, ϕ)

∂ρ
− ψ3,k(ϕ), k ∈ N0,

∂ws(0, ϕ)

∂τ
= 0, s 6= (n+ 2)k + 1. (13)

Разрешимость и единственность решений задач (9), (10) основаны на следующем утвер-
ждении.

Лемма 1. Пусть F (τ)Φ(ϕ) ∈ C∞(D1), a(ϕ) > 0,

∂2z(τ, ϕ)

∂τ2
− τna(ϕ)z(τ, ϕ) = F (τ)Φ(ϕ), (τ, ϕ) ∈ D1, (14)

z(0, ϕ) = z0(ϕ), (15)

∂z(0, ϕ)

∂τ
= z1(ϕ). (16)

Тогда задачи (14), (15) и (14), (16) имеют единственные решения z(τ, ϕ) ∈ C∞(D1) в классе

функций, растущих не быстрее какой-либо степени τ , когда τ → +∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим t = n+2
√
a(ϕ)τ, тогда уравнение (14) примет вид

∂2z(t, ϕ)

∂t2
− tnz(t, ϕ) =

F (t)Φ(ϕ)
n+2
√
a2(ϕ)

.

Решения задач (14), (15) и (14), (16) ищем в виде z(t, ϕ) = z̃(t)
Φ(ϕ)

n+2
√
a2(ϕ)

, тогда относитель-

но z̃(t) получим задачи соответственно

z̃′′(t)− tnz̃(t) = F (t), z̃(0) = z̃0, t ∈ (0,+∞);

z̃′′(t)− tnz̃(t) = F (t), z̃′(0) = z̃1, t ∈ (0,+∞).

Как известно [10], уравнение z̃′′(t) − tnz̃(t) = 0 имеет два независимых решения:
z1(t) =

√
tI1/2p(t

p/p), z2(t) =
√
tK1/2p(t

p/p), где 2p = n+2, Iν(s), Kν(s) — модифицированные
функции Бесселя. Отметим известные важные свойства функций Iν(s), Kν(s), 0 < ν < 1:
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a) Iν(s) ∼
es√
2πs

, Kν(s) ∼ e−s

√
π

2s
, s→ +∞; b) Iν(0) = 0, Kν(s) = O(1/sν), s→ 0;

c) Вронскиан W (Iν(s),Kν(s)) = −1/s.

Из этих свойств следует, что

z1(t) ∼
√

p

2π
t
1−p

2 et
p/p, z2(t) ∼

√
pπ

2
t
1−p

2 e−tp/p, t→ +∞;

z1(0) = 0, z′1(0) = O(1), z2(t) = O(1), z′2(t) = O(1), t→ 0, W (z1(t), z2(t)) = −1.

Таким образом, решения задач (14), (15) и (14), (16) имеют вид соответственно

z(t, ϕ) =
z0(ϕ)

z2(0)
z2(t)−

Φ(ϕ)
n+2
√
a2(ϕ)

(
z2(t)

t∫

0

F (s)z1(s)ds+ z1(t)

+∞∫

t

F (s)z2(s)ds

)

и

z(t, ϕ) =
c(ϕ)

z′2(0)
z2(t)−

Φ(ϕ)
n+2
√
a2(ϕ)

(
z2(t)

t∫

0

F (s)z1(s)ds+ z1(t)

+∞∫

t

F (s)z2(s)ds

)
,

где c(ϕ) =

(
z1(ϕ)

n+2
√
a(ϕ)

+
z′1(0)Φ(ϕ)
n+2
√
a2(ϕ)

∫ +∞

0
F (s)z2(s)ds

)
, t = n+2

√
a(ϕ)τ .

Отсюда получим, что если F (τ) = O(τk), τ → +∞, то z(τ, ϕ) = O(τk−n), τ → +∞. �

С помощью леммы 1 стандартным образом доказаны существование и единственность ре-
шений задач (9), (10), (11); (9), (10), (12); (9), (10), (13) в классе функций, растущих не быстрее
какой-либо степени τ .

Асимптотическое разложение решений задач (9), (10) дает

Лемма 2. Пусть 0 < a(ϕ) ∈ C∞[0, 2π] и функции pj(τ, ϕ) ∈ C∞(D1) разлагаются в

асимптотические ряды

pj(τ, ϕ) = τn−1
∑

k>0

pj,(n+2)k+j(ϕ)

τ (n+2)k+j
, j = 0, 1, . . . , n+ 1, τ → +∞.

Тогда в области D1 существуют решения уравнений

∂2zj(τ, ϕ)

∂τ2
− τna(ϕ)zj(τ, ϕ) = pj(τ, ϕ), j = 0, 1, . . . , n+ 1, τ → +∞, (17)

которые разлагаются в асимптотические ряды

zj(τ, ϕ) =
1

τ

∑

k>0

zj,(n+2)k+j(ϕ)

τ (n+2)k+j
, j = 0, 1, . . . , n+ 1, τ → +∞. (18)

При этом ряды (18) можно многократно почленно дифференцировать, и они являются асимп-

тотическими разложениями решений уравнений (17).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нетрудно заметить, что дифференцируемость рядов (18) выте-
кает непосредственно из уравнений (17). ФАРР ищем в виде (18), где zj,k(ϕ) — пока неизвест-
ные функции.

Подставляя ряды (18) в уравнения (17) и приравнивая коэффициенты при одинаковых
степенях τ , получаем рекуррентные системы уравнений для zj,k(ϕ): −zj,j(ϕ)a(ϕ) = pj,j(ϕ),

((n+2)k+ j +1)((n+2)k + j +2)zj,(n+2)k+j(ϕ)− zj,(n+2)(k+1)+j(ϕ)a(ϕ) = pj,(n+2)(k+1)+j(ϕ).
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Отсюда найдем
zj,j(ϕ) = −pj,j(ϕ)/a(ϕ),

zj,(n+2)(k+1)+j(ϕ) = ((n+2)k+ j+1)((n+2)k+ j+2)zj,(n+2)k+j(ϕ)−pj,(n+2)(k+1)+j(ϕ))/a(ϕ).

Теперь оценим остаточные члены рядов (18):

rj(τ, ϕ) = zj(τ, ϕ)−
1

τ

s∑

k=0

zj,(n+2)k+j(ϕ)

τ (n+2)k+j
, τ → +∞.

Для остаточных членов получим уравнения

∂2rj(τ, ϕ)

∂τ2
− τna(ϕ)rj(τ, ϕ) = O(1/τ (n+2)s+3+j), τ → +∞.

Учитывая лемму 1, получаем оценку для остаточных членов

rj(τ, ϕ) = O(1/τ (n+2)(s+1)+j+1), τ → +∞.

Следовательно, ряды (18) действительно являются асимптотическими разложениями решений
уравнений (17). �

Для получения асимптотик решений соответствующих задач справедливо следующее утвер-
ждение.

Лемма 3. Пусть

h1k,n+j(ϕ) = −
(n+2)k+n∑

s=1

as+j(ϕ)w(n+2)k−s,s(ϕ), k, j ∈ N0.

Тогда при τ → +∞ справедливы асимптотические разложения

w(n+2)k+s(τ, ϕ) =
∑

j>1

w(n+2)k+s,(n+2)j−s(ϕ)

τ (n+2)j−s
, s = 0, 1, . . . , n+ 1, k = −1, 0, 1, . . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя лемму 2 для уравнения (9), получаем

w−n(τ, ϕ) =
∑

j>1

w−n,(n+2)j−2(ϕ)

τ (n+2)j−2
, τ → +∞. (19)

Здесь w−n,n(ϕ) = −
h10,0(ϕ)

a0(ϕ)
, w−n,(n+2)k+n(ϕ) =

((n+ 2)k − 2)((n + 2)k − 1)w−n,(n+2)k−2(ϕ)

a0(ϕ)
,

k ∈ N.
Точно так же, применяя лемму 2 для уравнений (10) при k = 0, j = 1, 2, . . . , n−1, получим

wj−n(τ, ϕ) =
∑

s>0

wj−n,n−j+(n+2)s(ϕ)

τn−j+(n+2)s
, j = 1, 2, . . . , n− 1, τ → +∞. (20)

Теперь в остальных уравнениях (10) мы должны выбрать неизвестные функции h1k,j(ϕ) так,
чтобы максимальная степень разложения правых частей равенств (10) по τ не превышало
n− 1 при τ → +∞. Подробно рассмотрим один конкретный случай выбора h1k,j(ϕ), остальные
выбираются аналогичным образом. Рассмотрим правую часть равенства (10) при k = 0, j = n:

P0(τ, ϕ) =
n∑

s=1

as(ϕ)τ
s+nw−s(τ, ϕ) + τnh10,n(ϕ) +

∂w−1(τ, ϕ)

∂τ
− ∂2w−2(τ, ϕ)

∂ϕ2
.
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Учитывая разложения (19), (20) и h10,n = −∑n
s=1 as(ϕ)w−s,s(ϕ), получаем

P0(τ, ϕ) =
∑

j>0

p0,(n+2)j+2(ϕ)

τ (n+2)j+2
.

В силу леммы 2 имеем w0(τ, ϕ) =
∑

j>1

w0,(n+2)j(ϕ)

τ (n+2)j
. Аналогично доказываются и остальные

случаи. �

Перейдем к определению членов асимптотического ряда
∑

k>−2m λ
kqk(η, ϕ). Равенство (8)

запишем в виде

∑

k>0

λk
(∂2qk−2m(η, ϕ)

∂η2
+
∂qk−2m−1(η, ϕ)

∂η
+
∂2qk−2m−2(η, ϕ)

∂ϕ2
−

k∑

j=0

bj(ϕ)η
j+2mwk−2m−j(η, ϕ)

)

=
∑

k>0

λ(2m+2)k
∑

j>0

(µη)jhαk,j(ϕ),

Здесь b(ρ, ϕ) = (1 − ρ)np(ρ, ϕ); b(ρ, ϕ) =
∑

k>0 bk(ϕ)(ρ − α)k; bk(ϕ) =
∂kb(α,ϕ)

k!∂ρk
; b0(ϕ) > 0;

hαk,j(ϕ) = g̃k,j(ϕ), j = 0, 1, . . . , 2m− 1.
Отсюда имеем

L̃q−2m ≡ ∂2q−2m(η, ϕ)

∂η2
− η2mb0(ϕ)q−2m(η, ϕ) = hα0,0(ϕ), (η, ϕ) ∈ D2; (21)

L̃q(2m+2)k−2m+j = P̃(2m+2)k−2m+j(η, ϕ), k ∈ N0, j = 1, . . . , 2m+ 1, (η, ϕ) ∈ D2, (22)

где D2 = {(η, ϕ) | −∞ < η < +∞, 0 6 ϕ < 2π};

P̃(2m+2)k−2m+j(η, ϕ) =

(2m+2)k+j∑

s=1

bs(ϕ)η
s+nq(2m+2)k+j−s−2m(η, ϕ)

+
k∑

s=0

η(2m+2)(k−s)+jhαs,(2m+2)(k−s)+j(ϕ) +
∂q(2m+2)(k−1)+j+1(η, ϕ)

∂η
−
∂2q(2m+2)(k−1)+j(η, ϕ)

∂ϕ2
.

Разрешимость и единственность решений задач (21), (22) основаны на следующем утвер-
ждении.

Лемма 4. Пусть F (η)Φ(ϕ) ∈ C∞(D2), b(ϕ) > 0. Тогда задача

∂2z(η, ϕ)

∂η2
− η2mb(ϕ)z(η, ϕ) = F (η)Φ(ϕ), (η, ϕ) ∈ D2, (23)

имеет единственное решение z(η, ϕ) ∈ C∞(D2) в классе функций, растущих не быстрее

какой-либо степени η, когда η → ±∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть t = 2m+2
√
b(ϕ)η/ m+1

√
m+ 1, тогда задача (23) примет вид

∂2z(t, ϕ)

∂t2
− (m+ 1)2t2mz(t, ϕ) = m+1

√
(m+ 1)2

b(ϕ)
F (t)Φ(ϕ). (24)

Решение уравнения (24) ищем в виде z(t, ϕ) = z(t) m+1

√
(m+ 1)2

b(ϕ)
Φ(ϕ), тогда получаем

z′′(t)− (m+ 1)2t2mz(t) = F (t). (25)
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Как известно [10], фундаментальная система решений однородного уравнения

∂2z(t, ϕ)

∂t2
− (m+ 1)2t2(m+1)−2z(t, ϕ) = 0

имеет вид {U2(m+1)(t), U2(m+1)(−t)}, где U2(m+1)(t) =

√
2t

π
K1/2(m+1)(t

m+1), K1/2(m+1) — функ-

ция Макдональда.
Приведем известные свойства фундаментальной системы решений {U2(m+1)(t), U2(m+1)(−t)}:
а) Вронскиан W (U2(m+1)(t), U2(m+1)(−t)) = 2(m+ 1)cosec(π/(2m + 2));

б) U2m+2(0) =
1√

π 2m+2
√
2m

Γ
( 1

2m+ 2

)
, U ′

2m+2(0) =
1

√
π

2m+2
√
2m+2

Γ
(
− 1

2m+ 2

)
;

в) U2m+2(t) ∼
1√

tmetm+1
, t→ +∞;

г) U2m+2(t) =

√
2|t|
π

(
πcosec

π

2m+ 2
I1/(2m+2)(|t|m+1) +K1/(2m+2)(|t|m+1)

)
, t < 0;

д) U2m+2(t) ∼
e|t|

m+1

√
|t|m

, t→ −∞.

С помощью фундаментальной системы решений можем записать явное решение уравне-
ния (25), а из свойств а)–д) следует, что это решение находится в классе функций, растущих
не быстрее какой-либо степени t, когда t→ ±∞.

Отсюда получим, что если F (η) = O(ηk), η → ±∞, то z(η, ϕ) = O(ηk−2m), η → ±∞,
k — const. �

С помощью леммы 4 доказаны существование и единственность решений задач (21), (22)
в классе функций, растущих не быстрее какой-либо степени η.

Для задач (21), (22) cправедливы следующие леммы, аналогичные леммам 2, 3.

Лемма 5. Пусть 0 < a(ϕ) ∈ C∞[0, 2π] и функции pj(η, ϕ) ∈ C∞(D2) разлагаются в

асимптотические ряды

pj(η, ϕ) =
∑

k>0

pj,(2m+2)k−j(ϕ)

η(2m+2)k−j
, j = 0, 1, . . . , 2m− 1, η → ±∞.

Тогда в области D2 существуют решения уравнений

∂2zj(η, ϕ)

∂η2
− η2ma(ϕ)zj(η, ϕ) = pj(η, ϕ), η → ±∞, (26)

которые разлагаются в асимптотические ряды

zj(η, ϕ) =
∑

k>0

zj,2m−j+(2m+2)k(ϕ)

η2m−j+(2m+2)k
, η → ±∞. (27)

При этом ряды (27) можно многократно почленно дифференцировать, и они являются асимп-

тотическими разложениями решений уравнений (26).

Лемма 6. Пусть hαk,2m+j(ϕ) = −
(2m+2)k+2m∑

s=1

bs+j(ϕ)q(2m+2)k−s,s(ϕ), k, j ∈ N0.

Тогда при η → ±∞ справедливы асимптотические разложения

q(2m+2)k+s(η, ϕ) =
∑

j>1

q(2m+2)k+s,(2m+2)j−s(ϕ)

η(2m+2)j−s
, s = 0, 1, . . . , 2m+ 1, k = −1, 0, 1, . . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о лемм 5 и 6 аналогично доказательствам лемм 2, 3 соответствен-
но. �

Таким образом, нами построено формальное асимптотическое разложение решения бисин-
гулярных задач Дирихле, Неймана и Робэна. Перейдем к обоснованию ФАРР.
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4. Обоснование ФАРР

Пусть Rε,s(ρ, ϕ) = uε(ρ, ϕ) − uε,s(ρ, ϕ), где

uε,s(ρ, ϕ) =

s∑

k=0

εkvk(ρ, ϕ) + χ1(ρ)

(n+2)s+1∑

k=−n

µkwk(τ, ϕ) + χ2(ρ)

(2m+2)s+1∑

k=−2m

λkqk(η, ϕ)

— частичная сумма построенных рядов.
Тогда для остаточных функций Rε,s(ρ, ϕ) получим задачи

ε∆Rε,s(ρ, ϕ)− (1− ρ)n(ρ− α)2mp(ρ, ϕ)Rε,s(ρ, ϕ) = O(εs+1), (ρ, ϕ) ∈ D, ε→ 0; (28)

Rε,s(1, ϕ) = O(εs+1); (29)

∂Rε,s(1, ϕ)

∂ρ
= O(εs+1); (30)

∂Rε,s(1, ϕ)

∂ρ
+ h(ϕ)Rε,s(1, ϕ) = O(εs+1). (31)

После применения к задачам (28), (29); (28), (30); (28), (31) преобразования Rε,s(ρ, ϕ) =
z(ρ)ũε(ρ, ϕ), где z(ρ) = 1− ρ2/2 > 0, и принципа максимума, имеем

ũε(ρ, ϕ) = O(εs), (ρ, ϕ) ∈ D, ε→ 0.

Отсюда следует, что Rε,s(ρ, ϕ) = O(εs), (ρ, ϕ) ∈ D, ε → 0 для всех бисингулярных задач
Дирихле, Неймана и Робэна.

Следовательно, справедлива

Теорема. Для решения бисингулярных задач Дирихле (1), (2), Неймана (1), (3) и Робэ-

на (1), (4) при ε → 0 справедливо асимптотическое разложение (5) с соответствующими

функциями wk(τ, ϕ), так как vk(ρ, ϕ), qk(η, ϕ) не зависят от граничных условий. �

З а к л ю ч е н и е. Обобщенным методом пограничных функций построены полные рав-
номерные асимптотические разложения решений бисингулярных задач Дирихле, Неймана и
Робэна для круга. Асимптотическое разложение решения обосновано с помощью принципа
максимума. Отметим, что методом дифференциальных неравенств его тоже можно обосно-
вать, т. е. получить оценку для остаточной функции Rε,s(ρ, ϕ).

Аналогично исследуется асимптотическое поведение решений задач Дирихле, Неймана и
Робэна для уравнения

ε∆uε(ρ, ϕ) − (1− ρ)n(ρ− α1)
2m1 . . . (ρ− αk)

2mkp(ρ, ϕ)uε(ρ, ϕ) = fε(ρ, ϕ), (ρ, ϕ) ∈ D,

где αi ∈ (0, 1), mi ∈ N.
Исследованные задачи можно обобщить на многомерный шар или на многомерную огра-

ниченную область с достаточно гладкой границей.
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