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При нахождении приближенного решения некорректно поставленных задач методом регуляризации

всегда возникает вопрос об оценках возникающей погрешности. Наиболее распространены равномерные

оценки на всем классе корректности, которые выражаются через модуль непрерывности обратного опе-

ратора на этом классе. Значительно менее изучены локальные оценки погрешности, так называемые

оценки погрешности в точке. Так как в реальных некорректных задачах искомое решение единственно,

то, получая оценку погрешности на всем классе корректности, значительно загрубляют истинную оценку

погрешности полученного приближенного решения. В настоящей статье для специального класса некор-

ректных задач исследуется вопрос о том, на сколько оценка погрешности на классе корректности может

быть больше оценки погрешности в точке. Предполагая, что точное решение является кусочно-гладкой

функцией, доказано, что оценка погрешности в точке является величиной бесконечно малой по сравнению

с точной оценкой на классе корректности.
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Введение

Как правило, в постановке некорректной задачи требуется существование единственного
решения, отвечающего точному значению правой части. При этом нужно, используя исходные
данные задачи, определить некоторое приближение этого решения и оценить его уклонение от
точного. Трудность такой оценки вызвана неопределенностью точного решения задачи.

Для решения этой проблемы в исходные данные задачи включали класс корректности,
содержащий точное решение. Затем оценка погрешности определялась на этом классе [1]. При
этом всегда стояла проблема сравнения оценок погрешности на классе корректности и в точке.
В настоящей статье сделано такое сравнение при условии, что точное решение задачи является
образом Фурье кусочно-гладкой функции.

Для специального класса некорректных задач доказано, что погрешность в точке является
величиной бесконечно малой по сравнению с оценкой на классе корректности.
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1. Постановка задачи

Пусть L2(−∞,∞) — комплексное пространство, а F — расширение на пространст-
во L2(−∞,∞) преобразования Фурье.

Элемент v(x) ∈ V тогда и только тогда, когда

v(x) =

n
∑

i=1

ϕi(x) +

m
∑

j=1

ψj(x) + h(x) x ∈ R,

где

ϕi(x) =

{

ai(x
2 − x2i ), |x| ≤ xi,

0, |x| > xi,
ψj(x) =







bj sin
πx

lj
, |x| ≤ lj,

0, |x| > lj ,

ai, bj 6= 0, xi, lj > 0 и h(x) ∈W 2
2 (−∞,∞).

Предположим, что Z ⊂ L2(−∞,∞) и Z = F [V ], а оператор T определим формулой

Tf(ξ) = t(ξ)f(ξ), f(ξ) ∈ D(T ), (1.1)

где

D(T ) =
{

f(ξ) : f(ξ) ∈ L2(−∞,∞), t(ξ)f(ξ) ∈ L2(−∞,∞)
}

.

Поставим задачу вычисления значений Tf оператора T , определяемого формулой (1.1) в
точке f ∈ D(T ),

Tf = u. (1.2)

Предположим, что при f = f0 элемент u0 = Tf0 ∈ Z, но f0 неизвестен, а вместо него даны
fδ ∈ L2(−∞,∞) и δ > 0 такие, что

‖fδ − f0‖ ≤ δ. (1.3)

Требуется по fδ, δ и Z определить приближенное решение uδ ∈ L2(−∞,∞) задачи (1.1)–(1.3)
и оценить уклонение ‖uδ − u0‖L2

.

2. Нелинейный метод проекционной регуляризации

В нелинейном методе проекционной регуляризации [2;3] используется регуляризующее се-
мейство операторов {Tα : α > 0}, определяемое формулой

Tαf(ξ) =

{

Tf(ξ), |ξ| ≤ α,

0, |ξ| > α.
(2.1)

Используя (2.1), определим семейство регуляризованных решений {uαδ (ξ) : α > 0} форму-
лой

uαδ (ξ) = Tαfδ(ξ), (2.2)

а в (2.2) параметр регуляризации α(fδ, δ), следуя формуле (2.3) работы [3], определим из
уравнения

−α
∫

−∞

|fδ(ξ)|2dξ +
∞
∫

α

|fδ(ξ)|2dξ = 16δ2. (2.3)
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Наложим некоторые условия на оператор T . Предположим, что

t(ξ) ∈ C(−∞,∞), t(−ξ) = t(ξ), ξ ∈ R, t(ξ) → ∞ при ξ → ∞
и

t(ξ) строго возрастает на [0,∞), t(0) > 0. (2.4)

В [4, лемма 1] доказано, что при условиях (2.4) и ‖fδ(ξ)‖ > 4δ уравнение (2.3) имеет
решение α(fδ, δ), которое однозначно определяет элемент uδ(ξ):

uδ(ξ) = u
α(fδ ,δ)
δ (ξ).

Таким образом, формулы (2.2) и (2.3) определяют отображение пространства L2(−∞,∞)
в себя

Tδf(ξ) =

{

Tα(fδ ,δ)f(ξ), ‖f(ξ)‖ > 4δ,

0, ‖f(ξ)‖ ≤ 4δ.
(2.5)

Из теоремы 5, доказанной в [4], следует, что при выполнении условий (2.4) на оператор T

отображение Tδ, определяемое формулой (2.5), непрерывно на пространстве L2(−∞,∞).

О п р е д е л е н и е. Семейство {Tδ : 0 < δ ≤ δ0} операторов Tδ, непрерывно отображаю-
щих пространство L2(−∞,∞) в L2(−∞,∞), будем называть методом решения задачи (1.2),
(1.3), если для любого u0 ∈ Z

sup
{

‖Tδfδ − u0‖ : fδ ∈ L2(−∞,∞), ‖fδ − T−1u0‖ ≤ δ
}

→ 0 при δ → 0.

В дальнейшем будет доказано, что семейство операторов {Tδ : 0 < δ ≤ δ0}, определенное
формулой (2.5), является методом решения задачи (1.2), (1.3), а величину

∆δ(u0) = sup
{

‖Tδfδ − Tf0‖ : fδ ∈ L2(−∞,∞), ‖fδ − f0‖ ≤ δ
}

,

где u0 = Tf0 назовем погрешностью ∆δ(u0) метода {Tδ : 0 < δ ≤ δ0} в точке u0 ∈ Z.

3. Об оценке погрешности нелинейного метода проекционной

регуляризации на классе Mr

Оператор G, отображающий пространство L2(−∞,∞) в L2(−∞,∞), определим формулой

Gu(ξ) = g(ξ)u(ξ), u(ξ) ∈ D(G), (3.1)

где

D(G) =
{

u(ξ) : u(ξ) ∈ L2(−∞,∞), g(ξ)u(ξ) ∈ L2(−∞,∞)
}

.

Предположим, что функция g(ξ) удовлетворяет следующим условиям:

g(ξ) ∈ C(−∞,∞), g(−ξ) = g(ξ), ξ ∈ R, g(ξ) → ∞ при ξ → ∞;

g(0) > 0 и g(ξ) возрастает на [0,∞). (3.2)

Пусть

Mr = {u : u ∈ R(T ) ∩D(G), ‖Gu‖ ≤ r}.
Тогда погрешность ∆δ метода {Tδ : 0 < δ ≤ δ0} на множестве Mr определим формулой

∆δ = sup
{

‖Tδfδ − Tf0‖ : Tf0 ∈Mr, ‖fδ − f0‖ ≤ δ
}

. (3.3)
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Обозначим через ω(δ, r) функцию, определяемую формулой

ω(δ, r) = sup
{

‖u(ξ)‖ : u(ξ) ∈Mr, ‖T−1u(ξ)‖ ≤ δ
}

, (3.4)

и назовем ее модулем непрерывности в нуле оператора T на множестве T−1(Mr).
Из [5, лемма 2.1] следует, что если α(δ, r) является решением уравнения

t(α)g(α) =
r

δ
, α > 0, (3.5)

а функции t(α) и g(α) удовлетворяют условиям (2.4) и (3.2) соответственно, то для функции,
определенной (3.4), справедливо равенство

ω(δ, r) =
r

g[α(δ, r)]
. (3.6)

Кроме того, из лемм 1.3 и 1.4, приведенных в работе [5], следует, что погрешность ∆δ на
множестве Mr, определенная (3.3), удовлетворяет соотношению

∆δ ≥ ω(δ, r). (3.7)

Сделаем еще одно полезное замечание относительно принадлежности элемента u(ξ) мно-
жеству Mr. Из (3.1) и (3.2) следует, что u(ξ) ∈Mr тогда и только тогда, когда

∞
∫

−∞

g2(ξ)|u(ξ)|2dξ ≤ r2. (3.8)

В теореме 1 из [6] говорится, что если функции t(ξ) и g(ξ) удовлетворяют условиям (2.4)
и (3.2), соответственно, то

∆δ ≤
7r

g[α(δ, r)]
, (3.9)

где α(δ, r) — решение уравнения (3.5).

4. О связи функций g(ξ) и ω(δ, r)

Пусть g1(ξ) и g2(ξ) удовлетворяют условию (3.2), а

g1(ξ)

g2(ξ)
→ 0 при ξ → ∞. (4.1)

Обозначим через ω1(δ, r1) модуль непрерывности, порожденный функцией g1(ξ) и через
ω2(δ, r2) — порожденный функцией g2(ξ).

Приведем пример, иллюстрирующий, что условие (4.1) не влечет

ω2(δ, r2)

ω1(δ, r1)
→ 0 при δ → 0. (4.2)

Пусть t1(ξ) = t2(ξ) = ξ, r1 = r2 = 1; ξg1(ξ) = eξ, ξg2(ξ) = e2ξ .

Тогда из (3.5) следует, что α1(δ, 1) = − ln−1 δ, α2(δ, 1) = −1

2
ln−1 δ.

Из (3.6) следует, что ω1(δ, 1) = δ ln
1

δ
, ω2(δ, 1) =

δ

2
ln

1

δ
.

Таким образом, в нашем примере функции g1(ξ) и g2(ξ) удовлетворяют соотношению (4.1),
а для любого δ > 0

ω2(δ, 1)

ω1(δ, 1)
=

1

2
.

В лемме 6 работы [2] сформулированы достаточные условия, при выполнении которых соот-
ношение (4.1) влечет (4.2).
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Лемма 1. Если для любого k > 0 существуют d1, d2 и ξ0 > 0 такие, что для любого ξ

такого, что |ξ| > ξ0,

d1 ≤
g1(ξ)

g1(kξ)
≤ d2,

а функция g2(ξ) удовлетворяет условию (4.1), то

ω2(δ, r2)

ω1(δ, r1)
→ 0 при δ → 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о приведено в лемме 6 работы [2].

5. Сравнения оценок погрешностей ∆δ(u0) в точке u0 и ∆δ на множестве Mr

Для сравнения оценок погрешностей ∆δ(u0) в точке u0(ξ) ∈ Z и ∆δ на множестве Mr для
метода {Tδ : 0 < δ ≤ δ0}, определенного формулой (2.5), введем условие

{u1(x), u2(x)} ⊂
∞
⋃

n=1

nMr, (5.1)

где

u1(ξ) =

√

2

π

2

ξ2

[

cos ξ − sin ξ

ξ

]

, (5.2)

а

u2(ξ) = −
√

2

π

sin ξ

ξ2 − π2
. (5.3)

Лемма 2. Если функция g(ξ), определяющая множество Mr, удовлетворяет условиям

(3.2) и (5.1), то
∞
∫

0

g2(ξ)

1 + ξ4
dξ <∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (5.2) следует, что при ξ >
4√
2

и −π
4
+ πk ≤ ξ ≤ π

4
+ πk,

k = 3, 4, . . . , |u1(ξ)| ≥
1√
πξ2

. Откуда при −π
4
+ πk ≤ ξ ≤ π

4
+ πk, k = 3, 4, . . . , |u1(ξ)| ≥

1

2ξ2
.

Из (5.1) следует существование n0 такого, что u1(ξ) ∈Mn0r, а из (3.8) следует, что

∞
∑

k=3

π

4
+πk
∫

−
π

4
+πk

g2(ξ)

1 + ξ4
dξ <∞.

Теперь перейдем к функции u2(ξ).

Из (5.3) следует, что если ξ ≥ 2π и
π

4
+πk ≤ ξ ≤ 3π

4
+πk, k = 2, 3, . . . , то |u2(ξ)| ≥

√

2

π

2

3

1

ξ2
.

Тогда из (3.8) вытекает, что

∞
∑

k=2

3π

4
+πk
∫

π

4
+πk

g2(ξ)

1 + ξ4
dξ <∞.

Из доказанного выше следует, что

∫

∞

0

g2(ξ)

1 + ξ4
dξ <∞. Тем самым лемма доказана.
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Лемма 3. Если выполнено условие (5.1) и
g2(ξ)

1 + ξ4
убывает на [0,∞), то существует функ-

ция g1(ξ), удовлетворяющая (3.2), такая, что

∞
∫

0

g21(ξ)

1 + ξ4
dξ <∞ и

g(ξ)

g1(ξ)
→ 0 при ξ → ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как функция
g2(ξ)

1 + ξ4
убывает на [0,∞), то из того, что

∫

∞

0

g2(ξ)

1 + ξ4
dξ <∞, следует

∞
∑

n=0

g2(n)

1 + n4
<∞.

Обозначим выражение
g2(n)

1 + n4
через an.

Тогда

∞
∑

n=0

an <∞. (5.4)

Если положим

bn =

√

√

√

√

∞
∑

k=n

ak −

√

√

√

√

∞
∑

k=n+1

ak, (5.5)

то из (5.4) и (5.5) будет следовать, что

∞
∑

n=0

bn <∞ (5.6)

и

lim
n→∞

an

bn
= 0. (5.7)

Из (3.2), (5.7) и того, что для любого n an > 0, следует существование N такого, что для
любого n ≥ N

an ≤ bn. (5.8)

Из (5.8) следует, что для любого n ≥ N

an(1 + n4) ≤ bn(1 + n4). (5.9)

Так как для любого n

g(n) = an(1 + n4), (5.10)

то из (5.10) вытекает, что последовательность {an(1 + n4)} возрастает и

an(1 + n4) → ∞ при n→ ∞. (5.11)

Из (5.9) и (5.11) следует, что

bn(1 + n4) → ∞ при n→ ∞. (5.12)
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Теперь проверим возрастание последовательности {bn(1 + n4)}:

[1 + (n+ 1)4]bn+1 =
[1 + (n+ 1)4]an+1

√

∞
∑

k=n+1

ak +

√

∞
∑

k=n+2

ak

, (5.13)

(1 + n4)bn =
(1 + n4)an

√

∞
∑

k=n

ak +

√

∞
∑

k=n+1

ak

. (5.14)

Так как для любого n (1 + n4)an ≤ [1 + (n + 1)4]an+1, а

√

√

√

√

∞
∑

k=n+1

ak +

√

√

√

√

∞
∑

k=n+2

ak <

√

√

√

√

∞
∑

k=n

ak +

√

√

√

√

∞
∑

k=n+1

ak,

то из (5.13) и (5.14) вытекает, что (1 + n4)bn ≤ [1 + (n+ 1)4]bn+1.

Далее последовательность {(1 + n4)bn} четным образом, кусочно-линейно продолжим до
функции g1(ξ) ∈ C(−∞,∞) такой, что g1(0) > 0 и для любого n g1(n) = (1 + n4)bn.

Ввиду соотношения (5.6) следует утверждение леммы.

Лемма 4. Если функция g(ξ) удовлетворяет условиям (3.2) и

∞
∫

−∞

g2(ξ)

1 + ξ4
dξ <∞,

а множество M1 порождено этой функцией, то для любой функции u0(ξ) ∈ Z следует, что

u0(ξ) ∈
∞
⋃

n=1

nM1.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы аналогично доказательству леммы 2.

Теорема. Если выполнены условия лемм 1–3, то для любой функции u0(ξ) ∈ Z и любой

функции g(ξ), удовлетворяющей условию (3.2) и определяющей множество Mr, справедливо

соотношение
∆δ(u0)

∆δ

→ 0 при δ → 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как u0(ξ) ∈ Z, а

∞
∫

0

g2(ξ)

1 + ξ4
dξ <∞, (5.15)

то на основании леммы 4 существует r > 0 такое, что u0(ξ) ∈Mr, где Mr определено функци-
ей g(ξ).

Из (5.12) и (5.15) на основании леммы 3 следует существование функции g1(ξ), удовлетво-

ряющей (3.2), такой, что
g(ξ)

g1(ξ)
→ 0 при ξ → ∞, а

∞
∫

0

g21(ξ)

1 + ξ4
dξ <∞. (5.16)
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Из (5.16) следует существование числа r1 такого, что

u0(ξ) ∈M1
r1
, (5.17)

где

M1
r1

=

{

u(ξ) : u(ξ) ∈ L2(−∞,∞),

∞
∫

−∞

g21(ξ)|u(ξ)|2dξ ≤ r21

}

. (5.18)

Из (5.17) и (5.18) вытекает, что

∆δ(u0) ≤ ∆1
δ , (5.19)

где

∆1
δ = sup{‖Tδfδ − Tf0‖ : Tf0 ∈M1

r1
, ‖fδ − f0‖ ≤ δ}. (5.20)

Из (3.4)–(3.6), (3.9), (5.18) и (5.20) получаем, что

∆1
δ ≤ 7 ω(δ, r1), (5.21)

где

ω(δ, r1) = sup{‖Tf‖ : Tf ∈M1
r1
, ‖f‖ ≤ δ}. (5.22)

Из леммы 6, доказанной в [2], и леммы 3 следует, что

ω(δ, r1)

ω(δ, r)
→ 0 при δ → 0. (5.23)

Так как u0 ∈M1
r1

, то из (3.6), (3.9) и (5.19) следует, что

∆δ(u0) ≤ 7 ω(δ, r1). (5.24)

Из (3.7) вытекает, что

∆δ ≥ ω(δ, r). (5.25)

Из (5.21)–(5.25) следует, что

∆δ(u0)

∆δ

→ 0 при δ → 0.

Тем самым теорема доказана.

Заключение. В настоящей статье рассмотрено приближенное решение нелинейным мето-
дом проекционной регуляризации специального класса некорректных задач. В предположение,
что точное решение является образом Фурье кусочно-гладкой функции, доказано, что оценка
погрешности в точке является величиной бесконечно малой по сравнению с оценкой на классе
корректности.
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