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В работе исследуется асимптотическое поведение решения первой краевой задачи для эллиптическо-

го уравнения второго порядка в случае, когда малый параметр входит множителем только при одной

из старших производных, а предельное уравнение является обыкновенным дифференциальным уравне-

нием. Рассматривается случай, когда граничная функция кусочно гладкая. При этом, точка нарушения

гладкости есть точка разрыва первого рода и совпадает с точкой, в которой характеристика предельного

уравнения касается границы внутренним образом. Несмотря на то, что порядок предельного уравнения

тот же самый, что и у исходного уравнения, рассматриваемая задача является бисингулярной. В рабо-

те асимптотическое поведение решения этой задачи исследуется методом согласования асимптотических

разложений.
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Введение

В данной работе исследуется поведение при ε → 0 решения первой краевой задачи

Lεu = εuxx + uyy + b(x, y)uy + a(x, y)u = f(x, y), (x, y) ∈ D ∈ R
2,

u(x, y) = h(x, y), (x, y) ∈ Γ,
(0.1)

в ограниченной области D с границей Γ, имеющей точку, в которой характеристика предель-
ного уравнения (прямая, параллельная оси y) касается границы изнутри области. Предполага-
ется, что параметр ε > 0, коэффициенты и правая часть уравнения (0.1) — достаточно гладкие
функции, а граничная функция h(x, y) — кусочно гладкая. Предполагается также, что суще-
ствует ограниченное решение задачи (0.1), которое мы будем обозначать через uε(x, y), и для
него справедлива оценка

|uε(x, y)| 6 M
(

max
(x,y)∈D

|f(x, y)|+ max
(x,y)∈Γ

|h(x, y)|
)

,

где постоянная M не зависит от ε. (Это условие выполнено, например, при a(x, y) 6 α < 0.)
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Задачи для эллиптических уравнений с малым параметром при старших производных ис-
следовали многие авторы, и библиография по этому вопросу достаточно известна (см., напри-
мер, статьи [1; 2] и монографии [3–5].

Особенностью исследуемой задачи является то, что малый параметр входит множителем
только при одной из старших производных, так что порядок предельного уравнения тот же
самый, что и исходного уравнения. Кроме того, рассматривается случай, когда предельное
уравнение является обыкновенным дифференциальным уравнением.

В случае, когда граничная функция h(x, y) гладкая, задача (0.1) исследована в работах
[6; 7] — точки внешнего касания и угловые точки границы, [8] — точки внутреннего касания
границы, [9] — точки перегиба границы.

Задачи такого рода весьма сложны, в [5] они называются бисингулярными. Одним из ме-
тодов их решения является метод согласования асимптотических разложений [4; 5]. Этот ме-
тод состоит из двух частей, не зависимых, вообще говоря, друг от друга. Сначала строятся
формальные асимптотические решения (ФАР) исходной задачи в различных подобластях рас-
сматриваемой области изменения независимых переменных, т. е. строятся согласованные меж-
ду собой асимптотические ряды по некоторым последовательностям функций параметра ε,
частичные суммы которых с достаточно высокой степенью точности (по ε) удовлетворяют
исходному уравнению и граничному условию в этих подобластях. Далее из частичных сумм
этих ФАР строится составное разложение, являющееся ФАР исходной задачи уже всюду в
рассматриваемой области изменения переменных. Затем проводится обоснование построенно-
го разложения. Для задач, аналогичных рассматриваемой, обоснование построенного ФАР не
вызывает трудностей и достаточно подробно в аналогичных ситуациях описано в работе [5].
Поэтому основным содержанием данной работы является построение ФАР в окрестности рас-
сматриваемой точки внутреннего касания.

Основные трудности в задачах описанного выше типа появляются именно при построе-
нии ФАР. Как правило, возникают ситуации, когда в окрестности “особого” подмножества
существуют два “внутренних” (по отношению к исходным переменным x, y) асимптотических
разложения, которые взаимно определяют друг друга, т. е. не могут быть построены независи-
мо. Для того чтобы реализовать процедуру согласования, необходимо исследовать структуру
координатной асимптотики одного из этих внутренних разложений.

Отличием данной работы от описанных выше является рассмотрение случая кусочно глад-
кой граничной функции. Оказывается, в случаях, когда точка разрыва совпадает с угловой
точкой, либо с точкой касания извне области, либо с точкой перегиба, либо является точкой
гладкой границы, исследование поведения решения проводится совершенно аналогично тому,
как это было сделано в указанных выше работах, и не требует дополнительных усилий.

Что же касается случая, когда точка разрыва граничной функции совпадает с точкой
касания изнутри области, задача требует дополнительных исследований и новых построений.

В данной работе так же, как и в работе [8], методом согласования асимптотических разло-
жений построено и обосновано асимптотическое разложение решения uε(x, y) задачи (0.1) при
ε → 0 в окрестности отрезка прямой, параллельной оси y, касающейся границы Γ области D
в точке разрыва граничной функции h изнутри области.

1. Внешнее разложение и его особенности

Будем считать, что точка касания совпадает с началом координат (0, 0), порядок касания
первый, а граница Γ области D в некоторой фиксированной окрестности начала координат
совпадает с кривой x = y2 и двумя гладкими кривыми y = γ−(x) и y = γ+(x), лежащими
в нижней и верхней полуплоскостях соответственно ( γ−(x) < −√

x, γ+(x) >
√
x). Таким

образом, рассматриваем область Dδ = {(x, y) ∈ D, −δ 6 x 6 δ, δ > 0}, ограниченную
параболой x = y2, кривыми y = γ±(x) и отрезками прямых x = −δ, x = δ. Будем строить
асимптотическое разложение решения uε(x, y) при ε → 0 в этой области Dδ.
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Не ограничивая общности рассмотрений, будем предполагать, что граничная функция
h(x, y) ≡ 0 при (x, y) ∈ γ±(x). Обозначим h(x, y) = h+(x, y) при y > 0, h(x, y) = h−(x, y)
при y < 0. Отметим, что h+(0, 0) 6= h−(0, 0).

Внешнее разложение решения uε(x, y) будем строить в виде

U(x, y, ε) =
∞
∑

k=0

εkuk(x, y). (1.1)

Подставляя ряд (1.1) в уравнение (0.1) и приравнивая коэффициенты при одинаковых
степенях ε, получим систему рекуррентных соотношений

L0u0 = f(x, y), L0uk = −∂2uk−1

∂x2
, k > 1, (1.2)

где обозначено L0 =
∂2

∂y2
+ b(x, y)

∂

∂y
+ a(x, y).

При x < 0 прямые, проведенные через точки области Dδ параллельно оси y, пересекают
границу области только в двух точках, принадлежащих Γ: γ−(x) и γ+(x).

Определим в этой части области Dδ коэффициенты внешнего разложения uk(x, y) как
решения рекуррентной системы уравнений (1.2) при γ−(x) < y < γ+(x), удовлетворяющие
граничным условиям из (0.1), которые в рассматриваемой области принимают вид

uk(x, γ
−(x)) = 0, uk(x, γ

+(x)) = 0. (1.3)

При x > 0 прямая, проведенная через внутреннюю точку области Dδ параллельно оси y,
пересекает границу области в четырех точках и состоит из двух отрезков, один из которых
лежит между кривыми y =

√
x и γ+(x), а второй — между кривыми γ−(x) и y = −√

x.
При

√
x 6 y 6 γ+(x) (на первом из отрезков) определим коэффициенты uk(x, y) как реше-

ния рекуррентной системы (1.2), удовлетворяющие условиям

uk(x,
√
x) = h+(x,

√
x), uk(x, γ

+(x)) = 0. (1.4)

При γ−(x) 6 y 6 −√
x (на втором из отрезков) определим коэффициенты uk(x, y) как

решения рекуррентной системы (1.2), удовлетворяющие условиям

uk(x, γ
−(x)) = 0, uk(x,−

√
x) = h−(x,−

√
x). (1.5)

Построенное внешнее асимптотическое разложение — это по существу три различных
асимптотических ряда, коэффициенты которых определяются как решения трех различных
краевых задач: (1.2), (1.3); (1.2), (1.4) и (1.2), (1.5). Очевидно, что функции uk(x, y), вообще
говоря, разрывны на прямой x = 0.

Функции uk(x, y) — это решения обыкновенных дифференциальных уравнений по пере-
менной y, бесконечно дифференцируемые по переменной y во всей области Dδ . Кроме того,
они зависят от параметра x. По предположению, функции γ±(x) бесконечно дифференциру-
емы в окрестности начала координат, и, следовательно, функции uk(x, y) также бесконечно
дифференцируемы и по параметру x слева от прямой x = 0 (т. е. при x < 0). При x > 0 функ-
ции uk(x, y) зависят еще и от параметра

√
x, и нетрудно предвидеть, что они могут иметь

особенности по переменной x при x → + 0.
Справедливы следующие теоремы.

Теорема 1. При x → + 0,
√
x 6 y 6 γ+(x) функции uk(x, y) разлагаются в асимптоти-

ческие ряды

u0(x, y) =
∞
∑

j=0

xj/2u+0j(y), uk(x, y) = x−2k
∞
∑

j=1

xj/2u+kj(y),

k > 1, которые допускают почленное дифференцирование любого порядка.
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Теорема 2. При x → + 0, γ−(x) 6 y 6 −√
x функции uk(x, y) разлагаются в асимпто-

тические ряды

u0(x, y) =

∞
∑

j=0

xj/2u−0j(y), uk(x, y) = x−2k
∞
∑

j=1

xj/2u−kj(y),

k > 1, которые допускают почленное дифференцирование любого порядка.

Д о к а з а т е л ь с т в о этих теорем полностью повторяет доказательство теорем 1.1, 1.2
работы [8]. �

2. Внутреннее разложение в окрестности прямой x = 0

В окрестности оси x = 0 перейдем от переменной x к новой, “внутренней”, переменной
ζ = xε−1/2 и будем строить “внутреннее” асимптотическое разложение решения uε(x, y) при
ε → 0 в виде

V (ζ, y, ε) =

∞
∑

k=0

εk/4vk(ζ, y). (2.1)

Стандартным образом, т. е. переходя в исходном уравнении (0.1) к переменной ζ, разлагая
коэффициенты b(x, y), a(x, y) и правую часть f(x, y) в ряды Тейлора в окрестности прямой
x = 0, заменяя в получившихся разложениях x на

√
εζ и приравнивая коэффициенты при

одинаковых степенях ε, приходим к системе рекуррентных соотношений































































L1v0 = f(0, y), L1v1 = 0,

L1v2 = ζ
∂f

∂x
(0, y) − ζ

∂b

∂x
(0, y)

∂v0
∂y

− ζ
∂a

∂x
(0, y)v0, L1v3 = −ζ

∂b

∂x
(0, y)

∂v1
∂y

− ζ
∂a

∂x
(0, y)v1,

(2.2)

L1v2j =
ζj

j!

∂jf

∂xj
(0, y)−

j
∑

i=1

ζ i

i!

[ ∂ib

∂xi
(0, y)

∂v2j−2i

∂y
+

∂ia

∂xi
(0, y)v2j−2i

]

,

L1v2j+1 = −
j

∑

i=1

ζ i

i!

[ ∂ib

∂xi
(0, y)

∂v2j+1−2i

∂y
+

∂ia

∂xi
(0, y)v2j+1−2i

]

.

Здесь обозначено L1 =
∂2

∂ζ2
+

∂2

∂y2
+ b(0, y)

∂

∂y
+ a(0, y) = ∆ζ,y + b(0, y)

∂

∂y
+ a(0, y).

В переменных ζ, y уравнения границ y = γ±(x) принимают вид y = γ±(x) = γ±(0) +
∑

∞

j=1 γ
±

j ε
i/2ζ i, а уравнение параболы y = ±√

x принимает вид y = ±ε1/4
√
ζ, и таким образом

при ε → 0 окрестность прямой x = 0 в переменных ζ, y переходит в бесконечную полосу с
разрезом вдоль положительной полуоси

Ω =
{

(ζ, y) : γ−(0) < y < γ+(0), 0 < θ < 2π
}

, (2.3)

где θ — полярный угол точки (ζ, y); r =
√

ζ2 + y2.

Потребовав, чтобы асимптотический ряд (2.1) формально удовлетворял граничному усло-
вию исходной задачи на ветвях параболы y = ε1/4

√
ζ и y = −ε1/4

√
ζ, получаем

h±(ε1/2ζ,±ε1/4
√

ζ) =

∞
∑

k=0

εk/4vk(ζ,±ε1/4
√

ζ) =

∞
∑

k=0

εk/4
[

∞
∑

i=0

1

i!

∂ivk
∂yi

(ζ,±0)εi/4(±
√

ζ)i
]

.
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Приравнивая нулю коэффициенты при степенях ε, получаем на верхней и нижней сторонах
разреза



































v0(ζ,±0) = h±(0, 0), v1(ζ,±0) = ∓∂v0
∂y

(ζ,±0)
√

ζ + h±y (0, 0)
√

ζ,

v2(ζ,±0) = ∓∂v1
∂y

(ζ,±0)
√

ζ − 1

2!

∂2v0
∂y2

(ζ,±0)ζ + α±

2 ζ, . . . ,

vk(ζ,±0) = −
k

∑

l=1

1

l!

∂lvk−l

∂yl
(ζ,±0)(±1)lζ l/2 + α±

k ζ
k/2.

(2.4)

Здесь α±

k — некоторые константы, зависящие от значений производных функций h±(x, y) в
точке (0.0).

Отметим, что здесь h+(0, 0) 6= h−(0, 0) (в отличие от [8]).
Далее, потребовав, чтобы асимптотический ряд (2.1) формально удовлетворял граничному

условию исходной задачи на границах y = γ±(x), получим граничные условия для коэффи-
циентов vk(ζ, y) на прямых y = γ±(0):











v0(ζ, γ
±(0)) = 0, v1(ζ, γ

±(0)) = 0, v2(ζ, γ
±(0)) = −ζγ±1

∂v0
∂y

(ζ, γ±(0)),

v3(ζ, γ
±(0)) = −ζγ±1

∂v1
∂y

(ζ, γ±(0)), . . . , vk(ζ, γ
±(0)) = S±

k (ζ),
(2.5)

где граничная функция S±

k (ζ) имеет вид S±

k (ζ) =
∑

βljs
∂lvk−2j

∂yl
(ζ, γ±(0))ζs, j 6

[k

2

]

,

l + s 6 k − 2.
Итак, необходимо построить функции vk(ζ, y) — решения эллиптических уравнений (2.2)

в полосе Ω (см. (2.3)), удовлетворяющие на границах этой полосы условиям (2.4), (2.5).
Краевые задачи для эллиптических уравнений в областях с угловыми точками рассмат-

ривали многие авторы. Наиболее полно такие задачи исследованы в работе [10], где кроме
вопросов существования решений в специальных классах функций было детально рассмотре-
но асимптотическое поведение решений в окрестностях самих угловых точек.

Воспользовавшись результатами работы [10], нетрудно установить, что решения vk(ζ, y)
задач (2.2), (2.4), (2.5), начиная с некоторого k, будут иметь особенности в начале координат.
Cледовательно, асимптотическое разложение (2.1) становится непригодным в окрестности на-
чала координат и там необходимо строить другое асимптотическое разложение. Кроме того,
так же, как в аналогичных задачах (см. например, [7; 8]), в классе неограниченных функций
решения задач (2.2), (2.4), (2.5) определяются неединственным образом, и поэтому асимптоти-
ческое разложение (2.1) может быть построено только после исследования асимптотического
поведения решения uε(x, y) в окрестности начала координат.

3. Внутреннее асимптотическое разложение

в окрестности начала координат

В окрестности начала координат перейдем от переменных x, y к новым, “внутренним”,
переменным ξ = xε−1, η = yε−1/2 и будем строить еще одно, “внутреннее”, асимптотическое
разложение решения uε(x, y) при ε → 0 в виде (который отличен от вида соответствующего
разложения в [8])

W (ξ, η, ε) =

∞
∑

k=1

εk/4
[k/2]
∑

j=0

lnj εwkj(ξ, η) =

∞
∑

m=0

lnm ε

∞
∑

k=2m

εk/4wkm(ξ, η). (3.1)

Парабола x = y2 в новых переменных примет вид ξ = η2, а область Dδ в окрестности
начала координат перейдет в неограниченную область Ω1 = R

2 \ {(ξ, η) : ξ > 0, η2 < ξ}) —
внешность области, расположенной в полуплоскости ξ > 0 и ограниченной параболой ξ = η2.
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Для того чтобы получить рекуррентные соотношения для определения коэффициентов
wk(ξ, η), разложим коэффициенты b(x, y), a(x, y) и правую часть f(x, y) исходного уравне-
ния (0.1) в ряды Тейлора в окрестности начала координат и перейдем в получившихся разло-
жениях к внутренним переменным ξ, η:

b(x, y) =
∑

i,j>0

bijx
iyj =

∑

i,j>0

bijε
iξiεj/2ηj =

∞
∑

j=0

εj/2g
(1)
j (ξ, η),

a(x, y) =
∑

i,j>0

aijx
iyj =

∞
∑

j=0

εj/2g
(2)
j (ξ, η), f(x, y) =

∑

i,j>0

fijx
iyj =

∞
∑

j=0

εj/2g
(3)
j (ξ, η).

Стандартным образом, т. е. переходя в исходном уравнении (0.1) к внутренним перемен-
ным ξ, η, заменяя коэффициенты b(x, y), a(x, y) и правую часть f(x, y) выписанными выше
разложениями в окрестности начала координат и приравнивая коэффициенты при одинако-
вых степенях ε, получим, что коэффициенты wkj(ξ, η) внутреннего разложения (3.1) должны
удовлетворять в области Ω1 cистеме рекуррентных соотношений















































∆w2m,0 = −
m−1
∑

j=0

g
(1)
j (ξ, η)

∂w2m−2−2j,0

∂η
−

m−2
∑

j=0

g
(2)
j (ξ, η)w2m−4−2j,0 + g

(3)
m−2(ξ, η),

∆w2m+1,0 = −
m−1
∑

j=0

g
(1)
j (ξ, η)

∂w2m−1−2j,0

∂η
−

m−2
∑

j=0

g
(2)
j (ξ, η)w2m−3−2j,0,

∆w2m+s,m = −
m−1
∑

j=0

g
(1)
j (ξ, η)

∂w2m+s−2−2j,m

∂η
−

m−2
∑

j=0

g
(2)
j (ξ, η)w2m+s−4−2j,m, m > 0.

(3.2)

Для нескольких “первых” функций wkj соотношения (3.2) принимают вид ∆w00 = 0,

∆w10 = 0, ∆w20 = −b(0, 0)
∂w00

∂η
, ∆w30 = −b(0, 0)

∂w10

∂η
.

Кроме того, потребовав, чтобы асимптотический ряд (3.1) удовлетворял краевым условиям
исходной задачи, получим краевые условия для функций wkm(ξ, η):

w2n,0(ξ,±
√

ξ) = h±n ξ
n/2, w2n+1,0(ξ,±

√

ξ) = 0, wkm(ξ,±
√

ξ) = 0, m > 0. (3.3)

Здесь h±k — некоторые константы, зависящие от производных функций h±(x, y) в начале ко-
ординат, h±0 = h±(0, 0), h±1 = ±h±y (0, 0), h

±

2 = h±x (0, 0) + 1/2h±yy(0, 0).

Соотношениями (3.2), (3.3) функции wk(ξ, η) — решения задач в неограниченной области Ω1

вообще говоря, не определяются однозначно. Необходимо задать еще некоторые дополнитель-
ные условия для этих функций при ξ2 + η2 → ∞, которые должны быть получены из усло-
вий согласования асимптотических разложений (2.1) и (3.1). Построение функций wk(ξ, η) и
vk(ζ, y) проводится одновременно. Эта ситуация типична для сингулярно возмущенных задач
(см. [4; 5]).

4. Вспомогательные построения

Пусть (r, θ) — полярные координаты на плоскости (ζ, y). Для целых k будем рассматривать
функции

U
(1)
k,0(ζ, y) = rk/2 sin

kθ

2
, U

(2)
k,0(ζ, y) = rk/2 cos

kθ

2
. (4.1)

При k = 2n, n > 0, функции U
(j)
k,0 — это гармонические полиномы.



188 Е.Ф.Леликова

Функции U
(j)
k (ζ, y) — сопряженные гармонические функции в плоскости (ζ, y) с разрезом

вдоль положительной полуоси ζ:

∂U
(2)
k,0

∂ζ
=

∂U
(1)
k,0

∂y
,

∂U
(2)
k,0

∂y
= −

∂U
(1)
k,0

∂ζ
. (4.2)

Из явных формул (4.1) легко получаются соотношения

∂U
(2)
k,0

∂ζ
=

∂U
(1)
k,0

∂y
=

k

2
U

(2)
k−2,0, −

∂U
(2)
k,0

∂y
=

∂U
(1)
k,0

∂ζ
=

k

2
U

(1)
k−2,0, (4.3)

а также соотношения

ζU
(1)
k,0 =

1

2
U

(1)
k+2,0 +

1

2
r2U

(1)
k−2,0, ζU

(2)
k,0 =

1

2
U

(2)
k+2,0 +

1

2
r2U

(2)
k−2,0,

yU
(1)
k,0 = −1

2
U

(2)
k+2,0 +

1

2
r2U

(2)
k−2,0, yU

(2)
k,0 =

1

2
U

(1)
k+2,0 −

1

2
r2U

(1)
k−2,0,

(4.4)

которые в общем виде могут быть записаны следующим образом:

ζmypU
(j)
k,0 =

m+p
∑

s=0

α(m,p)
s U

(l)
k+2m+2p−4s,0r

2s, (4.5)

где l = j при четном p, l 6= j при нечетном p. При этом в случае, когда U
(j)
k — гармонический

полином, т. е. когда k = 2n, n > 0, те из коэффициентов α
(m,p)
s в соотношении (4.5), для

которых k + 2m+ 2p − 4s < 0, следует считать равными нулю.
Будем говорить, что функция v(ζ, y) вида v(ζ, y) = rαΦ(θ) имеет порядок α. Множество

линейных комбинаций функций вида v(ζ, y) = ζmypU
(j)
k,0, где m, p — целые неотрицательные,

будем обозначать через W(0). Подмножество множества W(0), все элементы которого имеют

фиксированный порядок s/2, будем обозначать через W(0)
s .

Поскольку ζ = U
(2)
2,0 (ζ, y), y = U

(1)
2,0 (ζ, y), то в силу соотношений (4.5) любой многочлен

Q(ζ, y) ∈ W(0), а любой однородный многочлен Qn(ζ, y) степени n является элементом множе-

ства W(0)
2n .

Из соотношения (4.5) следует, что функция v(ζ, y), принадлежащая множеству W(0)
q , имеет

вид

v(ζ, y) =
∑

m,k,j

βm,k,jr
2mU

(j)
k,0,

где m > 0, 1 6 j 6 2, k + 4m = q.

Далее, из соотношений (4.3), (4.4) следует, что если функция v(ζ, y) ∈ W(0)
q , то

∂v

∂ζ
∈ W(0)

q−2,
∂v

∂y
∈ W(0)

q−2, ζmypv(ζ, y) ∈ W(0)
q+2m+2p.

При n > 1 определим гармонические функции U
(j)
k,n следующим образом:

U
(j)
k,n =

∂n

∂kn
U

(j)
k,0. (4.6)

Воспользовавшись соотношениями (4.6), нетрудно получить рекуррентные соотношения

для функций U
(j)
k,n(ζ, y) вида

U
(1)
k,n =

(1

2

)k
[ln r U

(1)
k,n−1 + θU

(2)
k,n−1], U

(2)
k,n =

(1

2

)k
[ln r U

(2)
k,n−1 − θU

(1)
k,n−1].
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Для этих функций справедливы соотношения (4.2), а также соотношения, аналогичные соот-
ношениям (4.3):

−
∂U

(2)
k,n

∂y
=

∂U
(1)
k,n

∂ζ
=

k

2
U

(1)
k−2,n +

n

2
U

(1)
k−2,n−1,

∂U
(2)
k,n

∂ζ
=

∂U
(1)
k,n

∂y
=

k

2
U

(2)
k−2,n +

n

2
U

(2)
k−2,n−1

и соотношения, аналогичные соотношениям (4.4):

ζU
(1)
k,n =

1

2
U

(1)
k+2,n +

1

2
r2U

(1)
k−2,n, ζU

(2)
k,n =

1

2
U

(2)
k+2,n +

1

2
r2U

(2)
k−2,n,

yU
(1)
k,n = −1

2
U

(2)
k+2,n +

1

2
r2U

(2)
k−2,n, yU

(2)
k,n =

1

2
U

(1)
k+2,n − 1

2
r2U

(1)
k−2,n.

Выпишем явные формулы для нескольких “первых” функций U
(j)
k,n при n > 1:

U
(1)
0,0 ≡ 0, U

(2)
0,0 ≡ 1, U

(1)
0,1 = θ, U

(2)
0,1 = ln r, U

(1)
0,2 = 2θ ln r, U

(2)
0,2 = ln2 r − θ2.

При k 6= 0:

U
(1)
k,0 = rk/2 sin

kθ

2
, U

(2)
k,0 = rk/2 cos

kθ

2
,

U
(1)
k,1 =

1

2
rk/2

[

ln r sin
kθ

2
+ θ cos

kθ

2

]

, U
(2)
k,1 =

1

2
rk/2

[

ln r cos
kθ

2
− θ sin

kθ

2

]

.

Нетрудно выписать и общий вид функций U
(j)
k,n для всех k, n. При k 6= 0 имеем

U
(1)
k,n = rk/2

(

sin
kθ

2

[n/2]
∑

s=0

γ(k,n)s (ln r)n−2sθ2s + θ cos
kθ

2

[(n−1)/2]
∑

s=0

ω(k,n)
s (ln r)n−1−2sθ2s

)

, (4.7)

U
(2)
k,n = rk/2

(

cos
kθ

2

[n/2]
∑

s=0

γ(k,n)s (ln r)n−2sθ2s + θ sin
kθ

2

[(n−1)/2]
∑

s=0

ω(k,n)
s (ln r)n−1−2sθ2s

)

, (4.8)

где γ
(k,n)
0 = 1, ω

(k,n)
0 = n.

При k = 0:

U
(1)
0,n = θ

[(n−1)/2]
∑

s=0

γ(0,n)s (ln r)n−1−2sθ2s, U
(2)
0,n =

[n/2]
∑

s=0

γ(0,n)s (ln r)n−2sθ2s. (4.9)

Для функции u(ζ, y) вида

U(ζ, y) = rk/2
m
∑

i=0

(ln r)m−iΦi(θ) (4.10)

число k/2 будем называть порядком этой функции, а число m — ее индексом.
Очевидно, что представления (4.7)–(4.9) могут быть записаны в виде, аналогичном (4.10):

U
(j)
k,n(ζ, y) = rk/2

n
∑

i=0

(ln r)n−iΦ
(k,n)
ij (θ), k 6= 0,

U
(1)
0,n(ζ, y) =

n
∑

i=0

(ln r)n−1−iΦ
(0,n)
i1 (θ), U

(2)
0,n(ζ, y) =

n
∑

i=0

(ln r)n−iΦ
(0,n)
i2 (θ),

т. е. при k 6= 0 функции U
(j)
k,n(ζ, y) имеют порядок k/2 и индекс n; при k = 0 функции U

(j)
0,n

имеют нулевой порядок, индекс функции U
(2)
0,n равен n, но индекс функции U

(1)
0,n равен n− 1.
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Множество линейных комбинаций функций вида w(ζ, y) = lns rζmypU
(j)
k,n, где m, p, s — це-

лые неотрицательные, n — целое положительное, будем обозначать через W. Подмножество
множества W, все элементы которого имеют фиксированный порядок k/2, будем обозначать
через Wk. Для фиксированного m > 0 подмножество множества Wk, индекс которого не пре-

восходит m (s+ n 6 m), будем обозначать через W(m)
k .

Из соотношения (4.5) следует, что функция w(ζ, y), принадлежащая множеству W(q)
s , имеет

вид w(ζ, y) =
∑

m,k,j,l P
m,k,j
l (ln r)r2mU

(j)
k,n, где m > 0, 1 6 j 6 2, k + 4m = s, Pl(t) — полином от

t степени не выше, чем q.

Далее, из соотношений (4.5), (4.7) следует, что если функция w(ζ, y) ∈ W(n)
q , то

∂(r2w)

∂ζ
∈ W(n)

q+2,
∂(r2w)

∂y
∈ W(n)

q+2, ζmyp lni rw(ζ, y) ∈ W(n+i)
q+2m+2p.

В дальнейшем нам понадобится вид функций U
(j)
k,n(ζ, y) на границах разреза ζ > 0, y = ±0.

Для этого воспользуемся соотношениями (4.7)–(4.9).

Рассмотрим сначала функции U
(1)
k,n(ζ, y). Прежде всего, отметим, что эти функции при всех

(допустимых в их определении) значениях k, n обращаются в нуль на верхней границе разреза

U
(1)
k,n(ζ, 0) = 0, θ = 0. Для n = 0 это следует из определения функций U

(1)
k,0(ζ, y) (см. (4.1)), а

для n > 1 — из соотношения (4.7). При θ = 2π (на нижней стороне разреза) соотношение (4.7)
принимает вид

U
(1)
k,n(ζ, 0) = |ζ|k/2

(

Q
(k,n;1)
n−1 (ln |ζ|)

)

,

где Q
(k,n;1)
n−1 (t) — полином степени n− 1 вида

Q
(k,n;1)
n−1 (t) =

[n−1

2
]

∑

q=0

γ(k,n;1)q tn−1−2q, γ
(k,n;1)
0 = n.

Перейдем к функциям U
(2)
k,n(ζ, y). Из соотношения (4.8) получаем, что при всех k

U
(2)
k,n(ζ, 0) = ζk/2 lnn ζ, θ = 0; U

(2)
k,n(ζ, 0) = ζk/2S(k,n;2)

n (ln ζ), θ = 2π,

где S
(k,n;2)
n (t) — полином степени n.

Лемма 1. Пусть k и n целые и n > 0. Тогда

1. Существует гармоническая функция u(ζ, y), удовлетворяющая условиям u(ζ, 0) = 0,
θ = 0; u(ζ, 0) = ζk/2 lnn ζ, θ = 2π. Функция u(ζ, y) имеет вид

u(ζ, y) =

n
∑

m=0

γmU
(1)
k,q−m(ζ, y),

где q = n при k 6= 2s, q = n+ 1 при k = 2s.
2. Существует гармоническая функция u(ζ, y), удовлетворяющая условиям u(ζ, 0) =

ζk/2 lnn ζ, θ = 0; u(ζ, 0) = 0, θ = 2π. Функция u(ζ, y) имеет вид

u(ζ, y) = U
(2)
k,n(ζ, y) +

n
∑

m=0

γ̃lU
(1)
k,m−l(ζ, y),

где q = n при k 6= 2s, q = n+ 1 при k = 2s.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы аналогично доказательствам лемм 4.1, 4.2 работы [11] и

основано на использовании представлений (выписанных выше) функций U
(j)
k,n(ζ, y) на границах

разреза θ = 0 и θ = 2π. �

Доказательства следующих лемм также аналогичны доказательству соответствующих лемм
из [11].
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Лемма 2. Пусть m, k, q целые, m > 0, q > 0.

1. Если k 6= −2(m + 1), то существует функция z(ζ, y) ∈ W(0)
k+4m+4, которая является

решением уравнения ∆z = r2mU
(j)
k,0 и имеет вид

z(ζ, y) =
1

4(m+ 1)(m+ 1 + k/2)
r2m+2U

(j)
k,0.

2. Если k 6= −2(m + 1), то существует функция z(ζ, y) ∈ W(q)
k+4m+4, которая является

решением уравнения ∆z = r2m lnq rU
(j)
k,0 и имеет вид z = r2m+2Pq(ln r)U

(j)
k,0, где Pq(t) — полином

степени q :

Pq(t) =

q
∑

i=0

γi(q,m)tq−i, γ0(q,m) =
1

(m+ 1)(q + 1)
.

3. Если k = −2(m + 1), то существует функция z(ζ, y) ∈ W(q+1)
k+4m+4, которая является

решением уравнения ∆z = r2m lnq rU
(j)
k,0 и имеет вид z = r2m+2U

(j)
k,0 ln rSq(ln r), где Sq(t) —

полином степени q :

Sq(t) =

q
∑

i=0

γ̃i(q,m)tq−i, γ̃0(q,m) = − 3

2qk
.

Лемма 3. Пусть m, k, n целые, m > 0, n > 0.

1. Если k 6= −2(m + 1), то существует функция w(ζ, y) ∈ W(n)
k+4m+4, которая является

решением неоднородного уравнения ∆w = r2mU
(j)
k,n и имеет вид w(ζ, y) =

∂nz

∂kn
, где функция

z(ζ, y) — решение неоднородного уравнения, построенное в лемме 2 (п. 1).

2. Если q > 0 и k 6= −2(m + 1), то существует функция w(ζ, y) ∈ W(q+n)
k+4m+4, которая

является решением неоднородного уравнения ∆w = r2m lnq rU
(j)
k,n и имеет вид

w(ζ, y) = r2m+2
n
∑

s=0

P (s)
q (ln r)U

(j)
k,n−s(ζ, y),

где P
(s)
q (t) — полиномы от t степени q.

3. Если q > 0 и k = −2(m + 1), то существует функция w(ζ, y) ∈ W(q+n+1)
k+4m+4, которая

является решением неоднородного уравнения ∆w = r2m lnq rU
(j)
k,n и имеет вид

w(ζ, y) = r2m+2 ln r

n
∑

s=0

P̃ (s)
q (ln r)U

(j)
k,n−s(ζ, y),

где P̃
(s)
q (t) — полиномы от t степени q.

Решения w(ζ, y) неоднородных уравнений строятся в соответствии с определением (4.6)

функций U
(j)
k,n(ζ, y) при n > 0 как производные по параметру k от решений неоднородных

уравнений, построенных в лемме 2.

Теорема 3. Пусть m, k, q, n целые, m > 0, n > 0, q > 0, j = 1, 2. Существует функция

w(ζ, y) ∈ W(l(k,m))
k+4m+4, которая является решением краевой задачи

∆w = r2m lnq rU
(j)
k,n, 0 < θ < 2π; w(ζ,+0) = w(ζ,−0) = 0, ζ > 0.

Здесь l(k,m) = q + n при k 6= −2(m+ 1), l(k,m) = q + n+ 1 при k = −2(m+ 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы при различных комбинациях показателей m, k, q,
n вытекает из лемм 1–3. �
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5. Построение ФАР для внутренних разложений

Как уже было отмечено во введении, целью настоящей работы является построение фор-
мальных асимптотических решений внутренних краевых задач (3.2), (3.3) при
ξ2 + η2 → ∞, т. е. таких асимптотических рядов, частичные суммы которых с достаточно вы-
сокой степенью точности удовлетворяют уравнениям (3.2) и граничным условиям (3.3). Су-
ществование ФАР позволит построить “настоящие” решения задач (3.2), (3.3) и одновременно
с этим построить и решения задач (2.2), (2.4) таким образом, что асимптотические разло-
жения (2.1) и (3.1) будут согласованы в соответствующих областях. Для задач, аналогичных
рассматриваемой, такая процедура разработана в монографии [5].

Процедура построения ФАР в настоящей работе несколько отличается от аналогичных
процедур в рассматриваемых ранее задачах (см., например, [7; 8]) и была применена в ра-
боте [11]. Сначала с помощью доказанных в предыдущем разделе лемм строятся ФАР при
ζ2 + y2 → 0 задач (2.2), (2.4), а затем проводится стандартная процедура: берется ряд (2.1),
функции vk(ζ, y) заменяются на их ФАР при ζ2 + y2 → 0, получившееся представление пере-
писывается в переменных ξ, η, и в результате получаются ряды, которые являются ФАР задач
(3.2), (3.3) при ξ2+ η2 → ∞. Одновременно с этим станет понятным и выбор асимптотической
последовательности в разложении (3.1).

Перейдем к реализации этого плана. Прежде всего отметим, что ζ = ξε1/2, y = ηε1/2,
r = ρε1/2. Полярный угол θ в переменных ξ, η не меняется.

В предыдущем разделе рассматривались декартовы координаты (ζ, y) и были введены

множества W(q)
k , “порожденные” гармоническими функциями U

(j)
k,0(ζ, y). В этом разделе бу-

дут рассматриваться и другие декартовы координаты (ξ, η) и соответствующие множества,

“порожденные” гармоническими функциями U
(j)
k,0(ξ, η). Поэтому будем использовать обозна-

чения W(q)
k (ζ, y) или W(q)

k (ξ, η) в зависимости от того, какие координаты в данный момент
рассматриваются.

Отметим далее, что для любой функции z(ζ, y) ∈ W(n)
s (ζ, y) справедливо соотношение

z(ζ, y) = εs/4
n
∑

l=0

[

lnn−j εω(j)
s (ξ, η)

]

, где ω(j)
s (ξ, η) ∈ W(j)

s (ξ, η). (5.1)

В справедливости этого утверждения нетрудно убедиться, если учесть, что для функции

z(ζ, y) ∈ W(n)
s имеет место представление z(ζ, y) = rs/2

∑n
l=0 ln

n−i rΦi(θ).

Теорема 4. Существуют асимптотические ряды

Ykj =

∞
∑

m=0

ω
(n(k)−j)
k−m,m (ξ, η), ω

(n(k)−j)
k−m,m (ξ, η) ∈ W(n(k)−j)

k−m , n(k) =
[k

2

]

,

которые при ξ2 + η2 → ∞ являются ФАР задач (3.2), (3.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию v0(ζ, y). Она является решением первой
из задач (2.2), (2.4): L1v0 = f(0, y), v0(ζ,±0) = h±(0, 0). Будем строить ФАР задачи для
функции v0(ζ, y) при r → 0 в виде v0(ζ, y) = z0,0(ζ, y) + z1,0(ζ, y) + z2,0(ζ, y) + · · · .

Заменим в уравнении для функции v0(ζ, y) коэффициенты b(0, y), a(0, y) и правую часть
f(0, y) рядами Тейлора и определим функции zs,0(ζ, y) как решения задач

∆ζ,yz0,0 = 0, z0,0(ζ,+0) = h+(0, 0), z0,0(ζ,−0) = h−(0, 0), ∆ζ,yz1,0 = 0,

z1,0(ζ,±0) = 0, ∆ζ,yz2,0 = −b(0, 0)
∂z0,0
∂y

, z2,0(ζ,±0) = 0,
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∆ζ,yzj,0 = −
j

∑

i=1

yi

i!

[ ∂ib

∂yi
(0, 0)

∂zj−1−i,0

∂y
+

∂ia

∂yi
(0, 0)

]

+
yj−2

(j − 2)!

∂j−2f

∂yj−2
(0, 0), zj,0(ζ,±0) = 0.

Нетрудно проверить, что z0,0(ζ, y) = h+(0, 0)+
h−(0, 0) − h+(0, 0)

2π
θ или, что то же самое (см.

(4.1), (4.7)), z0,0(ζ, y) = h+(0, 0)U
(2)
00 (ζ, y)+δ(h)U

(1)
01 . Здесь обозначено δ(h) =

h−(0, 0) − h+(0, 0)

2π
.

Очевидно, что z0,0(ζ, y) ∈ W(0)
0 (ζ, y).

Положим далее z1,0(ζ, y) = U
(1)
10 (ζ, y) = r1/2 sin

θ

2
∈ W(0)

1 (ζ, y). Перейдем к функции z2,0(ζ, y).

Правая часть уравнения для определения этой функции имеет вид

F2(ζ, y) = −b(0, 0)
∂z0,0
∂y

= −b(0, 0)δ(h)
∂U

(1)
0,1

∂y
.

В соответствии с соотношением (4.3) перепишем правую часть в виде F2(ζ, y) =−b(0, 0)δ(h)×
U

(2)
−2,0(ζ, y) и обратимся к п. 3 леммы 2, где k = −2, m = 0, j = 2, q = 0. Согласно этой лемме

решение неоднородного уравнения ∆z = F2 имеет вид z1(ζ, y) = Aδ(h)r2 ln rU
(2)
−2,0(ζ, y), где

константа A 6= 0 и определяется соотношением из этой леммы.
Функция z1(ζ, y) не удовлетворяет нулевым граничным условиям на границах y = ±0:

z1(ζ,±0) = Aδ(h)ζ ln ζ. В соответствии с леммой 1 построим гармоническую функцию

z2(ζ, y) = −Aδ(h)U
(2)
2,1 (ζ, y) = −Aδ(h)r(ln r cos θ − θ sin θ).

Функцию z2,0(ζ, y) определим как сумму z2,0(ζ, y) = z1(ζ, y) + z2(ζ, y). Очевидно, что

z2,0(ζ, y) ∈ W(1)
2 (ζ, y).

Продолжая этот процесс далее, последовательно используя леммы 1–3, построим функции

zl,0(ζ, y) ∈ W(n(l))
l (ζ, y), где n(l) =

[ l

2

]

. Все функции zl,0(ζ, y) могут быть выписаны явно с

помощью соотношений из лемм.
Аналогичным образом строятся ФАР при r → 0 и для любой функции vk(ζ, y) при k > 0.

Можно проверить, что vk(ζ, y) =

∞
∑

l=0

zl,k(ζ, y), zl,k(ζ, y) ∈ W(n(l))
−k+l (ζ, y).

Отметим, что согласно соотношению (5.1) zl,k(ζ, y) = ε(−k+l)/4

n(l)
∑

j=0

lnn(l)−j εω
(j)
−k+l,k(ξ, η), где

ω
(j)
−k+l,k(ξ, η) ∈ W(j)

−k+l(ξ, η), n(l) =
[ l

2

]

.

В соответствии с методом согласования [5] для того, чтобы получить ФАР при ξ2+η2 → ∞
задач (3.2), (3.3), рассмотрим ряд V (ζ, y) (см. (2.1)), заменим в нем функции vj(ζ, y) их ФАР
при ζ2+y2 → 0 и перейдем в получившемся соотношении от переменных ζ, y к переменным ξ, η.
Воспользовавшись равенством (5.1) и представлением функции zl,k(ζ, y), получим

V (ζ, y, ε) =

∞
∑

k=0

εk/4vk(ζ, y) =

∞
∑

k=0

εk/4
∞
∑

l=0

zl,k(ζ, y)

=

∞
∑

k=0

εk/4
∞
∑

l=0

ε(−k+l)/4

n(k)
∑

j=0

(ln ε)n(k)−j
∞
∑

m=0

ω
(j)
k−m,m(ξ, η) =

∞
∑

k=0

εk/4
n(k)
∑

j=0

(ln ε)j
∞
∑

m=0

ω
n(k)−j
k−m,m(ξ, η),

где ω
n(k)−j
k−m,m(ξ, η) ∈ Wn(k)−j

k−m (ξ, η).

Обозначим Yk,j(ξ, η) =
∑

∞

m=0 ω
n(k)−j
k−m,m(ξ, η). По построению асимптотический ряд Yk,j(ξ, η)

является ФАР задачи (3.2), (3.3) для функции wk,j(ξ, η) при ξ2 + η2 → ∞. �
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