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Работа посвящена решению задач синтеза управлений для линейных и билинейных многошаговых
систем с неопределенностями и фазовыми ограничениями. Изучены два типа задач: когда управления
входят аддитивно и когда они входят в матрицу системы. Для обеих задач рассмотрены случаи как без
неопределенностей, так и с неопределенностями, включая аддитивные неопределенности и неопределен-
ности в коэффициентах системы (матричные неопределенности) c заданными параллелотопо-значными и
интервальными ограничениями соответственно. В работе продолжено развитие методов “полиэдрального”
синтеза управлений с использованием полиэдральных (параллелотопо-значных) трубок разрешимости. А
именно предложенная автором ранее техника для решения первой задачи развита на случай матричных
неопределенностей. Далее для обеих задач разработана единообразная схема решения, развивающая для
случая систем с фазовыми ограничениями другую предложенную ранее технику, позволяющую строить
стратегии управления по явным формулам. Дано описание полиэдральных трубок разрешимости в виде
систем нелинейных рекуррентных соотношений. Описаны стратегии управления, которые могут быть вы-
числены на основе этих трубок. Для первой задачи обе техники дают одинаковые полиэдральные трубки
разрешимости, но стратегии управления оказываются разными; найдена взаимосвязь между управлени-
ями обоих типов. Приведены результаты численного моделирования.
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We consider control synthesis problems for linear and bilinear discrete-time systems under uncertainties and
state constraints. Two types of problems are studied: when controls are additive and when they appear in the
system’s matrix. For both problems we consider cases without uncertainty and cases with uncertainty, including
additive parallelotope-bounded uncertainties and interval uncertainties in the matrix of the system. We continue
to develop the methods of “polyhedral” control synthesis with the use of polyhedral (parallelotope-valued)
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proposed earlier to the case of systems with state constraints. We describe polyhedral solvability tubes in the
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simulation results are presented.
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Введение

Работа посвящена решению задач терминального целевого управления по принципу обрат-
ной связи для линейных и билинейных многошаговых систем в условиях неопределенности.
Известны подходы к решению задач такого рода, основанные на построении трубок разреши-
мости [1–3]. Практическое построение трубок траекторий, особенно для систем с фазовыми
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ограничениями (ФО) [3; 4], может быть достаточно затруднительным. Поэтому разрабатыва-
лись различные численные методы, в том числе методы, основанные на аппроксимации мно-
жеств политопами [5;6] (здесь и ниже для примера даны только несколько ссылок из большого
числа работ; см. также приведенную в ссылках библиографию). Такие методы предназначе-
ны для получения наиболее точных аппроксимаций, но могут потребовать большого объема
вычислений, особенно для систем большой размерности. Другая группа методов основана на
оценивании множеств областями фиксированной формы (в частности, эллипсоидами [2;3;7;8],
параллелотопами [9], в том числе брусами (интервальными векторами) [10]). Основное пре-
имущество таких методов состоит в том, что они позволяют получать решения относительно
простыми средствами. В целях более точных аппроксимаций А.Б. Куржанским было предло-
жено использовать целые семейства таких простых оценок [2; 3; 9].

В настоящей работе продолжается развитие для многошаговых систем методов, относя-
щихся ко второй вышеупомянутой группе — методов “полиэдрального” синтеза управлений
с использованием полиэдральных (параллелотопо-значных) трубок разрешимости. Для ли-
нейных и билинейных многошаговых систем с неопределенностями и с ФО исследуются два
типа задач терминального целевого синтеза управлений: когда управления входят аддитивно
и когда они входят в матрицу системы. Для обеих задач рассматриваются случаи как без
неопределенностей, так и с таковыми, включая аддитивные неопределенности и неопределен-
ности в коэффициентах системы (иначе говоря, матричные неопределенности) c заданными
параллелотопо-значными и интервальными ограничениями соответственно. Напомним, что
в [11] был предложен “полиэдральный” синтез управлений для первой задачи, в том числе для
систем с ФО, но без неопределенностей в матрицах, а в [12;13] для систем без ФО была разра-
ботана другая полиэдральная техника решения обеих задач, позволяющая строить стратегии
управления по явным формулам. Настоящая работа посвящена дальнейшему развитию обе-
их техник: первой — для случая матричных неопределенностей, а второй — для систем с ФО.
Представлены нелинейные системы рекуррентных соотношений, описывающие полиэдральные
трубки разрешимости. Определены стратегии управления, которые могут быть вычислены на
основе этих трубок. Указана взаимосвязь между решениями первой задачи, доставляемыми
обеими вышеупомянутыми техниками. Приведены результаты численного моделирования.

В работе используются следующие обозначения: R
n и R

n×m — линейные пространства ве-
щественных n-векторов и n×m-матриц соответственно; ⊤ — знак транспонирования; (x, y) =
x⊤y — скалярное произведение для x, y ∈ R

n; ‖x‖2 = (x⊤x)1/2 и ‖x‖∞ = max1≤i≤n |xi| — раз-
ные нормы вектора x = (x1, . . . , xn)

⊤; ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)⊤ ∈ R
n — единичный орт вдоль

оси 0xi (единица стоит на i-м месте); e = (1, 1, . . . , 1)⊤ (для простоты обозначений используем
один и тот же символ e для векторов такого рода разной размерности); A = {aji} = {aj} — мат-

рица с элементами aji и со столбцами aj (верхним индексом нумеруются столбцы, нижним —
компоненты векторов); 0 — нулевая матрица (вектор) произвольной размерности; I — единич-
ная матрица; E — матрица, все элементы которой — единицы; AbsA — матрица абсолютных
величин элементов матрицы A = {aji} ∈ R

n×m: AbsA = {|aji |}; diag π, diag {πi} — диаго-
нальная матрица с компонентами πi вектора π на диагонали; detA — определитель матрицы
A; trA =

∑n
i=1 a

i
i — след матрицы A; ‖A‖ = max1≤i≤n

∑m
j=1 |a

j
i | — норма матрицы A∈Rn×m,

индуцированная нормой ‖x‖∞; A ∗B = {aji b
j
i} ∈ R

n×n — произведение n× n-матриц A = {aji}

и B = {bji} в смысле Адамара (поэлементное произведение); intX — совокупность внутренних
точек множества X ⊂ R

n; E(P ) — совокупность вершин параллелепипеда P ⊂ R
n; Pr[a,a](z) —

проекция числа z на отрезок [a, a] ⊂ R
1: равна a, z, a соответственно при z < a, a≤z≤a, z > a.

Кроме того, используем для краткости обозначения типа k = 1, . . . , n вместо k = 1, 2, . . . , n.

1. Постановка задач

Пусть состояние x ∈ R
n объекта описывается системой

x[k] = (A[k] + V [k] + U [k])x[k − 1] +B[k]u[k] + C[k]v[k], k = 1, . . . , N, x[N ] ∈ M, (1.1)
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где A[k] ∈ R
n×n, B[k] ∈ R

n×nu, C[k] ∈ R
n×nv — известные матричные функции; U [k] ∈ R

n×n и
u[k] ∈ R

nu — управления, удовлетворяющие одному из следующих ограничений (1.2) и (1.3):

U [k] ≡ 0, u[k] ∈ R[k] ⊂ R
nu , k = 1, . . . , N, (1.2)

U [k] ∈ U [k] = {U ∈ R
n×n|Abs (U − Ũ [k]) ≤ Û [k]}, u[k] ≡ 0 (1.3)

(т. е. считаем, что в системе может действовать только одно из управлений u[k] ∈ R
nu или

U [k] ∈ R
n×n). В системе присутствуют также неизвестные, но ограниченные возмущения:

v[k] ∈ R
nv и V [k] ∈ R

n×n (V [k] — неопределенности в коэффициентах или, другими словами,
матричные неопределенности), удовлетворяющие ограничениям

v[k] ∈ Q[k] ⊂ R
nv , k = 1, . . . , N, (1.4)

V [k] ∈ V[k] = {V ∈ R
n×n|Abs (V − Ṽ [k]) ≤ V̂ [k]}, k = 1, . . . , N. (1.5)

Функции v[·] и V [·], удовлетворяющие (1.4) и (1.5), будем называть допустимыми. Матричные
и векторные неравенства (≤, <,≥, >) здесь и ниже понимаются покомпонентно; Ũ , Û , Ṽ , V̂ и
R, Q — известные матричные и многозначные функции соответственно.

В дальнейшем при изучении системы будет удобно выделять следующие случаи:
(A) система без неопределенности, когда функции v и V ≡ 0 известны, т. е. Q̄ ≡ 0, Ṽ ≡ V̂ ≡ 0;
(B) система в условиях неопределенности, включая следующие возможности:
(B, i) имеется только аддитивная неопределенность (Ṽ ≡ V̂ ≡ 0);
(B, ii) имеется также матричная неопределенность (V̂ 6≡ 0).

Задано целевое терминальное множество M ⊂ R
n.

На траектории системы могут быть наложены ФО

x[k] ∈ Y[k] ⊂ R
n, k = 0, . . . , N − 1, (1.6)

где Y[k] — замкнутые выпуклые множества.
Будем предполагать, что множества M, R[k] и Q[k] являются параллелепипедами, а Y[k] —

полосами (при отсутствии ФО считаем Y[k] = R
n). Напомним соответствующие определения.

Параллелепипедом P(p, P , π) ⊂ R
n называем множество P = P(p, P , π) = {x| x =

p+
∑n

i=1 p
iπiξi, ‖ξ‖∞ ≤ 1}, где p ∈ R

n; P = {pij} = {pi} ∈ R
n×n — неособая матрица (detP 6= 0)

со столбцами pi единичной длины (‖pi‖2 = 1); π ∈ R
n, π ≥ 0. Условие нормировки ‖pi‖2 = 1

может быть опущено в целях упрощения формул. Можно сказать, что p — центр параллеле-
пипеда, P — матрица ориентации, pi — направления, πi — величины его “полуосей”. Называем
параллелепипед невырожденным, если π > 0.

Параллелотопом P[p, P̄ ] ⊂ R
n называем множество P = P[p, P̄ ] = {x| x = p+P̄ ζ, ‖ζ‖∞≤1},

где p ∈ R
n, P̄ = {p̄i} ∈ R

n×m, m ≤ n (p определяет центр параллелотопа, P̄ — форму).
Называем параллелотоп P невырожденным, если m = n и det P̄ 6= 0.

Полосой (или m-полосой) S = S(c, S, σ,m) ⊂ R
n называем пересечение m ≤ n гиперполос Σi:

S = S(c, S, σ,m) =
⋂m

i=1 Σ
i, Σi = Σ(cj , s

j , σj) = {x | |(x, si) − ci| ≤ σi} с линейно-независимыми
векторами si, ‖si‖2 = 1 (условие нормировки может быть опущено для упрощения формул).
Здесь c ∈ R

m; S = {si} ∈ R
n×m — матрица ранга m со столбцами si; σ ∈ R

m, σ ≥ 0.
Каждый параллелепипед P(p, P , π) — это параллелотоп P[p, P̄ ] с P̄ = P diag π; каждый

невырожденный параллелотоп — это параллелепипед с P = P̄ diag {‖p̄i‖−1
2 }, πi = ‖p̄i‖2 или,

иначе, с P = P̄ , π = e, где e = (1, 1, . . . , 1)⊤ ∈ R
n. Каждый параллелепипед является n-полосой;

при m = n полоса превращается в параллалепипед (формулы могут быть найдены в [14]).
Итак, везде ниже считаем выполненным следующее предположение.

Предположение 1. M — это невырожденный параллелепипед, R[k] и Q[k] — паралле-
лепипеды (удобно записывать их в виде параллелотопов), Y[k] — полосы (или Y[k] = R

n):

M = P(pf , Pf , πf) = P[pf , P̄f ], P̄f ∈ R
n×n, det P̄f 6= 0,

R[k] = P[r[k], R̄[k]], R̄[k] ∈ R
nu×nu, Q[k] = P[q[k], Q̄[k]], Q̄(t) ∈ R

nv×nv ,
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Y[k] =
⋂m

i=1Σ
i[k], Σi[k] = Σ(cj [k], s

j [k], σj [k]) = {x | |(x, si[k])− ci[k]| ≤ σi[k]},

все матрицы D[k] = A[k] + Ṽ [k] + Ũ [k] — невырожденные (detD[k] 6= 0).

Рассмотрим следующую задачу, подобную задачам, исследованным в [2; 15; 16].

З а д а ч а 1. Дана система (1.1), (1.2), (1.4)–(1.6). Для любого i, 0 ≤ i ≤ N − 1, найти
множество разрешимости W[i] и такую позиционную стратегию управления u = u[k, x],
u[k, x] ∈ R[k], чтобы всякое решение x[·] уравнения

x[k] = (A[k] + V [k])x[k − 1] +B[k]u[k, x[k − 1]] + C[k]v[k], k = i+ 1, . . . , N,

с начальным условием x[i] ∈ W[i] удовлетворяло включению x[N ] ∈ M и фазовым ограниче-
ниям (1.6), каковы бы ни были допустимые функции v[·] и V [·].

Многозначную функцию W[k], k = 0, . . . , N , называют трубкой разрешимости W[·].
Решение задачи 1 для случаев (A), (B,i) (т.е. без матричной неопределенности) известно

(см. [11], а также [15] для случая (A)) и может быть описано следующими соотношениями:

W[k − 1] = A[k]−1((W[k]−̇C[k]Q[k]) + (−B[k])R[k])∩Y[k − 1], k = N, . . . , 1, W[N ] = M,
(1.7)

u[k, x] ∈ U [k, x] = R[k] ∩ {u |B[k]u ∈ (W[k]−̇C[k]Q[k]) −A[k]x}, (1.8)

где u[k, x] — произвольная функция со значениями в U [k, x]. Здесь приведены рекуррентные
соотношения для W[·], включающие следующие операции с множествами: сумму Минковского
(X 1 + X 2 = {y | y = x1 + x2, xk ∈ X k}), разность Минковского (X 1−̇X 2 = {y | y + X 1 ⊆ X 2}),
афинное преобразование и пересечение множеств. Точное нахождение множеств W[k] по этим
формулам может быть достаточно затруднительно. Поэтому разрабатывались эллипсоидаль-
ные методы решения задачи 1 (см. [15] для случая (A) и [16] для случаев (A), (B,i) без ФО).

Разрабатывались также методы “полиэдрального” синтеза управлений [11; 12]. В [11] для
случаев (A), (B,i) были введены семейства внешних P+[·] и внутренних P−[·] параллелепипе-
дозначных и параллелотопозначных (короче, полиэдральных ) оценок для трубки W[·] из (1.7)
(P−[k] ⊆ W[k] ⊆ P+[k]) и предложены стратегии управления u[k, x], которые могут быть по-
строены путем решения систем линейных неравенств. Заметим, что если начальная точка x[0]
лежит вне по крайней мере одной из внешних оценок P+[0], то нет гарантии, что состояние си-
стемы может быть переведено на целевое множество M (с соблюдением фазовых ограничений)
при любых допустимых возмущениях. Если же x[0] принадлежит хотя бы одной из внутренних
оценок P−[0], то с использованием вышеупомянутой стратегии управления можно достичь M.
В [12] для случаев (A), (B,i), (B,ii) без фазовых ограничений была разработана другая поли-
эдральная техника синтеза управлений (входящих либо аддитивно, либо в матрицу системы),
позволяющая строить стратегии управления по явным формулам.

Статья посвящена решению нижеприведенных задач 2 и 3 двух типов: когда управления
входят аддитивно и когда они входят в матрицу системы; обе задачи касаются всех упомяну-
тых случаев неопределенностей (A)–(B,ii) и учитывают наличие фазовых ограничений.

З а д а ч а 2. Пусть U [k] ≡ 0. Для системы (1.1), (1.2), (1.4)–(1.6) найти такие полиэд-
ральную трубку P−[k] = P[p−[k], P̄−[k]], k = 0, 1, . . . , N , с терминальным условием P−[N ] =
M, удовлетворяющую условиям P−[k] ⊆ Y[k], k = 0, . . . , N −1, и соответствующую стратегию
управления u = u[k, x], удовлетворяющую ограничению u[k, x] ∈ R[k], k = 1, . . . , N , чтобы
каждое решение x[·] уравнения

x[k] = (A[k] + V [k])x[k − 1] +B[k]u[k, x[k − 1]] + C[k]v[k], k = 1, . . . , N, (1.9)

с x[0] = x0 ∈ P−[0] не выходило из трубки P−[·]: x[k] ∈ P−[k], k = 1, . . . , N , каковы бы ни были
допустимые реализации v[·] и V [·]. Более того, ввести семейство таких трубок P−[·].

Заметим, что трубки P−[·], дающие решения задачи 2, будут представлять собой внутрен-
ние оценки для трубки разрешимости в задаче 1 (P−[k] ⊆ W[k]).
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З а д а ч а 3. Пусть u[k] ≡ 0. Для системы (1.1), (1.3)–(1.6) найти такие полиэдраль-
ную трубку P−[k] = P[p−[k], P̄−[k]], k = 0, 1, . . . , N , с терминальным условием P−[N ] = M,
удовлетворяющую условиям P−[k] ⊆ Y[k], k = 0, . . . , N − 1, и соответствующую стратегию
управления U = U [k, x], удовлетворяющую ограничению U [k, x] ∈ U [k], k = 1, . . . , N , чтобы
каждое решение x[·] уравнения

x[k] = (A[k] + U [k, x[k − 1]] + V [k])x[k − 1] + C[k]v[k], k = 1, . . . , N, (1.10)

с x[0] = x0 ∈ P−[0] не выходило из трубки P−[·]: x[k] ∈ P−[k], k = 1, . . . , N , каковы бы ни были
допустимые реализации v[·] и V [·]. Ввести семейство таких трубок P−[·].

2. Вспомогательные результаты: элементарные полиэдральные оценки

Первый способ решения задачи 2 основан на использовании свойств операций с паралле-
лотопами (в частности, участвующих в (1.7), (1.8)) и построении элементарных оценок для
результатов таких операций. Называем P+ (P−) внешней (внутренней) оценкой для множе-
ства Q ⊂ R

n, если P+ ⊇ Q (P− ⊆ Q). Для удобства напомним вкратце некоторые результаты
относительно упомянутых элементарных оценок.

Результат афинного преобразования параллелотопа — это параллелотоп: AP[p, P̄ ] + a =
P[Ap + a,AP̄ ].

Внутренние параллелотопозначные оценки для суммы Минковского Q = P1 + P2 двух
параллелотопов Pk = P[pk, P̄ k], k = 1, 2, P̄ 1 ∈ R

n×n, P̄ 2 ∈ R
n×m, могут быть найдены [9] в

виде P
−
Γ (Q) = P[p1 + p2, P̄ 1 + P̄ 2Γ], где Γ ∈ Gm×n = {Γ = {γβα} ∈ R

m×n | ‖Γ‖ ≤ 1}, ‖Γ‖ =

max1≤i≤m
∑n

j=1 |γ
j
i |. Матричный параметр Γ определяет целое семейство оценок.

Разность Минковского Q = P1−̇P2 двух параллелотопов при условии det P̄ 1 6= 0 представ-
ляет собой либо параллелепипед, либо пустое множество [9]: если π∗ = e−Abs ((P̄ 1)−1P̄ 2) e ≥ 0,
то Q = P[p1 − p2, P̄ 1 diag π∗]; иначе Q = ∅. Напомним, что два вектора e в формуле для π∗

могут, вообще говоря, быть разных размерностей (точнее, n и m соответственно).
Если имеем дело с матричной неопределенностью, возникает еще одна операция, а именно

умножение интервальной матрицы A = {A ∈ R
n×n |Abs (A−Ã) ≤ Â} на множество X ⊂ R

n:
A◦X = {y ∈ R

n | y = Ax, A ∈ A, x ∈ X}. Известно, что множество A◦X может быть невыпукло
для выпуклого множества X (см., например, [17; 18]).

Результат умножения интервальной матрицы на одноточечное множество — это паралле-
лепипед вида A ◦ x = P(Ãx, I, Â(Absx)) = P[Ãx,diag (Â(Abs x))] [17].

Пусть Q — это ограниченный политоп с непустой внутренностью, образованный пересе-
чением Υ ≥ n + 1 полос: Q =

⋂Υ
j=1Σ

j , Σj = Σ(cj , s
j, σj) = {x| |(x, sj) − cj | ≤ σj}. В [14] был

предложен следующий простой способ построения внутренних для Q оценок P
−
v,V (Q) с про-

извольными фиксированными центром v ∈ intQ и матрицей ориентации V = {vj} ∈ R
n×n.

Пусть A = {aji} = {aj} ∈ R
n×Υ, b ∈ R

Υ и векторы ν0, ν∗ ∈ R определяются формулами

aji = |(vi, sj)|, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,Υ,

bj = min{σj + cj − (v, sj), σj − cj + (v, sj)}, j = 1, . . . ,Υ;

ν0i = (1/n) min{bj/a
j
i | j = 1, . . . ,Υ, aji 6= 0}, i = 1, . . . , n,

ν∗ = γ ν0, γ = min{bj/(a
j , ν0) | j = 1, . . . ,Υ, (aj , ν0) 6= 0}.

Тогда aj 6= 0, j = 1, . . . ,Υ, и A ≥ 0, b > 0, имеем ν0 > 0, ν∗ > 0, и параллелепипед P
−
v,V (Q) =

P(v, V, ν∗) является внутренней оценкой для Q: P−
v,V (Q) ⊆ Q [14].

Выше предполагалось, что точка v ∈ intQ известна. Для некоторых множеств найти такую
точку несложно [14]. В общем случае при фиксированной матрице V точку x∗ ∈ intQ можно
найти, в частности, путем решения некоторых оптимизационных задач [14], например x∗ ∈
Argmax {volP−

v,V (Q)| v ∈ Q} (для численного решения может быть использован симплексный
метод Нелдера — Мида).
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3. Решение задачи 2: способ I

Перейдем к решению задачи 2. Рассмотрим полиэдральные трубки P−[·], удовлетворяющие
следующим рекуррентным соотношениям:

P−[k] =

{

P0−[k] если P0−[k] ⊆ Y[k],

P
−
p−[k],P−[k]

(P0−[k] ∩ Y[k]) в противном случае,
k = N − 1, . . . , 0. (3.1)

Здесь трубка P0−[·] = P[p0−[·], P̄ 0−[·]] удовлетворяет соотношениям (в которых k = N, . . . , 1)

p0−[k − 1] = D[k]−1(p−[k]−B[k]r[k]− C[k]q[k]), D[k] = A[k] + Ṽ [k], (3.2)

P̄ 0−[k − 1] = D[k]−1(P̄−[k]diag (e− γ[k]− β[k])−B[k]R̄[k]Γ[k]), (3.3)

γ[k] = (Abs (P̄−[k]−1C[k]Q̄[k]))e, (3.4)

β[k] = max
z∈E(P0−[k−1])

(Abs (P̄−[k]−1))V̂ [k] Abs z, (3.5)

p−[N ] = pf , P̄−[N ] = P̄f , P−[N ] = P[p−[N ], P̄−[N ]] = M. (3.6)

Символом E(P ) обозначено множество всех вершин P (т.е. множество точек вида p+
∑m

i=1 p̄
iξi,

где ξi ∈ {−1, 1}); все Γ[k] ∈ Gnu×n. Таким образом, на каждом шаге k ∈ {N − 1, . . . , 0} сначала
находится параллелотоп P0−[k] в силу соотношений (3.2), (3.3), правые части которых заданы
явными формулами, за исключением векторов β[k]. Эти векторы β[k] удовлетворяют системам
нелинейных уравнений (3.5), которые могут быть записаны в следующем виде:

β[k] = H[k, β[k]],

H[k, β] = max
ξ∈E(C)

(Abs (P̄−[k]−1))V̂ [k] Abs (p0−[k − 1]

+D[k]−1((P̄−[k]diag (e− γ[k]) −B[k]R̄[k]Γ[k])ξ − P̄−[k]diag ξ · β),

(3.7)

где C = P(0, I, e). Затем вычисляются внутренние оценки для пересечения P0−[k] ∩ Y[k] па-
раллелотопа и полосы.

Варьируя матрицы Γ[k], P−[k] и векторы p−[k], получаем целое параметрическое семейство
трубок P−[·]. Далее будем называть Γ[·], P−[·], p−[·] допустимыми параметрами, если они
удовлетворяют условиям ‖Γ[k]‖ ≤ 1, k = N, . . . , 1; detP−[k] 6= 0 и p−[k] ∈ int (P0−[k] ∩ Y[k]),
k = N − 1, . . . , 0.

Пусть найдено решение этой системы (3.1)–(3.6), соответствующее некоторым фиксиро-
ванным параметрам Γ[·], P−[·] и p−[·]. Определим следующую стратегию управления (первого
типа), связанную с найденной полиэдральной трубкой P−[·]:

uI [k, x] ∈ U−[k, x] = R[k] ∩ {u |B[k]u ∈ P−[k]−̇C[k]Q[k]−̇(A[k] + V[k]) ◦ x}. (3.8)

Лемма 1. Если параллелотоп P−[k] невырожден и множество P−[k]−̇C[k]Q[k]−̇(A[k] +
V[k]) ◦ x оказывается непустым, то оно представляет собой параллелепипед

P−[k]−̇C[k]Q[k]−̇(A[k] + V[k]) ◦ x = Px[k]−D[k]x,

Px[k] = P[p−[k]− C[k]q[k], P̄−[k] · diag (e− γ[k]− (Abs (P̄−[k]−1))V̂ [k] Abs x)].
(3.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение следует из явной формулы (A[k] + V[k]) ◦ x =
P[(A[k] + Ṽ [k])x,diag (V̂ [k] · Absx)], двукратного использования формулы для разности Мин-
ковского для двух параллелотопов и формулы типа (Abs (Adiagα)) e =

∑n
j=1(Abs a

i)αj =

(AbsA)α, справедливой для любых A = {aj} ∈ R
n×n, α ∈ R

n, α ≥ 0. Порядок вы-
полнения операций “−̇” в (3.8) не важен ввиду известного правила [19, формула (3.1.14)]:
(X−̇Y)−̇Z = X−̇(Y + Z). �
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Теорема 1. Пусть для системы (1.1), (1.2), (1.4)–(1.6) выполнено предположение 1.
Пусть система соотношений (3.1)–(3.6), где Γ[·], P−[·], p−[·] — произвольные допустимые па-
раметры, определяет такие трубки P0−[·] и P−[·], что выполняются условия e−γ[k]−β[k] ≥
0, k = N, . . . , 1, и множества P0−[k] и P−[k] оказываются невырожденными параллелото-
пами при всех k = N − 1, . . . , 0. Тогда трубка P−[·] и стратегия управления uI [·, ·] из (3.8),
(3.9) дают частное решение задачи 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть найдены параллелотопы P−[k], k = N, . . . , 0, причем все
det P̄−[k] 6= 0. Выполнение фазовых ограничений P−[k] ⊆ Y[k] вытекает из (3.1) и фактов
из разд. 2. Ограничения uI [k, x] ∈ R[k] на управление следуют из (3.8). Остается проверить
для каждого k ∈ {1, . . . , N}, что если x[k − 1] = x ∈ P−[k − 1], то U−[k, x] 6= ∅ и с помощью
произвольного управления uI [k, x] ∈ U−[k, x] система переводится в состояние x[k] = (A[k] +
V [k])x+B[k]uI [k, x] +C[k]v[k] ∈ P−[k] независимо от v[k] ∈ Q[k] и V [k] ∈ V[k]. Это обеспечит,
в частности, выполнение терминального условия x[N ] ∈ P−[N ] = M.

Итак, пусть x ∈ P−[k − 1]. Из (3.1)–(3.5) следует, что x ∈ P−[k − 1] ⊆ P0−[k − 1] =
D[k]−1

P
−
Γ[k](P

a[k] + (−B[k])R[k]), где Pa[k] = P[p−[k] − C[k]q[k], P̄−[k]diag (e − γ[k] − β̃[k])],

β̃[k] = maxz∈P0−[k−1](Abs (P̄
−[k]−1))V̂ [k] Abs z. Здесь учтено, что ввиду свойств выпуклых

функций (см. [12, лемма 4]) справедливо равенство β[k] = β̃[k]. Сравнивая формулы для
Px[k] из (3.9) и Pa[k], получаем, с учетом включения x ∈ P0−[k − 1], что Pa[k] ⊆ Px[k].
Следовательно, x ∈ D[k]−1

P
−
Γ[k](P

x[k] + (−B[k])R[k]) ⊆ D[k]−1(Px[k] + (−B[k])R[k]), откуда

D[k]x ∈ Px[k]+(−B[k])R[k]. Значит, найдутся x̄ ∈ Px[k] и ū ∈ R[k] такие, что D[k]x = x̄−B[k]ū.
При этом B[k]ū = x̄ − D[k]x ∈ Px[k] − D[k]x. Ввиду формул (3.8), (3.9) это означает, что
ū ∈ U−[k, x]. Следовательно, доказано, что U−[k, x] 6= ∅ для x ∈ P−[k − 1].

Для такого x и произвольного uI [k, x] ∈ U−[k, x] получаем (A[k] + V [k])x + B[k]uI [k, x] +
C[k]v[k] ⊆ (A[k] + V[k]) ◦ x+ (P−[k]−̇C[k]Q[k]−̇(A[k] + V[k]) ◦ x) +C[k]Q[k] ⊆ P−[k] (здесь два
раза было использовано свойство операций Минковского (X 1−̇X 2) + X 2 ⊆ X 1 [19, с. 133]). �

З а м е ч а н и е 1. Для случаев (A), (B, i) уравнения (3.7) превращаются в явные фор-

мулы β[k] = 0. В случае (B, ii) при некоторых предположениях для численного решения (3.7)
может быть использован метод последовательных приближений (подробнее см. в [12, разд. 4]).

З а м е ч а н и е 2. Важный частный случай многошаговых систем — это системы, являю-

щиеся аппроксимациями аналогичных дифференциальных, например, полученные дискрети-
зацией по схеме Эйлера [9;12] (заметим, что при этом матрицы D[k] оказываются неособыми,
если шаг дискретизации hN достаточно мал). Для систем такого типа может быть полезно
обратиться к эвристическим способам построения матриц Γ[k] по формулам, использующим
значения матрицы −P̄−[k]−1B[k]R̄[k] аналогично [12, замечание 7], [9, с. 300], а для нахожде-
ния β[k] в случае (B, ii) естественно задействовать метод последовательных приближений, так
как оператор H[k, β] оказывается сжимающим при достаточно малых hN (см. [12, разд. 4]).

З а м е ч а н и е 3. Для определения uI [k, x] достаточно найти некоторую точку в множе-

стве U−[k, x], которое, как видно из (3.8), (3.9), представимо в виде пересечения нескольких
гиперполос:

⋂Υ
i=1 Σ

i, Υ = nu + n. Для этого можно воспользоваться итерационными процесса-
ми фейеровского типа, где применяется проектирование на гиперполосы, например, процессом
[20, с. 194–196]2 uj+1 = (1 − λ)T (uj) + λuj , j = 0, 1, . . ., где T (u) = Υ−1

∑Υ
i=1 ϕi(u), λ = 1/2;

2Этот процесс принадлежит к группе фейеровских процессов, которые сходятся при любом началь-
ном приближении и которые можно применять для нахождения квазирешений несовместных систем
линейных неравенств. Заметим, что если полученное при окончании процесса u∗ /∈ R[k] = P [r[k], R̄[k]],
т. е. λ∗ < 1, где λ∗ = min1≤i≤nu

|(ei)⊤R̄[k]−1(u∗−r[k])|−1, то для удовлетворения ограничения (1.2) есте-
ственно “подправить” u∗ до u∗∗ ∈ R[k] (например, сдвинув u∗ в направлении к центру R[k], полагая
u∗∗ = r[k] + λ∗(u∗ − r[k])). Для упомянутых в замечании 2 систем в качестве начального приближе-
ния u0 на шаге k > 1 естественно использовать управление, найденное на предыдущем шаге k − 1. В
качестве начального приближения u0 при k = 1 можно брать, например, центр параллелепипеда R[1].
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проекции ϕi(u) точки u на гиперполосы Σi определяются следующими явными формулами,
вытекающими из [20, с. 78]: ϕi(u) = u−‖si‖−2

2 siφi(u); φi(u) = u⊤si−ci−σi, если u⊤si−ci−σi>0;
φi(u) = u⊤si − ci + σi, если u⊤si − ci + σi<0; φi(u) = 0 в остальных случаях.

4. Решение задачи 2: способ II

Рассмотрим семейство трубок P−[·], удовлетворяющих той же системе рекуррентных со-
отношений, но определим другую стратегию управления3 (стратегию второго типа):

uII [k, x] = r[k]+R̄[k]λ[k, x]ξ[k, x], ξ[k, x] = Γ[k]P̄ 0−[k−1]−1(x−p0−[k−1]), k = 1, . . . , N, (4.1)

где λ[k, x] — это либо скалярные множители вида

λ[k, x] = λ(1)[k, x] = min{1, (‖ξ[k, x]‖∞)−1}, k = 1, . . . , N, (4.2)

либо диагональные матрицы вида

λ[k, x] = diag λ(2)[k, x], λ
(2)
i [k, x] = min{1, |ξi[k, x]|

−1}, i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , N. (4.3)

Теорема 2. Пусть для системы (1.1), (1.2), (1.4)–(1.6) выполнено предположение 1.
Пусть система соотношений (3.1)–(3.6), где Γ[·], P−[·], p−[·] — произвольные допустимые па-
раметры, определяет такие трубки P0−[·] и P−[·], что выполняются условия e−γ[k]−β[k] ≥
0, k = N, . . . , 1, и множества P0−[k] и P−[k] оказываются невырожденными параллелото-
пами при всех k = N − 1, . . . , 0. Тогда трубка P−[·] вместе с каждой из стратегий управле-
ния uII [·, ·] из (4.1),(4.2) и (4.1),(4.3) дают частное решение задачи 2, причем для начальных
точек x[0] = x0 ∈ P−[0] обе стратегии оказываются одинаковыми, определяемыми формула-
ми

uII [k, x] = r[k] + R̄[k]ξ[k, x], ξ[k, x] = Γ[k]P̄ 0−[k − 1]−1(x− p0−[k − 1]), k = 1, . . . , N. (4.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Несложно видеть, что управления uII [k, x], определяемые фор-
мулами (4.1), (4.2) и (4.1), (4.3), удовлетворяют ограничениям uII [k, x] ∈ R[k] при любых
x ∈ R

n, k = 1, . . . , N , поскольку формулы (4.2) и (4.3) обеспечивают ‖λ[k, x]ξ[k, x]‖∞ ≤ 1.
Пусть найдены параллелотопы P−[k], k = N, . . . , 0, причем все det P̄−[k] 6= 0. Рассмотрим

решение x[·] системы (1.9), соответствующее x[0] = x0 ∈ P−[0] (где x0 = p−[0] + P̄−[0]ζ0,
‖ζ0‖∞ ≤ 1), стратегии управления u = uII [k, x] из (4.1) и произвольным допустимым v[·] и V [·]
(т. е. v[k] = q[k] + Q̄[k]χ[k], ‖χ[k]‖∞ ≤ 1; Abs (V [k] − Ṽ [k]) ≤ V̂ [k] при всех k). Представим
векторы x[k] в виде

x[k] = p−[k] + P̄−[k]ζ[k] = p0−[k] + P̄ 0−[k]ζ0[k], k = 0, . . . , N. (4.5)

Докажем по индукции, что если x = x[k − 1] ∈ P−[k − 1], то ‖ζ[k]‖∞ ≤ 1, т.е. x[k] ∈ P−[k].
Прежде всего заметим, что при x ∈ P−[k − 1] обе пары формул (4.1), (4.2) и (4.1), (4.3)

превращаются в (4.4), поскольку для такого x имеем x ∈ P−[k − 1] ⊆ P0−[k − 1], т.е.

x = p0−[k − 1] + P̄ 0−[k − 1]ζ0[k − 1], ‖ζ0[k − 1]‖∞ ≤ 1, (4.6)

и следовательно ‖ξ[k, x]‖∞ = ‖Γ[k]ζ0[k − 1]‖∞ ≤ ‖Γ[k]‖ · ‖ζ0[k − 1]‖∞ ≤ 1 · 1 ≤ 1.
Теперь из (4.5) с учетом (1.9), (4.6), (3.2), (4.4) получаем следующие соотношения для ζ[·]:

ζ[k] = P̄−[k]−1(x[k]− p−[k]) = P̄−[k]−1(D[k](p0−[k−1] + P̄ 0−[k − 1]ζ0[k − 1])

+ ∆V [k]x+B[k]uII [k, x] + C[k](q[k] + Q̄[k]χ[k])− p−[k])

= P̄−[k]−1(D[k]P̄ 0−[k − 1]ζ0[k − 1] + ∆V [k]x+B[k]R̄[k]Γ[k]ζ0[k − 1] + C[k]Q̄[k]χ[k]),

3Индекс k у uII [k, x] указывает, что uII [k, x] применяется в системе (1.9) на k-м шаге. Из формул
(4.1) видно, что uII [k, x] определяется множествомR[k] и параметром Γ[k] в момент k и параллелотопом
P0−[k − 1] в момент k − 1. Зависимость uII от k − 1 не указываем для упрощения обозначений.
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где ∆V [k] = V [k]− Ṽ [k], Abs∆V [k]≤V̂ [k], ‖χ[k]‖∞≤1. Подставляя выражение для D[k]P̄ 0−[k−
1], вытекающее из (3.3), и обозначая c[k, x] = P̄−[k]−1(∆V [k]x+ C[k]Q̄[k]χ[k]), выводим

ζ[k] = diag (e− γ[k]− β[k]) ζ0[k − 1] + c[k, x]. (4.7)

При x ∈ P−[k − 1] ⊆ P0−[k − 1] справедливы следующие оценки для c[k, x]:

Abs c[k, x] ≤ Abs (P̄−[k]−1) V̂ [k] max
z∈P−[k−1]

Abs z + (Abs (P̄−[k]−1C[k]Q̄[k])) e

≤ Abs (P̄−[k]−1) V̂ [k] max
z∈P0−[k−1]

Abs z + γ[k] = β[k] + γ[k]

(здесь была использована [12, лемма 4]). Поэтому если e− γ[k]− β[k] ≥ 0, то

|ζi[k]| ≤ |1−γi[k]−βi[k]|·|ζ
0
i [k−1]|+ |ci[k, x]| ≤ (1−γi[k]−βi[k])·1+βi[k]+γi[k] ≤ 1, i = 1, . . . , n,

и желаемые неравенства ‖ζ[k]‖∞ ≤ 1 действительно имеют место для всех k = 1, . . . , N . �

Следствие 1. В условиях теоремы 2 для случаев (A) и (B, i) (без матричной неопре-
деленности) действие стратегии управления второго типа uII [k, x] при применении ее к
x ∈ P−[k − 1] совпадает с действием одной из стратегий первого типа uI [k, x] из (3.8), (3.9).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно убедиться, что B[k]uII [k, x] ∈ Px[k] − D[k]x, где
параллелепипед Px[k] определен в (3.9), т. е., что найдется ξ[k− 1] с ‖ξ[k− 1]‖∞ ≤ 1 такое, что

B[k]uII [k, x] = p−[k]− C[k]q[k]−D[k]x+ P̄−[k]diag (e− γ[k]) ξ[k − 1]. (4.8)

С учетом (4.6) левая часть из (4.8) в силу (4.4) принимает вид B[k]uII [k, x] = B[k]r[k] +
B[k]R̄[k]Γ[k]ζ0[k− 1], а правая часть из (4.8) с использованием формул (3.2), (3.3) приводится
к виду B[k]r[k] +B[k]R̄[k]Γ[k]ζ0[k− 1] + P̄−[k]diag (e− γ[k])(−ζ0[k− 1] + ξ[k− 1]). Поэтому для
обеспечения равенства в (4.8) достаточно положить ξ[k − 1] = ζ0[k − 1]. �

Привлекательным свойством стратегий управления (4.1) является их явный вид.

5. Решение задачи 3

Для решения задачи 3 рассмотрим следующую систему нелинейных рекуррентных соот-
ношений для параллелотопов P−[k] = P[p−[k], P̄−[k]]4:

P−[k] =

{

P0−[k], если P0−[k] ⊆ Y[k],

P
−
p−[k],P−[k]

(P0−[k] ∩ Y[k]) в противном случае,
k = N − 1, . . . , 0, (5.1)

где P0−[·] = P[p0−[·], P̄ 0−[·]] удовлетворяют соотношениям (в которых k = N, . . . , 1)

p0−[k − 1] = D[k]−1(p−[k]− C[k]q[k]), D[k] = A[k] + Ũ [k] + Ṽ [k], (5.2)

P̄ 0−[k − 1] = H[k, P̄ 0−[k − 1]], k = N, . . . , 1, (5.3)

H[k, P ] = (D[k]− Φ[k, P ])−1P̄−[k] diag (e− β[k, P ]− γ[k]),

Φ[k, P ] = Φ[k, P ; Ω[k], L[k]] = (Û [k] ∗Ω[k]) diag η[k, P ] Π(L[k])⊤diag κ(P ),

η[k, P ] = max{0,Abs p0−[k − 1]− (AbsP )e},

β[k, P ] = max{Abs (P̄−[k]−1) V̂ [k] Abs (p0−[k − 1] + Pξ) | ξ ∈ E(C)},

γ[k] = (Abs (P̄−[k]−1C[k]Q̄[k]))e,

κi(P ) = (ei
⊤
(AbsP ) e)−1, i = 1, . . . , n,

(5.4)

4Заметим, что при отсутствии фазовых ограничений и C[k] ≡ I соотношения (5.1)–(5.5) сводятся
к [12, формулы (5.1)–(5.3)], где необходимо исправить опечатку, связанную с тем, что в формуле для
Φ[k, P ] был пропущен символ транспонирования у матрицы Π.
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p−[N ] = pf , P̄−[N ] = P̄f , P−[N ] = P[p−[N ], P̄−[N ]] = M. (5.5)

Здесь символом ∗ обозначена операция поэлементного произведения матриц, символом Π(L) —
матрица, определяемая перестановкой L = {l1, . . . , ln} чисел {1, . . . , n} и получаемая соответ-
ствующей перестановкой столбцов единичной матрицы: Π(L) = {elj}; L[k] — произвольные
перестановки; Ω[k] ∈ R

n×n — произвольные матрицы, удовлетворяющие условиям

Ω[k] ∈ O, k = 1, . . . , N, O = {Ω = {ωj
i } ∈ R

n×n | |ωj
i | ≤ 1, i, j = 1, . . . , n}.

Обозначим через L и O множества всех таких функций L[·] и Ω[·] соответственно. Таким
образом, опять имеем параметрическое семейство полиэдральных трубок, где параметрами
являются матричная функция Ω[·] ∈ O, вектор-функция L[·] ∈ L, а также матричная функция
P−[·] и вектор-функция p−[·], которые фигурируют в формулах (5.1) для внутренних оценок
пересечений параллелотопов с полосами (стесненные такими же условиями, как и в разд. 3
и 4 для решений задачи 2). Будем называть вышеупомянутые параметры допустимыми.

Рассмотрим стратегию управления U = {uji}, связанную с трубками P−[·] и P0−[·] из
(5.1)–(5.5) и определяемую следующими формулами (где i, j = 1, . . . , n):

uji [k, x] = ũji [k] +















Pr
[−ûj

i
[k],ûj

i
[k]]

(

−(xlj − p0−lj [k − 1])(xj)
−1ei

⊤
Φ[k, P̄ 0−[k − 1]]elj

)

,

если xj 6= 0,

0 в противном случае.

(5.6)

Лемма 2. Если det P̄ 0−[k− 1] 6= 0, то стратегия управления U [k, x] вида (5.6) на шаге k
определена и удовлетворяет условиям U [k, x] ∈ U [k] при любом x ∈ R

n. При этом для x ∈
P−[k − 1] ⊆ P0−[k − 1] формулы (5.6) превращаются в

uji [k, x] = ũji [k] +

{

−(xlj − p0−lj [k − 1])(xj)
−1ei

⊤
Φ[k, P̄ 0−[k − 1]]elj , если xj 6= 0,

0 в противном случае
(5.7)

и стратегия управления действует по правилу

U [k, x]x = Ũ [k]x− Φ[k, P̄ 0−[k − 1]](x − p0−[k − 1]). (5.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если матрица P̄ 0−[k − 1] неособая, то она не может иметь ну-
левых строк и, значит, (ei)⊤(Abs P̄ 0−[k − 1]) e 6= 0, т.е. все элементы матрицы Φ определены.
С учетом свойств метрической проекции имеем U [k, x] ∈ U [k] при любом x ∈ R

n.

Выпишем выражения для элементов ϕ
lj
i матрицы Φ = {ϕj}, фигурирующих в (5.6). В силу

соотношений elj = Π(L)ej и ортогональности матриц Π(L) получаем Π(L)⊤elj = ej и, значит,

ϕ
lj
i = ei

⊤
Φelj = ei

⊤
(Û ∗ Ω)diag ηΠ⊤eljκlj = ei

⊤
(Û ∗ Ω)ejηjκlj = ûjiω

j
i ηjκlj (5.9)

(здесь и в ряде мест ниже для сокращения опущены аргументы у функций).
При x ∈ P−[k − 1] ⊆ P0−[k − 1] имеем (4.6) и аналогично [12, доказательство теоремы 2]

можно проверить, что uji [k, x], вычисленные по формулам (5.7), (5.9), удовлетворяют неравен-

ствам |uji − ũji | ≤ ûji и, значит, формулы (5.6) превращаются в (5.7).
Для доказательства (5.8) при условии x ∈ P−[k − 1] ⊆ P0−[k − 1] достаточно убедить-

ся, что если xj = 0, то ϕlj = 0, поскольку тогда с учетом (5.7) получится (U − Ũ)x =
−
∑

j: xj 6=0(xlj−p0−lj )(xj)
−1ϕljxj−

∑

j: xj=0 ϕ
lj (xlj−p0−lj ) = −

∑n
l=1 ϕ

l(xl−p0−l ). Равенства ϕlj = 0

при xj = 0 могут быть доказаны с учетом (5.9) аналогично [12, доказательство леммы 3]. �

Теорема 3. Пусть для системы (1.1), (1.3), (1.4)–(1.6) выполнено предположение 1.
Пусть система соотношений (5.1)–(5.5), где Ω[·], L[·], P−[·], p−[·] — произвольные допу-
стимые параметры, определяет такие трубки P0−[·] и P−[·], что выполняются усло-
вия e − γ[k] − β[k] > 0, k = N, . . . , 1, и множества P0−[k] и P−[k] оказываются невы-
рожденными параллелотопами при всех k = N − 1, . . . , 0. Тогда трубка P−[·] и страте-
гия управления U [·, ·] из (5.6) дают частное решение задачи 3, причем для начальных то-
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чек x[0] = x0 ∈ P−[0] получается, что действие стратегии управления определяется форму-
лами (5.7), (5.8).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Включения P−[k] ⊆ Y[k] вытекают из (5.1). Следуя схеме дока-
зательства теоремы 2 и используя аналогичные обозначения, приведем выкладки для решения
x[·] системы (1.10), соответствующего x[0] = x0 ∈ P−[0], стратегии управления U = U [k, x]
из (5.6) и произвольным допустимым v[·] и V [·]. Опять представим векторы x[k] в виде (4.5).
Пусть x = x[k − 1] ∈ P−[k − 1] ⊆ P0−[k − 1]. Тогда из (4.5), (1.10), (4.6) и (1.4) имеем

ζ[k] = P̄−[k]−1(x[k]− p−[k]) = P̄−[k]−1((D[k] + U [k, x]− Ũ [k] + ∆V [k])x+ C[k]v[k] − p−[k])

= P̄−[k]−1(D[k](p0−[k − 1] + P̄ 0−[k − 1]ζ0[k − 1]) + (U [k, x] − Ũ [k])x

+∆V [k]x+ C[k](q[k] + Q̄[k]χ[k]) − p−[k]).

Учитывая равенство D[k]p0−[k − 1] + C[k]q[k]− p−[k] = 0, вытекающее из (5.2), получаем

ζ[k] = P̄−[k]−1(D[k]P̄ 0−[k − 1]ζ0[k − 1] + (U [k, x]− Ũ [k])x) + c[k, x], (5.10)

где c[k, x] — такое же, как и в доказательстве теоремы 2. Используя (5.8) из леммы 2, форму-
лу (4.6) и вытекающее из (5.3) равенство (D[k] − Φ[k, P̄ 0−[k − 1]])P̄ 0−[k − 1] = P̄−[k] diag (e −
β[k, P̄ 0−[k − 1]]− γ[k]), выводим из (5.10) формулу для ζ[k], аналогичную (4.7):

ζ[k] = P̄−[k]−1(D[k]P̄ 0−[k − 1]ζ0[k − 1]− Φ[k, P̄ 0−[k − 1]](x− p0−[k − 1])) + c[k, x]

= P̄−[k]−1(D[k]− Φ[k, P̄ 0−[k − 1]]) P̄ 0−[k − 1]ζ0[k − 1] + c[k, x]

= diag (e− β[k, P̄ 0−[k − 1]]− γ[k]) ζ0[k − 1] + c[k, x].

Как и в конце доказательства теоремы 2, приходим к желаемому неравенству ‖ζ[k]‖∞ ≤ 1. �

В [13] для решения задачи 3 без ФО был предложен метод с использованием однопарамет-
рического семейства полиэдральных трубок, где параметром служит произвольная функция
J [·] ∈ L. Следующее следствие из теоремы 3 (где аналогом J служит L∗) обеспечивает развитие
вышеупомянутого метода на случай систем с фазовыми ограничениями, а также показывает,
что теорема 3 дает, вообще говоря, более богатое семейство трубок P−[·].

Следствие 2. Если в теореме 3 взять перестановки L∗[k] = {l∗1[k], . . . , l
∗
n[k]} таким об-

разом, что Π(L∗[k]) = Π(L[k])⊤, и положить Ω[k] = Π(L∗[k])⊤, то получится семейство
трубок, зависящих от трех параметров: L∗[·] ∈ L, P−[·] и p−[·]. При этом матрицы Φ
из (5.4) превращаются в диагональные вида

Φ[k, P ] = diagα[k, P ], αi[k, P ] = αi[k, P ;L∗[k]] = û
l∗i
i [k] ηl∗i [k, P ]κi(P ), i = 1, . . . , n, (5.11)

а закон управления (5.6) формулируется как

ei
⊤
(U [k, x] − Ũ [k]) =











Pr
[−û

l∗
i
i [k],û

l∗
i
i [k]]

(

−αi[k, P̄
0−[k − 1]](xi − p0−i [k − 1])(xl∗i )

−1
)

(el
∗

i )⊤,

если xl∗i 6= 0,

0 в противном случае.
(5.12)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Несложно заметить, что при Ω = Π(L∗)⊤ строки матрицы Û ∗Ω

могут быть записаны в виде û
l∗i
i (e

l∗i )⊤. Поэтому аналогично (5.9) получаем ϕj
i = ei

⊤
Φej =

ei
⊤
(Û ∗ Π(L∗)⊤) diag ηΠ(L∗) ejκj = û

l∗i
i (e

l∗i )⊤el
∗

j ηl∗jκj = û
l∗i
i δ

l∗j
l∗i
ηl∗jκj , где использованы симво-

лы Кронекера δji . Следовательно, ϕj
i = û

l∗i
i ηl∗i κi при i = j, и ϕj

i = 0 при i 6= j, т.е. име-

ем (5.11). Подобно этому из (5.9) можно получить ϕ
lj
i = ei

⊤
(Û∗Π(L)) diag ηΠ(L)⊤eljκlj =
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ei
⊤
{ûjlje

lj} ejηjκlj = ûjlje
i⊤elj ηjκlj = ûjljδ

lj
i ηjκlj , где ненулевые правые части могут появиться

только при таких i и j, что lj = i. Учитывая это, а также что равенство lj = i, как несложно
видеть из определения перестановки L∗ (Π(L[k]) = Π(L∗[k])⊤), эквивалентно равенству j = l∗i ,
приходим к (5.12). �

З а м е ч а н и е 4. Для нахождения матриц P̄ 0−[k] нужно решать системы нелинейных

уравнений P = H[k, P ] вида (5.3), (5.4). Справедливы замечания, подобные замечанию 1 и
[12, замечание 8], касающиеся ситуации со сжимающими операторами H[k, P ].

З а м е ч а н и е 5. Для многошаговых систем, полученных дискретизацией по схеме Эй-

лера [9; 12], могут быть полезны следующие эвристические рекомендации для выбора пара-
метров Ω[k]. Используя соображения “локальной оптимизации” объема сечений трубки P0−[·],
аналогичные [9], будем искать Ω[k] из условия максимума tr Φ[k, P̄ 0−[k]], где Φ вычисляется
по формулам (5.4). Введем перестановку L∗[k] такую, что Π(L∗[k]) = Π(L[k])⊤. Тогда, как

несложно видеть, tr Φ =
∑n

i=1 ω
l∗i
i û

l∗i
i ηl∗i κi ≤

∑n
i=1 αi, где α вычисляется по формулам (5.11).

Очевидно, что максимум tr Φ по Ω ∈ O при фиксированном значении L∗ достигается на мат-

рицах, удовлетворяющих ω
l∗i
i = 1, i = 1, . . . , n, и в частности при Ω = E, где E — матрица, все

элементы которой — единицы: (ei)⊤Eej = 1, i, j = 1, . . . , n, и при Ω = Π(L∗)⊤.

З а м е ч а н и е 6. Упомянем некоторые эвристические способы выбора параметров Ω и L:

(1) “Вручную” задать некоторые (например, постоянные) допустимые функции Ω и L.

(2) Задать функцию L и взять Ω ≡ Π(L).

(3) Задать функцию Ω (например, положить Ω ≡ E) и найти значения L[k] при каждом k,
решая оптимизационные задачи (конечного перебора) типа f(L,Ω) → maxL. Здесь в качестве f
можно взять либо (a) f = f∗, где f∗ = volP0−[k − 1], либо, в условиях замечания 5, (b) f = f∗∗,
где f∗∗ = tr Φ̃[k, P̄−[k]], а Φ̃[k, P̄−[k]] вычисляется по формулам (5.4) для Φ[k, P̄−[k]] с заменой
η на η̃[k, P̄−[k]] = max{0,Abs p−[k]− (Abs P̄−[k])e}.

(4) Считать Ω = Ω(L) = Π(L) и находить L (а значит и Ω) как решение задач типа
f(L,Ω(L)) → maxL, аналогичных вышеупомянутым в вариантах (3)(a) и (3)(b).

З а м е ч а н и е 7. При неудачном выборе допустимых параметров в формулах из тео-

рем 1–3 не исключен случай, когда в некоторый момент k может получиться пустое множе-
ство P−[k] и не сможем построить решение задачи с использованием этих параметров. Также
следует иметь в виду, что использование предлагаемых в теореме 3 управлений исчерпывает,
вообще говоря, не все потенциальные возможности управления в системе (1.1), (1.3)–(1.6).

6. Примеры

П р и м е р 1. Проиллюстрируем решение задачи 2, возникающей при рассмотрении дис-
кретного аналога задачи о синтезе управления, успокаивающего колебания подвешенной цепи
из двух нагруженных пружин. За основу примем пример 4.5 из [3, с. 175]), полагая n = 4,

A ≡ I + hN

[

0 I
−M−1K 0

]

, K =

[

k1 + k2 −k2
−k2 k2

]

, M = diag {mi}, m1 = m2 = 2, k1 = 1.3, k2 = 2,

B ≡ hNm−1
2 e4, C ≡ 0, Ṽ ≡ 0, V̂ ≡ 0, R ≡ P(0, I, 1), M = P(0, I, 0.1 e), hN = θ/N , θ = 7,

N = 350. Рассмотрим два случая, а именно случай (А) без неопределенности и без ФО и слу-
чай (B,ii;ФО) с ФО |x2| ≤ 1.8 и матричной неопределенностью с v̂13 = hN m−1

1 k̂1, порождаемой

условием |k1 − 1.3| ≤ k̂1 = 0.05; при моделирования полагаем V [·] ≡ Ṽ [·] + V̂ [·]. Рассмот-

рим три начальных точки: x
(1)
0 = −(1.4944, 1.9014, 0.2686, 1.2829)⊤ (такая же, как в [3, с. 175;

рис. 4.37])), x
(2)
0 = −(1.3633, 1.7546, 0.0319, 0.6246)⊤ и x

(3)
0 = (1.2481, 1.5478, 0.0610, 0.5843)⊤ .

Результаты моделирования показаны на рис. 1. В верхней части, соответствующей слу-
чаю (А), представлены проекции на три координатные плоскости сечений P−[0] нескольких
трубок P−[·] из теорем 2 и 1 и траекторий, отвечающих двум типам управления (пунктирные
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Рис. 1. Полиэдральный синтез в примере 1: верхние рисунки — случай (А), нижние — случай (B,ii;ФО)

линии для uI и сплошные — для uII). При построении трубок использованы следующие значе-
ния параметров: Γ[k] найдены по формулам, аналогичным [9, с. 300]; параметры P−[k] и p−[k],
как и ниже в примере 2, берутся в виде P−[k] = P 0−[k], k = N − 1, . . . , 0; p−[k] — как указа-
но в конце разд. 2. Нижняя часть рис. 1 подобна верхней, но относится к случаю (B,ii;ФО);
здесь приведены проекции P−[0] для трубки, у которой Γ[k] найдены с использованием со-
ображений “локальной” оптимизации объема. Множество M и ФО показаны пунктирными и
штрихпунктирными линиями соответственно.

Для случая (А) каждая из точек x
(i)
0 принадлежат одному из найденных множеств P−[0],

полученные отклонения от M составляют порядка 10−8 и 10−13 для uI и uII соответствен-

но; траектории, отвечающие x
(1)
0 , практически не различаются (порядок разности — 10−2) и

подобны траектории из [3, рис. 4.37]. Для случая (B,ii;ФО) расстояния от x
(i)
0 , i = 1, 2, 3, до

P−[0] составили 0.8469, 0.2464, 0, а “промахи” от M получились равными 1.3013, 0.9845, 0.0000

и 0.4662, 0.0000, 0.0000 для uI и uII соответственно. Для обеих траекторий, выходящих из x
(3)
0 ,

ФО не нарушаются. Для точек x
(i)
0 /∈ P−[0], i = 1, 2, действие управления uI оказалось хуже,

чем для uII , и по “промаху” от M, и в смысле нарушения ФО.

П р и м е р 2. Рассматривается задача 3 при n = 2, A ≡ I, C ≡ hN (0, 1)⊤, hN = θ/N ,

θ = 0.25, N = 200, Ũ ≡ hN

[

2 2
2 2

]

, Û ≡ hN

[

1.5 1.5
1.5 1.5

]

, Ṽ ≡ 0, V̂ ≡ 0 или V̂ ≡ hN

[

0 0
0 0.1

]

,

Q ≡ P(0, I, 0) или Q ≡ P(0, I, 0.1), M = P(e, I, 0.1 e) для четырех начальных точек x
(1)
0 =

(0.12, 0.62)⊤ , x
(2)
0 = (0.2, 0.4)⊤, x

(3)
0 = (0.1, 0.5)⊤, x

(4)
0 = (0.6, 0.4)⊤ . На рис. 2 представлены

результаты моделирования для случая (А) без неопределенности и без ФО (левый рисунок) и
для случая (B,ii;ФО) с ФО |x2−0.65| ≤ 0.35 и с неопределенностями обоих типов — матричной
и аддитивной (средний и правый рисунки); во втором случае при моделировании выбираем
v[·] аналогично [9] и V [·] ≡ Ṽ [·]− V̂ [·]; содержание первых двух рисунков подобно рис. 1.

Параметры Ω и L, фигурирующие в теореме 3, выбирались в соответствии со следующими
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Рис. 2. Полиэдральный синтез в примере 2: левый рисунок — случай (А), средний и правый — слу-

чай (B,ii;ФО). На правом рисунке показано несколько сечений трубки P−[·], использованной для x
(2)
0

способами из замечания 6: (3) при двух сериях значений Ω: Ω ≡

[

1 δ
δ 1

]

и Ω ≡

[

δ δ
1 1

]

с δ =

0.75, 0.5, 0.25 (на левом рис. 2 сечения P−[0] показаны сплошными и точечными5 линиями
соответственно; результаты при способах (3)(a) и (3)(b) получались одинаковыми); (3) при
Ω ≡ E (результат выделен жирной линией; такой же получается способом (1) при Ω ≡ E,
L ≡ {1, 2}); (4) (результат показан штрихпунктирной линией; такой же получается способом

(2) при L≡{1, 2} и при L≡{2, 1}, а также способом (3) при Ω ≡ I). Для каждой из точек x
(i)
0

при построении управлений использовалась, как и в примере 1, та из найденных трубок P−[·],

для которой расстояние от x
(i)
0 до P−[0] оказывалось наименьшим.
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