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О.М. Киселев, В.Ю.Новокшенов

Изучается модель генератора электромагнитных волн, основанного на системе связанных джозефсо-

новских контактов. Она представляет собой цепочку связанных уравнений синус-Гордон на фазы элек-

трического поля в контактах под действием диссипации и постоянной накачки. Выясняются условия

резонансного возбуждения поля при различных параметрах системы. Оказывается, что в цепочке урав-

нений синус-Гордон возникает авторезонанс с определенной зависимостью частоты от величины джо-

зефсоновского тока накачки. В работе строится асимптотика решения указанной цепочки при большой

резонансной частоте. Асимптотика имеет линейные по времени главные члены для фаз электрического

поля, что характерно для авторезонанса в системе связанных осцилляторов. Ключевую роль здесь играет

уравнение главного резонанса, которое задает режим резонансного возбуждения цепочки. Это уравнение

представляет собой уравнение математического маятника с периодически изменяющейся массой. Подроб-

но исследуется класс решений такого уравнения, выделяются классы сепаратрисных решений, отвечаю-

щих нулевой скорости маятника. Доказывается, что существует сепаратрисное решение типа π-кинка, на

котором реализуется режим авторезонанса в исходной цепочке уравнений синус-Гордон.
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We study a model of an electromagnetic wave generator based on a system of coupled Josephson junctions.

The model is a chain of coupled sine-Gordon equations for the phases of the electric field in the junctions under
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Введение

Терагерцевый диапазон электромагнитных волн (∼ 1012 Гц, длина волны 0.1–1 мм) слабо
покрывается современными электронными и оптическими устройствами. В то же время этот
диапазон важен для медицинских, контртеррористических, научных и других приложений
ввиду высокой проницаемости в диэлектриках при малой мощности излучения. Открытый
недавно источник излучения перестраиваемой частоты на основе стопки контактов Джозеф-
сона может стать эффективным для этих приложений [1]. Изученные образцы, состоящие
из сотен параллельных сверхпроводящих слоев, демонстрируют синхронизацию частот от-
дельных джозефсоновских контактов. Более того, мощность излучения растет как квадрат от
числа слоев. Предложенная математическая модель данного устройства изучена слабо. Она

1Работа выполнена при поддержке гранта РНФ 17-11-01004.
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представляет собой цепочку уравнений синус-Гордон, где каждое уравнение линейно связано
с ближайшими соседями, а также имеет члены, отвечающие диссипации и накачке энергии [2]:

ℓ2
∂2ϕn

∂x2
= (1− α∆2)

(∂2ϕn

∂t2
+ sinϕn + ε

∂ϕn

∂t
− jext

)

, (0.1)

∂ϕn(t,−L)
∂x

=
∂ϕn(t, L)

∂x
= 0, −L < x < L, n = 1, 2, . . . , N, (0.2)

где ϕn — фаза электрического поля в n-м слое, α — числовой параметр, определяющий вза-
имодействие электрических полей в соседних слоях, ωres = πℓ/L — резонансная частота из-
лучения, jext — внешний ток накачки, ε ≪ 1 — малая диссипация, ∆2 — вторая разность,
∆2ϕn ≡ ϕn+1−2ϕn+ϕn−1. Необходимо найти начальные условия, а также значения параметров
накачки и диссипации, обеспечивающие синхронизацию волновых мод в большинстве узлов
цепочки. Эксперименты показывают, что подобные режимы достаточно редки, в общем поло-
жении синхронизация не наступает, что ведет к резкому падению мощности излучения [1; 3].
Традиционные механизмы синхронизации [4] посредством среднего поля, захвата фазы хаоти-
ческих колебаний или образования кластеров с водителем ритма, по-видимому, неприменимы
к данной системе. В силу специфики уравнений возможно образование устойчивых мод типа
кинков или бризеров в каждом узле и их согласование по фазе. Контролем этого согласования
здесь является вольт-амперная характеристика, или зависимость jext от частоты излучения.
Эта зависимость носит типично резонансный характер, т. е. наблюдается частота, на кото-
рой затраты тока для генерации излучения максимальны. Обычно автофазировка — захват
в резонанс — возникает для узкого и нетривиально устроенного множества фаз нелинейных
волн. Объяснение резонансной зависимости параметров системы с автофазировкой составляет
предмет настоящей работы.

В нелинейной цепочке (0.1), (0.2) имеются большие и малые параметры, которыми следует
воспользоваться для построения теории возмущений. Оказывается, что при больших часто-
тах ωres цепочка асимптотически “расцепляется” и существует режим линейного по времени
роста ϕn. Мы исследуем этот режим захвата в резонанс, выводя зависимость тока jext от ча-
стоты ω. Необходимым условием резонанса служит зависимость поля ϕn от пространственных
переменных n и x. Показано, что в главном члене асимптотики необходимо выполнение “урав-
нения главного резонанса”. Здесь оно представляет собой уравнение математического маятни-
ка с периодически изменяющейся массой. В разд. 1 мы выводим асимптотику цепочки (0.1),
(0.2) и устанавливаем существование решений уравнения главного резонанса. Затем изучаем
его сепаратрисные решения и выделяем те из них, которые отвечают условиям авторезонанса.

В разд. 2 мы исследуем другую систему уравнений типа синус-Гордон, демонстрирующую
эффект авторезонанса. Она представляет собой континуальный предел в системе (0.1), когда
поле ϕn усредняется по слоям, т. е. берутся сумма и разность между соседними слоями (см.
[5; 6]):

ϕ+ =
1

2
(ϕ2m+1 + ϕ2m), ϕ− =

1

2
(ϕ2m+1 − ϕ2m),

В результате возникает система из двух уравнений типа синус-Гордон с малым трением и
связанными правыми частями:

∂2ϕ+

∂t2
− ℓ2

∂2ϕ+

∂x2
+ ε

∂ϕ+

∂t
= − sinϕ+ cosϕ− + jext,

(0.3)

∂2ϕ−

∂t2
− ℓ2

∂2ϕ−

∂x2
+ ε

∂ϕ−

∂t
= − sinϕ− cosϕ+,

Оказывается, что эта модель содержит все эффекты, присущие реалистической модели (0.1),
(0.2). В ней мы также изучаем уравнение главного резонанса и устанавливаем класс его при-
ближенных решений.
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Используя свойства скалярной модели, рассмотренной в (0.3), мы обосновываем резонанс-
ную асимптотику для решений краевой задачи (0.1), (0.2) в разд. 3. Ключевую роль здесь
играют структуры решений уравнения главного резонанса, в которых переход между положе-
ниями равновесия происходит в малой области. Тем самым выявляются аналитические свой-
ства решений типа кинков, обнаруженных численно в работах [2; 6; 7].

1. Анализ дискретной модели

1.1. Асимптотика резонансного решения

В дискретной цепочке (0.1)

ℓ2
∂2ϕn

∂x2
= (1− α∆2)

(∂2ϕn

∂t2
+ sinϕn + ε

∂ϕn

∂t
− jext

)

будем предполагать дисперсию малой: ε≪ 1, а частоту ω ≫ 1 большой и близкой к резонансу
ω = O(πℓ/L). Следуя [2], будем искать авторезонансное решение в виде

ϕn(x, t) = ωt+A cos
πxℓ

L
sin(ωt+φ)+(−1)nu(x)+

∞
∑

m=2

Am cos
πxℓm

L
sin(ωt+φm)+O(ω−2). (1.1)

Здесь первые два слагаемых удовлетворяют невозмущенному волновому уравнению и гра-
ничным условиям (0.1) ∂xϕn

∣

∣

x=0,L
= 0, а величины A, φ и u(x) будут определены ниже из

учета нелинейности. Подставляя анзатц (1.1) в цепочку уравнений (0.1), воспользуемся про-

изводящим соотношением для функций Бесселя [8]: exp
[z(s − s−1)

2

]

=
∑

∞

k=−∞
Jk(z)s

k. Оно

позволяет при s = ei(ωt+φ) выразить экспоненту от высокочастотных гармоник (1.1) в виде
ряда по тем же гармоникам:

exp [i(ωt+ (−1)nu(x) + z sin(ωt+ φ))] =

∞
∑

k=−∞

Jk(z) exp [i ((k + 1)ωt+ kφ+ (−1)nu(x))] .

Заметим также, что разностный оператор Лапласа ∆2s(n) = s(n+1)−2s(n)+s(n−1) действует
на анзатц (1.1) следующим образом:

∆2f(x, t) = 0,

∆2 sin [f(x, t) + (−1)nu(x)] = (−1)n4 sin u(x) cos f(x, t).

Тогда, полагая

z = A cos
πxℓ

L
, ψ = ωt+ φ, ν =

πℓ

L
,

получим из цепочки (0.1) уравнения для главных членов асимптотики (1.1):

−π
2ℓ2

L2
z sinψ = −zω2 sinψ + εω − jext + zω cosψ

+ [−J−2(z) sin(ψ + φ)− J−1(z) sin φ+ J0(z) sin(ψ − φ)] cos u,

u′′ = [J−2(z) cos(ψ + φ) + J−1(z) cos φ+ J0(z) cos(ψ − φ)] (−4α) sin u.
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Рис. 1. Зависимость (1.7) джозефсоновского тока от частоты (слева) и решение уравнения (1.2) u(x)
из теоремы 1 (справа).

Приравнивая далее коэффициенты при одинаковых гармониках sinψ и cosψ, получим

u′′ = −4αJ−1 (A cos νx) cosφ sinu, (1.2)

jext = εω − sinφ

2L

L
∫

−L

J−1 (A cos νx) cos u(x)dx, (1.3)

εωA =
sinφ

L

L
∫

−L

[J−2 (A cos νx) + J0 (A cos νx)] cos νx cosu(x)dx, (1.4)

A
(

ω2 − ν2
)

=
cosφ

L

L
∫

−L

[−J−2 (A cos νx) + J0 (A cos νx)] cos νx cos u(x)dx. (1.5)

Здесь постоянные в левых частях уравнений (1.3)–(1.5) определены как коэффициенты Фурье
при cos νx в разложении правых частей в ряд

∑

sm cosmνx. Воспользовавшись рекуррентным
соотношением для функций Бесселя zJn−1(z) + zJn+1(z) = 2nJn(z), легко привести интеграл
в правой части (1.4) к интегралу (1.3). Это дает явное выражение для джозефсоновского тока

jext = εω
(

1 +
A2

4

)

. (1.6)

При малой амплитуде A ≪ 1 это выражение можно преобразовать в зависимость тока от
частоты ω (см. рис. 1):

jext = εω
[

1 +
I2

(ω2 − π2ℓ2/L2)2 + ε2ω2

]

, (1.7)

где I =
1

2L

∫ L

−L
cos

πxℓ

L
cos u(x)dx. Остальные коэффициенты ряда (1.1) находятся из рекур-

рентных соотношений следующего вида:

Amεω =
sinφm
L

L
∫

−L

[

J−2

(

A cos νx+
∑

k

Ak cos νkx
)

+ J0

(

A cos νx+
∑

k

Ak cos νkx
)

]

cos νx cosu(x)dx, (1.8)
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Am

(

ω2 − ν2m2
)

=
cosφm
L

L
∫

−L

[

−J−2

(

A cos νx+
∑

k

Ak cos νkx
)

+ J0

(

A cos νmx+
∑

k

Ak cos νkx
)]

cos νmx cos u(x)dx. (1.9)

Отметим, что правые части (1.8) и (1.9) ограничены по ω и m, поскольку там фигурирует
усреднение осциллирующих ограниченных функций. С другой стороны, вблизи резонансной
частоты ωres = ν = πℓ/L множитель при Am в левой части (1.9) ω2 − ν2m2 = O(ω2), так что
все амплитуды Am = O(ω−2) при m = 2, 3, . . . .

Тем самым доказано следующее утверждение.

Теорема 1. Система уравнений (0.1) имеет формальное асимптотическое решение

ϕn(x, t) = ωt+A cos
πxℓ

L
sin(ωt+ φ) + (−1)nu(x) +O(ω−2), ω → ∞, (1.10)

при ω − πℓ/L = O(1), где величины A, φ и функция u(x) удовлетворяют соотноше-

ниям (1.2)–(1.5).

З а м е ч а н и е. В выражениях для джозефсоновского тока (1.6) и (1.7) стоит мно-
житель ε, имеющий смысл малой диссипации. Отсюда можно сделать вывод, что при нулевой
диссипации ε = 0 ток становится равным нулю и джозефсоновское излучение пропадает. Одна-
ко в данной модели подобная ситуация невозможна. Здесь величина ε отвечает сопротивлению
поперечного тока (flux-flow resistivity) через стопку контактов. В работе [9] изучена величина
этого сопротивления в реальных образцах и показано, что она не обращается в нуль при любой
сколь угодно малой температуре сверхпроводящих контактов. Этот факт связан со структурой
джозефсоновских вихрей в рассматриваемых сверхпроводящих керамиках.

1.2. Уравнение главного резонанса

Для того чтобы главный член асимптотики (1.10) удовлетворял граничным условиям (0.2),
достаточно потребовать u′(−L) = u′(L) = 0. Рассмотрим обыкновенное дифференциальное
уравнение (1.2) с этими граничными условиями на предмет устойчивости его решений отно-
сительно малых возмущений.

Для определенности будем полагать α cosφ > 0, а также перепишем уравнение (1.2) в
новых переменных

u(x) = U(z), z = xν, ǫ =
ν

2
√
α cosφ

,

где ǫ будем считать малым, так что 0 < ǫ≪ 1 и νL = πℓ = O(1). Тогда уравнение (1.2) примет
вид

ǫ2U ′′ = −J−1 (A cos z) sinU, (1.11)

где Jn(x) — функция Бесселя со значком n = −1.

Уравнение (1.11) — это уравнение математического маятника с медленно меняющейся пе-
риодической массой или силой натяжения. Для изучения свойств уравнений с медленно меняю-
щимися параметрами удобно использовать метод двух масштабов [10]. Здесь быстрый масштаб
изменений решения определяется исходя из коэффициента второй производной, этот масштаб
связан с переменной ζ = z/ǫ, медленные изменения решения связаны с изменением парамет-
ра в уравнении — с переменной z. Для наглядности и формализации рассуждений удобно
переписать уравнение (1.11) в терминах двух масштабов:

∂2ζU + J−1 (A cos z) sinU = −2ǫ∂ζ∂zU − ǫ2∂2zU. (1.12)
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Локальное поведение решения уравнения (1.12) определяется быстрой переменной и, соответ-
ственно решением невозмущенного уравнения (1.12). Невозмущенное уравнение получается
формальным переходом к ǫ = 0 [11].

Рассмотрим решения невозмущенного (при ǫ = 0) уравнения (1.12). Если J1(A cos(z)) > 0,
тогда U = (2n + 1)π — неустойчивые состояния равновесия типа седло, а u = 2nπ — центры.
При изменении знака J1(A cos(ǫz)) < 0 седла и центры меняются местами.

На интервалах знакоопределенности J1(A cos(z)) можно классифицировать решения с ну-
левыми значениями производной на границе U ′(−π) = U ′(π) = 0. Покажем, что это решения
с главным членом — эллиптической функцией с медленно меняющимися параметрами. Кро-
ме того, это решения типа сепаратрис, траектории которых на фазовой плоскости отделяют
колебательные решения маятника от вращательных. Такие сепаратрисы начинаются и закан-
чиваются в окрестностях неустойчивых положений равновесия — седел.

Теорема 2. В ситуации общего положения асимптотическое решение краевой задачи

U ′(−π) = U ′(π) = 0 для уравнения (1.11) имеет вид модулированной эллиптической функции

в окрестностях z = −π и z = π.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для решения краевой задачи с условием Неймана U ′(−π) =
U ′(π) = 0 воспользуемся следующим приемом. Построим асимптотику двухпараметрического
решения для уравнения (1.11). Затем покажем, что можно подобрать параметры так, чтобы
удовлетворить граничным условиям.

Для построения асимптотики осциллирующих решений уравнения (1.11) на интервале зна-
коопределнности коэффициента J−1 (A cos z) воспользуемся асимптотической подстановкой,
использованной Г.А.Кузмаком [12] и в дальнейшем обобщенной во многих работах по нели-
нейной динамике, например, в [13; 14]:

U = U0(S, z, ǫ), S =
Ω(z)

ǫ
+Φ(z, ǫ).

Уравнение (1.11) примет вид

(Ω′)2∂2SU + ǫ
(

2Ω′′∂SU + 2Ω′Φ′∂2SU +Ω′∂S∂zU
)

+ ǫ2
(

(Φ′)2∂2SU + 2Φ′′∂SU +Φ′∂S∂zU + ∂2zU
)

+ J−1 (A cos(z)) sinU = 0 (1.13)

с краевыми условиями
(

Ω′∂SU + ǫ(Φ′∂SU + ∂zU)
)

∣

∣

∣

z=±πℓ
= 0.

Для построения формальной асимптотики интервал независимой переменной z удобно разбить
на области знакоопределенности коэффициента J−1 (A cos(z)). Пусть в некоторой окрестности
0 < z < β выполнено условие J−1 (A cos(z)) > 0. Будем искать асимптотику в виде

u(S, z, ǫ) = U0(S, z) + ǫU1(S, z) +O(ǫ2). (1.14)

Тогда подстановка в уравнение (1.13) дает в главном порядке по ǫ

(Ω′)2∂2SU0 + J−1 (A cos(z)) sin(U0) = 0.

Здесь z — медленная по отношению к S переменная, так что в главном порядке имеет место
аналог полной механической энергии

(Ω′)2
(∂SU0)

2

2
− J−1 (A cos(z)) cos(U0) = E(z).

Траектория в фазовом пространстве лежит на уровне полной энергии E. Величина парамет-
ра E определяет тип траектории в фазовом пространстве. При

E(z) ∈
(

−J−1 (A cos(z)) , J−1 (A cos(z))
)
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движение периодично по быстрой переменной. Определим замкнутую траекторию в фазовом
пространстве

L =
{

(U0, ∂SU0)
∣

∣

∣
(Ω′)2

(∂SU0)
2

2
− J−1 (A cos(z)) cos(U0) = E(z)

}

.

Тогда для Ω′ получится уравнение

Ω′

∫

L

dU0

∂SU0
= 2π, (1.15)

где период движения по траектории L взят равным 2π.
Общее решение уравнения для U0 на такой траектории определяется из обращения эллип-

тического интеграла:

S(z)− S0(z) = Ω′

U0(S,z)
∫

U0(S,−π)

dξ
√

2E(z) + 2J−1 (A cos z) cos ξ
. (1.16)

Решение этого уравнения содержит два параметра: фазовый сдвиг S0(z) и энергию осцил-
лятора E(z), которые связаны краевым условием E(−π) = −J−1(A cos (U0(S,−π)) . Дифферен-
циальное уравнение для E определяется из условия ограниченности U1 по быстрой перемен-
ной S. Приравнивая к нулю в (1.13) члены первого порядка по ǫ, получим условие ограничен-

ности в виде

∫

L

(

2Ω′′∂SU + 2Ω′Φ′∂2SU +E′Ω′∂S∂EU
)

dU = 0. В силу замкнутости траектории

на плоскости (U, ∂SU) эта формула упрощается

d

dz

∫

L

(

Ω′∂SU
)

dU = 0,

что эквивалентно адиабатичности действия

I = const, I = Ω′

∫

L

(∂SU) dU.

Наконец, из условия периодичности по быстрой переменной получается трансцендентное урав-
нение для функции E(z):

2

B
∫

−B

√

2E(z) + 2J−1(A cos(z)) cos(U)dU = I,

B = arccos
( E

J−1(A cos(z))

)

. (1.17)

С формальной точки зрения обоснование построенного приближения для решения урав-
нения (1.11) в областях знакоопределенности коэффициента J−1(A cos(zk)) известно. В част-
ности обоснование подобных асимптотик с помощью перехода к переменным действие-угол и
исследования треугольной системы уравнений имеется в работе [15]. Прямой подход к обос-
нованию таких асимптотических подстановок для неавтономных уравнений второго порядка
был предложен в работе [16].

Для завершения доказательства покажем, что решения (1.15)–(1.17) удовлетворяют гра-
ничным условиям

∂SU0

∣

∣

∣

z=−π
= ∂SU0

∣

∣

∣

z=π
= 0
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при подходящем выборе констант интегрирования. В силу (1.17) приближение непригодно в
окрестности zk таких, что J−1(A cos(zk)) = 0. Отрезок интегрирования (−π, π) разбивается
на конечное число отрезков (zk, zk+1), на каждом из которых параметры E(zk) однозначно
определяют решение U0 (1.15), (1.17). При этом решения на соседних отрезках гладко склеены,
поскольку в граничной точке первые производные совпадают.

В силу периодичности U0 на каждом отрезке существуют точки zk ∈ (zk, zk+1), где
∂SU0

∣

∣

z=zk
= 0. Их координаты зависят от начального условия U−

k = U0

∣

∣

z=zk
или от значе-

ния энергии E(zk) = −J−1(A cos(U−

k )). Таким образом, выбирая начальное условие U0

∣

∣

z=−π
=

U−, ∂SU0

∣

∣

z=−π
= 0, можно добиться значения E на последнем отрезке такого, что форму-

лы (1.15)–(1.17) дают нулевое значение производной ∂SU0

∣

∣

z=π
= 0. Подробности этого выбора

параметров эллиптических функций можно найти в работе [17]. Теорема доказана.

Перейдем теперь к исследованию сепаратрисных решений уравнения (1.11). Быстро осцил-
лирующие решения, как правило, затухают из-за диссипации, которая присутствует в исходной
системе (0.1) (члены вида ǫ∂ϕn/∂t). Препятствием к затуханию служат решения нетривиаль-
ной топологии, т. е. соединяющие различные точки равновесия на фазовой плоскости. Таки-
ми решениями являются сепаратрисные решения уравнения математического маятника. Они
соответствуют переходу траектории от одного состояния равновесия к другому на большом
интервале по быстрой переменной x = z/ǫ.

Для исследования сепаратрисного решения в уравнении (1.11) нужно перейти к быстрой
переменной ζ:

d2U

dζ2
+ J1(A cos(ǫζ)) sin(U) = 0.

Здесь важно заметить, что сепаратрисное решение экспоненциально быстро стремится к неустой-
чивым состояниям равновесия при ζ → ±0. Поэтому при построении решения основную роль
играет окрестность ζ = 0. Так что коэффициент в уравнении удобно представить в виде от-
резка ряда Тейлора

J1(A cos(ǫζ)) = J1(A) + ǫ2ζ2
AJ ′

1(A)

2
+O(ζ4ǫ4).

Для краткости обозначим k2 = J1(A), k1 = J ′
1(A)A/2, для определенности выберем A так, что

J1(A) > 0 и k > 0. Тогда уравнение для U можно переписать в виде

d2U

dζ2
+ k2 sin(U) = −ǫ2ζ2k1 sin(U) +O(ζ4ǫ4).

В главном по ǫ (при ǫ = 0) получается уравнение математического маятника. Типичная
сепаратриса уравнения математического маятника с постоянным коэффициентом имеет вид
v = 4arctan(ekζ) − π. Это решение соответствует переходу из окрестности седла v = −π в
окрестность седла v = π за бесконечно большое время. Рассмотрим уравнение (1.11) при таких
значениях A, что J1(A) > 0. Тогда

U0(ζ) = 4 arctan(ekζ) + π (1.18)

является главным членом асимптотики решения уравнения (1.11). Действительно, подставим
в это уравнение выражение вида

U ∼ u0(ζ) + ǫ2u1(ζ), (1.19)

Тогда для u1 получится уравнение

U ′′
1 + ku1 cos(U0) = −ζ2k1 sin(U0). (1.20)

Покажем, что для такого уравнения существует равномерно ограниченное по ǫ решение U1 с
нулевыми граничными условиями.



Авторезонанс в модели генератора терагерцевых волн 125

Линеаризованное уравнение (1.20) без правой части имеет два линейно независимых реше-
ния

v1 =
2

ch(kζ)
, v2 =

sh(2kζ)

8 ch(kζ)
+

kζ

4 ch(kζ)
.

Вронскиан этих решений W = v1v
′
2 − v′1v2 = k. Правая часть уравнения (1.20) может быть

представлена в виде

f1(ζ) = −ζ2k1 sin(U0) = −2ζ2k1
th(kζ)

ch(kζ)

Явный вид решения уравнения U1 —

u1 = v1(ζ)
1

k

ζ
∫

0

f1(x)v2(x)dx− v2(ζ)
1

k

(

ζ
∫

0

f1(x)v1(x)dx− C

)

,

где C =

∫

∞

0
f1(x)v1(x)dx. Формулы можно проинтегрировать явно, однако понадобятся лишь

асимптотики при ζ → ±∞. Интеграл в первом слагаемом при ζ ±∞ имеет порядок ζ3. Умно-

жение на v1(ζ) приводит к тому, что v1(ζ)
1

k

∫ ζ

0
f1(x)v2(x)dx→ 0, ζ → ∞. Рассмотрим второе

слагаемое в формуле для u1. Интеграл в скобках — функция, четная по ζ. Поэтому достаточно
рассмотреть его асимптотику при ζ → +∞:

ζ
∫

0

f1(x)v1(x)dx− C = −
∞
∫

ζ

f1(x)v1(x)dx = O(ζ2 exp(−2kζ)).

Значит,

v2(ζ)
1

k

(

ζ
∫

0

f1(x)v1(x)dx − C

)

= O(ζ3 exp(∓kζ)) → 0, ζ → ±∞.

Следовательно, u1 удовлетворяет нулевым граничным условиям при ζ → ±∞.

Полное асимптотическое разложение для близкого по свойствам уравнения осциллятора
Дюффинга получено в [18]. Здесь же в качестве иллюстрации мы ограничимся численным
сравнением главного члена U0 с его приближением в виде кинка (1.18), показанным на pис. 2.
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Рис. 2. Сравнение численного и асимптотического решений (1.19) уравнения (1.11) с граничными усло-
виями u(−z/ǫ) = −π, u(z/ǫ) = π при A = 2, ǫ = 0.1. Слева показан кинк (1.18), а справа – его разность
с численным решением.
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2. Анализ континуальной модели

Ряд физических моделей (см., например, [5;6]) изначально предполагает переход к конти-
нуальному пределу в цепочке (0.1). В самом деле, асимптотическое решение (1.10) показывает,
что разность фаз соседних слоев не содержит высокочастотных компонент и, более того, за-
висит только от пространственной переменной. Полагая в цепочке (0.1)

ϕ+ =
1

2
(ϕ2m+1 + ϕ2m), ϕ− =

1

2
(ϕ2m+1 − ϕ2m) (2.1)

и предположив, что f+ и f− не зависят от n = 2m и n = 2m+1, приходим к системе уравнений
синус-Гордон (0.3), связанной правыми частями















∂2ϕ+

∂t2
− ℓ2

∂2ϕ+

∂x2
+ ε

∂ϕ+

∂t
= − sinϕ+ cosϕ− − jext,

∂2ϕ−

∂t2
− ℓ2

∂2ϕ−

∂x2
+ ε

∂ϕ−

∂t
= − sinϕ− cosϕ+,

(2.2)

с граничными условиями (0.2)

∂ϕ±(−L, t)
∂x

=
∂ϕ±(L, t)

∂x
= 0, −L < x < L. (2.3)

Покажем, что система (2.2) также обладает набором устойчивых авторезонансных решений.

Следуя [6], будем искать решение системы в виде

ϕ+(x, t) = ωt+ v(x, t) + ω−2v1(x, t) + o(ω−2),

(2.4)
ϕ−(x, t) = u(x) + ω−2u1(x, t) + o(ω−2).

Тогда для функции v получается выражение, аналогичное (1.1):

v(x, t) = Re [Ω exp(−iωt)] cos νx,

где

Ω =
iI

ω2 − ν2 + iεω
, ν =

πℓ

L
, I =

1

2L

L
∫

−L

cos
πxℓ

L
cos u(x)dx+O(ω−1),

а резонансное соотношение для джозефсоновского тока совпадает с (1.7).

Для главного члена асимптотики ϕ− получается уравнение, аналогичное (1.2) (см. [6]):

u′′ = −4α cos
νx

ℓ
sinu, (2.5)

где α =
ω2 − ν2

(ω2 − ν2)2 + ε2ω2
. Граничные условия для уравнения (2.5) вытекают из (2.3)

u′(−L) = u′(L) = 0. (2.6)

Уравнение (2.5) также обладает набором решений типа кинков и антикинков модулированных
эллиптических функций, однако их анализ проще с формальной точки зрения и не отлича-
ется от анализа соответствующих решений уравнения (1.2). Проиллюстрируем метод Крыло-
ва — Боголюбова, использованный в подразд. 2.2, на примере задачи (2.5), (2.6). По-прежнему
считаем параметр ν большой величиной, поскольку он совпадает с резонансной частотой,
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ν = ωres ≫ 1. Вблизи резонансной частоты ω − ν = ε/2, так что α = (2εν)−1 и уравнение (2.5)
примет вид

uzz = − cos(ǫz) sin u, (2.7)

где x = z

√
εν

2
, ǫ =

ν
√
εν

ℓ
≪ 1.

Внешне уравнение (2.7) проще, чем (1.11). Однако с формальной стороны это тоже урав-
нение с медленно меняющимся коэффициентом. Поэтому общая теория об асимптотиках ос-
циллирующих решений полностью аналогична рассмотренной в предыдущем разделе. В вы-
числениях необходимо лишь заметить J−1(A cos(z)) на cos(z). Приведем лишь результат.

Теорема 3. Существует асимптотическое решение краевой задачи (2.6) для уравне-

ния (2.7) такое, что в окрестностях z = ±π/ǫ главный член может быть представлен

в виде осциллирующей эллиптической функции. Главный член может быть построен так

же, как функция U0 из (1.14) с заменой в построениях J−1(A cos(z)) на cos(z).

Рассмотрим возможные неосциллирующие решения уравнения (2.7). Состояния равнове-
сия математического маятника, соответствующие этому уравнению, un = πn, n ∈ N. Локально,
при небольших значениях изменений z, если −π < z < −π/2 или π/2 < z < π, решения вблизи
состояний равновесия (2nπ, 0) ведут себя как решения в окрестности седел. Вблизи состояний
равновесия ((2n + 1)π, 0) — как решения в окрестности центров. Обратно, при |z| < π/2 ре-
шения в окрестности (2nπ, 0) ведут себя как решения в окрестности центров, а в окрестности
((2n + 1)π, 0) — как решения в окрестности седел.

Для уравнения (2.7) существует асимптотическое решение близкое к сепаратрисному:

u ∼ u0(z) + ǫ2u1(z), u0(z) = 4 arctan(ez)− π.

Уравнение для поправки имеет вид

u′′1 + cos(ǫz)u1 cos(u0) = z2
th(z)

ch(z)
.

Решение уравнения для поправки можно представить в виде ограниченной функции, экспо-
ненциально быстро стремящейся к нулю при |z| → ∞. Разность точного и асимптотического
решений здесь ведет себя так же, как в подразд. 1.2, соответствующие численные сравнения
при u(−π/ǫ) = −π, u(π/ǫ) = π и ǫ = 0.1 совпадают с показанными на рис. 2.

Траектории, переходящие из одной малой окрестности состояния равновесия в малую
окрестность другого состояния равновесия могут быть построены численно. В частности, тра-
ектории, проходящие из окрестности центра в окрестность другого центра, могут существенно
меняться только в окрестности точек ǫz = ±π/2, так как осцилляции вокруг центров со-
храняют значение переменной действие-площадь, заметаемую проекцией фазовой кривой на
двумерную плоскость (u, u′).

Рассмотрим численное решение уравнения, переходящее из малой окрестности седла при
u(−π/ǫ) = 0 в малую окрестность седла при u = (0) и затем в малую окрестность седла
u = 2π. Сами переходы происходят в окрестностях точек ǫz = ±π/2, при переходе через ко-
торые локальные седла и центры меняются местами. Это решение качественно соответствует
сепаратрисам обычного математического маятника, которые также проходят от окрестности
одного неустойчивого положения равновесия к другому неустойчивому положению равнове-
сия.

Справа на рис. 1 представлен другой тип траекторий, так называемый π-кинк, где траекто-
рия покидает малую окрестность локального седла. Переход происходит на малом интервале
независимой переменной в окрестности ǫz = π/2. Положение равновесия ǫz = π/2 неустой-
чиво, поэтому π-кинк должен разрушаться при малом возмущении уравнения (2.7). Однако,
как будет показано ниже, именно это решение отвечает асимптотикам (1.10) и (2.4). Дело в
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том, что возмущению подвергаются не уравнения главного резонанса (1.11) и (2.7), а исход-
ные системы типа синус-Гордон. Можно показать (см. [2]), что в асимптотиках (1.10) и (2.4)
решения u(x) типа π-кинка соответствуют минимуму полной энергии.

3. Обоснование формальных асимптотик

Формальные асимптотические решения (1.10) и (2.4), отвечающие дискретной и конти-
нуальной моделям, параметризуются функциями u(x) — решениями уравнений главного ре-
зонанса (1.11) и (2.5). Эти уравнения в силу граничных условий (2.6) ux(−L) = ux(L) имеют
много решений, описанных в подразд. 1.2 и разд. 2. Выбор конкретного решения для резонанс-
ного режима исходной системы (0.1) или (2.2) затруднен. Дело в том, что функциональные
уравнения (1.3)–(1.5) достаточно сложны для максимизации величины jext — джозефсонов-
ского тока, отвечающего резонансному излучению. Поэтому выбор решения для уравнения
главного резонанса мы осуществим из соображений обоснования асимптотик (1.10) и (2.4).

Заметим, что краевые задачи для исходных уравнений (0.1) и (2.2) недоопределены: в них
отсутствуют начальные условия при t = 0. Этим обусловлена специфика задач об авторезо-
нансе [4;19]. Соответствующие физические модели должны обеспечивать резонансный режим
при большинстве начальных условий. Поэтому мы будем предполагать, что начальные усло-
вия, отвечающие точным и асимптотическим решениям, совпадают:

ϕn(x, 0) = ϕasym
n (x, 0),

∂ϕn(x, 0)

∂t
=
∂ϕasym

n (x, 0)

∂t
,

где решения ϕasym
n (x, t) уравнения (0.1) имеют асимптотику (1.10)

ϕn(x, t) = ωt+A cos
πxℓ

L
sin(ωt+ φ) + (−1)nu(x) +O(ω−2), ω → ∞,

Предположим для простоты, что ϕn+1 = ϕn−1 для всех n. Выполняя замену (2.1)

ϕ+ =
1

2
(ϕn + ϕn−1), ϕ− =

1

2
(ϕn − ϕn−1),

приходим так же, как в разд. 2, к системе (2.2)















∂2ϕ+

∂t2
− ℓ2

∂2ϕ+

∂x2
+ ε

∂ϕ+

∂t
= − sinϕ+ cosϕ− − jext,

∂2ϕ−

∂t2
− ℓ2

∂2ϕ−

∂x2
+ ε

∂ϕ−

∂t
= − sinϕ− cosϕ+.

Отсюда следует, что для суммы ϕn = ϕ++ϕ− из системы (2.2) вытекает скалярное уравнение
синус-Гордон

∂2ϕn

∂t2
− ℓ2

∂2ϕn

∂x2
+ ε

∂ϕn

∂t
= − sinϕn − jext. (3.1)

Полагая ϕn = ϕasym
n + 2χ, получим уравнение для поправки

∂2χ

∂t2
− ℓ2

∂2χ

∂x2
+ ε

∂χ

∂t
= − sinχ cos(ϕasym

n + χ) + f(x, t, ω). (3.2)

Уравнение (3.2) следует дополнить нулевыми краевыми и начальными условиями

χx(−L, t) = χx(L, t), (3.3)

χ(x, 0) = 0, χt(x, 0) = 0. (3.4)
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Заметим, что в правой части уравнения (3.2) стоят быстро осциллирующие функции

∂ cosϕasym
n

∂t
= O(ω),

∂f(x, t, ω)

∂t
= O(ω),

(3.5)

〈cosϕasym
n 〉 = O(ω−1), 〈f(x, t, ω)〉 = O(ω−1), 〈 · 〉 — усреднение по времени.

Краевая задача (3.2)–(3.4) с быстро осциллирующими правыми частями вида (3.5) изуча-
лась в работах [20–22]. Существование решения следует из оценок энергии

E(χ) =

L
∫

−L

{

1

2

(

χ2
t + ℓ2χ2

x

)

+ εχtχ+ 1− 1

4
cos (2χ+ ϕasym

n )− 1

2
sinϕasym

n

}

dx,

которая имеет вид (см. [22, лемма 2.2])

E1/2(χ) ≤ e−εtE1/2(χ)
∣

∣

∣

t=0
+K0(1− e−εt).

Здесь постоянная K0 пропорциональна длине интервала 2L и максимуму L2-нормы правой
части ω−1f(x, t, ω) и g(x, t, ω) = sinϕasym

n .

Теорема 4. Краевая задача (3.2)–(3.4) имеет класс устойчивых решений с асимптоти-

кой

χ(x, t, ω) =
δ

2
+ 2arctan

[

exp
√
2D (x− x0)

]

+ ω−1v(x, t, ω), ω → ∞, (3.6)

где δ, D и x0 — некоторые не зависящие от ω постоянные, а функция v ограничена в L2-норме

на интервале (−L,L).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим, следуя [20;21], гамильтониан

H(χ, p) =

L
∫

−L

{1

2

(

p2 + ℓ2χ2
x

)

− 1

4
cos (2χ+ ψ + ϕasym

n )
}

dx,

где p = χt, а ψ удовлетворяет уравнению ψtt + εψt = f(x, t, ω). Усредняя по быстрым колеба-
ниям с частотой ω, введем приближенный гамильтониан [21]

H(Θ, P ) =

L
∫

−L

{1

2

(

P 2 +Θ2
x

)

− C cos (Θ− γ)− 1

2
D cos (2Θ− δ)

}

dx, (3.7)

где Θ и P — новые канонические переменные,

A = cos(ψ + ϕasym
n ), B = sin(ψ + ϕasym

n ),

〈A〉 = C cos γ, 〈{A}2−1〉 − 〈{B}2−1〉 = 2D cos δ, (3.8)

〈B〉 = C sin δ, {A}−1〉〈{B}2−1〉 = D sin δ,

при этом { · }−1 — взятие первообразной функции.

В нашем случае в силу соотношений (3.5) имеем C = O(ω−1), так что в главном порядке
соответствующая гамильтонова система примет вид

Θt = P +O(ω−3), Pt = Θxx − εP −D sin(2Θ − δ) +O(ω−3).
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Эта система имеет два неустойчивых положения равновесия (седла) при Θ = δ/2 и Θ = π+δ/2.
Существует устойчивое сепаратрисное решение, связывающее эти точки. В главном порядке
оно представляет собой π-кинк вида

Θ(x, t, ω) =
δ

2
+ 2arctan

[

exp
√
2D

(x− x0 − ct√
1− c2

)]

.

В нашем случае скорость кинка c = 0, поскольку, как показано в [21], она пропорциональна по-
стоянному слагаемому в правой части уравнения (3.1). Переходя к исходным переменным χ и p,
получим асимптотику (3.6). Оценка остатка следует из явных построений величин (3.7), (3.8).
Теорема доказана.

Поскольку по построению ϕn = ϕasym
n + χ, асимптотика (3.6) должна присутствовать в

окончательной формуле для ϕn. Отсюда следует выбор решения уравнения главного резонанса
в виде π-кинка (3.6).

Следствие. При условии ϕn+1 = ϕn−1, n = 1, 2, . . . , N в теореме 1 существует устой-

чивое решение задачи (0.1), (0.2), имеющее асимптотическое разложение

ϕn(x, t) = ωt+A cos
πxℓ

L
sin(ωt+ φ) + (−1)nu(x) +

δ

2
+O(ω−1), ω → ∞,

где постоянные A, φ и δ определены формулами (1.3)–(1.5) и (3.8). Функция u(x) отвечает

решению типа π — кинка уравнения главного резонанса (2.7).
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