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В.В. Гороховик

Известно, что вещественнозначная функция, определенная на метрическом пространстве, полуне-
прерывна сверху (снизу) в том и только том случае, когда она является нижней (верхней) огибающей
некоторого семейства непрерывных функций. В статье для функций, определенных на вещественных
нормированных пространствах, этот классический результат уточняется следующим образом: ограни-
ченная сверху (снизу) вещественнозначная функция, определенная на нормированном пространстве, по-
лунепрерывна сверху (снизу) тогда и только тогда, когда она может быть представлена как нижняя
(верхняя) огибающая семейства выпуклых (вогнутых) функций, удовлетворяющих на всем пространстве
условию Липшица. Показано, что для положительно однородных функций требование ограниченности
сверху (снизу) может быть опущено: положительно однородная функция, определенная на нормирован-
ном пространстве, полунепрерывна сверху (снизу) в том и только том случае, когда она является нижней
(верхней) огибающей семейства непрерывных сублинейных (суперлинейных) функций. Данная характе-
ристика распространяет на произвольные нормированные пространства аналогичное утверждение, ранее
доказанное В.Ф.Демьяновым и А.М.Рубиновым для положительно однородных функций, определен-
ных на конечномерных пространствах, и распространенное А.Удерзо на случай равномерно выпуклых
банаховых пространств. Этот результат позволяет распространить на негладкие функции, определенные
на нормированных пространствах, понятия верхнего и нижнего экзостеров, введенные в конечномерных
пространствах В.Ф.Демьяновым.

Ключевые слова: полунепрерывные функции, верхние и нижние огибающие, выпуклые и вогнутые
функции, условие Липшица, положительно однородные функции.

V. V.Gorokhovik. On the representation of upper semicontinuous functions defined on infinite-dimensional
normed spaces as lower envelopes of families of convex functions.

It is well known that a real-valued function defined on a metric space is upper (lower) semicontinuous if and
only if it is a lower (upper) envelope of a family of continuous functions. In this paper, for functions defined
on real normed spaces, this classical result is refined as follows. An upper (lower) bounded real-valued function
defined on a normed space is upper (lower) semicontinuous if and only if it can be represented as a lower (upper)
envelope of a family of convex (concave) functions that satisfy the Lipschitz condition on the whole space. It is
shown that the requirement of upper (lower) boundedness may be omitted for positively homogeneous functions:
a positively homogeneous function defined on a normed space is upper (lower) semicontinuous if and only if it
is a lower (upper) envelope of a family of continuous sublinear (superlinear) functions. This characterization
extends to arbitrary normed spaces a similar statement proved earlier by V.F.Demyanov and A.M.Rubinov
for positively homogeneous functions defined on finite-dimensional spaces and later extended by A.Uderzo
to the case of uniformly convex Banach spaces. The latter result allows to extend the notions of upper and
lower exhausters introduced by V. F.Demyanov in finite-dimensional spaces to nonsmooth functions defined on
arbitrary real normed spaces.
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Введение

Отправным пунктом для исследований, результаты которых представлены в настоящей
статье, явились работы В.Ф.Демьянова и А.М.Рубинова, а также их учеников и последова-
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телей, посвященные исчерпывающим семействам верхних выпуклых (нижних вогнутых) ап-
проксимаций и экзостерам положительно однородных функций.

Так, в 1982 г. В.Ф.Демьянов и А.М.Рубинов [1, теорема 2.1] (см. также [2, лемма 4.3]) дока-
зали, что для того чтобы вещественнозначная положительно однородная функция, определен-
ная на R

n, была полунепрерывной сверху (снизу), необходимо и достаточно, чтобы она была
нижней (верхней) огибающей некоторого семейства таких ее сублинейных мажорант (супер-
линейных минорант), которые принимают конечные значения на всем пространстве R

n. Такие
семейства, в терминологии Демьянова — Рубинова, называются исчерпывающими семейства-
ми верхних выпуклых (нижних вогнутых) аппроксимаций. Используя данную характеристику
(полу)непрерывных положительно однородных функций и классическую двойственность Мин-
ковского, В.Ф.Демьянов [3;4] построил для таких функций двойственные им объекты, которые
он назвал экзостерами, и тем самым фактически распространил двойственность Минковского
на существенно более общие функции, чем сублинейные или даже разностно-сублинейные. Эк-
зостеры, являясь двойственными объектами по отношению к полунепрерывным положительно
однородным функциям, могут эффективно использоваться для их глобального анализа. Что
же касается произвольных вещественнозначных функций, то в том случае, когда они являются
в том или ином смысле дифференцируемыми по направлениям, экзостеры, соответствующие
производным по направлениям, обобщают понятия субдифференциала [5; 6] и квазидиффе-
ренциала [2;7] и, следовательно, являются инструментом локального анализа таких функций.
Описанная схема использования экзостеров для исследования негладких функций успешно
развивалась в последние десятилетия в многочисленных работах, часть из которых указана в
библиографических ссылках в статье [8].

В 2000 г. A.Удерзо [9], следуя идейно доказательству из [2], распространил приведенную
выше характеристику свойства полунепрерывности на вещественнозначные положительно од-
нородные функции, областью определения которых являются равномерно выпуклые банахо-
вы пространства. Одним из основных результатов настоящей статьи является доказательство
того, что данная характеристика полунепрерывности остается справедливой и для положи-
тельно однородных функций, определенных на произвольных нормированных пространствах.
Данное здесь доказательство этой характеристики (точнее, доказательство ее необходимой ча-
сти) существенно отличается от соответствующих доказательств из [1; 2] и [9]. Схема нашего
доказательства и статьи в целом следующая.

Прежде всего, в разд. 1 мы вводим для множеств, принадлежащих векторному простран-
ству, понятие выпуклой компоненты, под которой понимается максимальное (по включению)
выпуклое подмножество данного множества, и доказываем, что рецессивный конус любого
непустого множества совпадает с пересечением рецессивных конусов его выпуклых компо-
нент. Как показано в статье [10], телесность рецессивного конуса является характеристиче-
ским признаком глобальной эпилипшицевости множества. Этим признаком мы пользуемся
в дальнейшем для характеристики надграфиков (подграфиков) функций, удовлетворяющих
условию Липшица.

В разд. 2 для функций, определенных на вещественных векторных пространствах и прини-
мающих значения в расширенной вещественной прямой, вводятся понятия минимальных вы-
пуклых мажорант и максимальных вогнутых минорант, которые распространяют на функции
понятие выпуклой компоненты множества. Так, выпуклые компоненты надграфика функции
являются надграфиками минимальных выпуклых мажорант, а выпуклые компоненты подгра-
фика — подграфиками максимальных вогнутых минорант. Доказывается (теорема 2.1), что
любая функция, которая не принимает значение −∞, в частности, любая вещественнознач-
ная функция, определенная на векторном пространстве, является точной нижней огибающей
семейства всех ее минимальных выпуклых мажорант, а любая функция, которая не прини-
мает значение +∞, — точной верхней огибающей семейства всех ее максимальных вогнутых
минорант. Недостатком такого представления функций в виде точных огибающих является
то, что даже в случае, когда рассматриваемая функция принимает только конечные веще-
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ственные значения, среди ее минимальных выпуклых мажорант и среди максимальных вогну-
тых минорант могут содержаться такие, которые принимают бесконечные значения. Вместе с
тем, как показано в теореме 2.2, вещественнозначная функция, определенная на нормирован-
ном векторном пространстве, удовлетворяет на всем пространстве условию Липшица в том
и только том случае, когда любая ее минимальная выпуклая мажоранта (или, эквивалент-
но, любая ее максимальная вогнутая миноранта) принимает только конечные вещественные
значения и удовлетворяет на всем пространстве условию Липшица, причем множество кон-
стант Липшица, соответствующих всем минимальным выпуклым мажорантам (максималь-
ным вогнутым минорантам), ограничено сверху. Естественно возникает вопрос: а нельзя ли
охарактеризовать класс таких вещественнозначных функций, определенных на нормирован-
ном векторном пространстве, которые являются нижними (верхними) огибающими семейств
вещественнозначных выпуклых (вогнутых) функций, удовлетворяющих на всем пространстве
условию Липшица? Частичный ответ на этот вопрос дается в разд. 3 в теореме 3.2. Как уста-
новлено в этой теореме, классу таких функций принадлежат все ограниченные сверху (сни-
зу) вещественнозначные функции, которые являются полунепрерывными сверху (снизу) на
всем пространстве. В разд. 4 показано, что если ограничиться рассмотрением только поло-
жительно однородных функций, то данный класс можно охарактеризовать полностью. Так, в
теореме 4.3 установлено, что для того чтобы вещественнозначная положительно однородная
функция, определенная на нормированном векторном пространстве, была полунепрерывной
сверху (снизу) на всем пространстве, необходимо и достаточно, чтобы она была нижней (верх-
ней) огибающей некоторого семейства таких ее сублинейных мажорант, которые принимают
только конечные вещественные значения и являются непрерывными (равносильно, удовлетво-
ряют условию Липшица) на всем пространстве. Таким образом, эта теорема решает постав-
ленную в самом начале данного введения задачу о распространении на произвольные нор-
мированные пространства характеристики полунепрерывных функций, установленной ранее
В.Ф.Демьяновым и А.М.Рубиновым [1; 2] для конечномерных нормированных пространств,
а A.Удерзо [9] для равномерно выпуклых банаховых пространств. Самостоятельный интерес
представляет также теорема 4.2, в соответствии с которой вещественнозначная положительно
однородная функция, определенная на нормированном пространстве, является полунепрерыв-
ной сверху (снизу) в том и только том случае, когда она является нижней (верхней) огибающей
невозрастающей (неубывающей) последовательности вещественнозначных положительно од-
нородных функций, удовлетворяющих на всем пространстве условию Липшица.

Перейдем к детальному изложению результатов статьи.

1. Выпуклые компоненты и рецессивный конус множества

Пусть X — вещественное векторное пространство, Q — произвольное множество из X.

Любое максимальное (в смысле включения) выпуклое подмножество множества Q будем
называть выпуклой компонентой множества Q.

Существование выпуклых компонент для произвольного непустого множества Q следует
из леммы Цорна [11]. Действительно, так как любое одноточечное множество из X выпук-
ло, то совокупность всех выпуклых подмножеств, принадлежащих непустому множеству Q,
непуста. Кроме того, поскольку для любой цепи выпуклых подмножеств из Q объединение со-
ставляющих ее подмножеств также является выпуклым подмножеством множества Q, то сово-
купность всех выпуклых подмножеств, принадлежащих непустому множеству Q, индуктивно
упорядочена по возрастанию в смысле отношения включения. Следовательно, в силу леммы
Цорна семейство максимальных выпуклых подмножеств (выпуклых компонент) множества Q
непусто и, более того, для любого выпуклого подмножества из Q существует содержащее его
максимальное выпуклое подмножество (выпуклая компонента) множества Q. Совокупность
всех выпуклых компонент множества Q обозначим через σ(Q).

Сказанное выше сформулируем в виде следующего утверждения.
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Теорема 1.1. Семейство выпуклых компонент σ(Q) произвольного непустого множе-
ства Q ⊂ X непусто, при этом для любого выпуклого подмножества C, принадлежащего Q,
существует выпуклая компонента S ∈ σ(Q) множества Q такая, что C ⊂ S. Более того,
справедливо равенство

Q =
⋃

{S | S ∈ σ(Q)}, (1.1)

т. е. семейство выпуклых компонент σ(Q) является покрытием множества Q.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость равенства (1.1) вытекает из того, что любое
одноточечное множество выпукло и, следовательно, содержится в некоторой выпуклой ком-
поненте. �

В случае, когда множество Q ⊂ X является конусом, т. е. множество Q таково, что из x ∈ Q

следует λx ∈ Q для любого λ > 0, то любая его выпуклая компонента также есть (выпуклый)
конус.

Если X является отделимым (хаусдорфовым) топологическим векторным пространством,
а Q — замкнутое подмножество из X, то любая выпуклая компонента множества Q также
является замкнутым множеством.

По-видимому, впервые семейства максимальных выпуклых подмножеств множества ис-
пользовались для глобального анализа данного множества еще в тридцатые годы прошлого ве-
ка Ф.А.Валентайном в монографии [12]. Равенство (1.1) было установлено ранее С.Р.Смитом
в небольшой заметке [13]. Выпуклыми компонентами максимальные выпуклые подмножества
названы в статье [14], посвященной невыпуклым полиэдральным множествам.

Покажем, что рецессивный конус любого множества есть пересечение рецессивных конусов
всех его выпуклых компонент.

Напомним, что вектор y ∈ X определяет рецессивное направление для подмножества Q

векторного пространства X, если x+ ty ∈ Q для всех x ∈ Q и всех t ∈ [0,+∞).
Совокупность всех векторов, которые определяют рецессивные направления для множе-

ства Q, будем обозначать символом Q∞. Нетрудно проверить, что Q∞ является заостренным
(0 ∈ Q∞) выпуклым конусом, причем для любого собственного подмножества Q ⊂ X справед-
ливо равенство Q∞ = {y ∈ X | − y ∈ (X \ Q)∞}, т. е. Q∞ = − (X \ Q)∞. Распространяя это
равенство на несобственные подмножества, полагаем ∅

∞ = X.

Теорема 1.2. Для любого непустого множества Q вещественного векторного простран-
ства X справедливо равенство

Q∞ =
⋂

{S∞ | S ∈ σ(Q)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть y ∈ Q∞ и пусть S ∈ σ(Q). Рассмотрим множество S1 :=
{z = x+ ty | x ∈ S, t ∈ [0,+∞)}. Нетрудно проверить, что множество S1 является выпуклым,
принадлежит Q и, кроме того, S ⊂ S1. Вследствие максимальности S заключаем, что S = S1
и, значит, x + ty ∈ S для всех x ∈ S и всех t ∈ [0,+∞). Таким образом, y ∈ S∞ для всех
S ∈ σ(Q).

Обратно, если y ∈
⋂

{S∞ | S ∈ σ(Q)}, то из равенства Q =
⋃

{S | S ∈ σ(Q)} легко следует,
что x+ ty ∈ Q для всех x ∈ Q и всех t ∈ [0,+∞), т. е. y ∈ Q∞. Теорема доказана.

Следует отметить, что в качестве объекта, характеризующего строение неограниченных
множеств на бесконечности, рецессивный конус Q∞ часто используется в выпуклом и нели-
нейном анализе (см., например, [6; 15]).

2. Минимальные выпуклые мажоранты и максимальные вогнутые
миноранты функций

Пусть X — вещественное векторное пространство и пусть f : X → R — функция, опреде-
ленная на X и принимающая значения в расширенной вещественной прямой R := R ∪ {±∞}.



92 B.B. Гороховик

Множества epi f := {(x, α) ∈ X × R | f(x) ≤ α} и hypo f := {(x, α) ∈ X × R | f(x) ≥ α}
называются соответственно надграфиком и подграфиком функции f.

Функцию f : X → R будем называть l-собственной, если f(x) > −∞ для всех x ∈ X и
ее надграфик epi f есть непустое множество в X × R. Если же f(x) < +∞ для всех x ∈ X и
подграфик hypo f есть непустое множество в X × R, то функцию f : X → R будем называть
u-собственной.

Функция ϕ : X → R называется выпуклой, если она является l-собственной и

ϕ(λx+ (1− λ)y) ≤ λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y) для всех x, y ∈ X и всех λ ∈ [0, 1],

или, эквивалентно, ϕ выпукла, если ϕ(x) > −∞ для всех x ∈ X и ее надграфик epiϕ есть
непустое выпуклое множество в X × R.

Функция ψ : X → R называется вогнутой, если −ψ является выпуклой функцией или,
эквивалентно, если ψ(x) < +∞ для всех x ∈ X и ее подграфик hypoψ является непустым
выпуклым множеством в X × R.

Выпуклая функция ϕ : X → R называется выпуклой мажорантой функции f : X → R,

если epiϕ ⊂ epi f или, эквивалентно, если f(x) ≤ ϕ(x) для всех x ∈ X.

Минимальной выпуклой мажорантой функции f : X → R будем называть такую ее вы-
пуклую мажоранту ϕ0 : X → R, которая является минимальной (в смысле поточечного упо-
рядочения функций, определенных на X и принимающих значения в R) в семействе всех
выпуклых мажорант функции f, т. е. такую выпуклую мажоранту ϕ0 функции f, для которой
не существует другой выпуклой мажоранты ϕ функции f, отличной от ϕ0 и удовлетворяющей
неравенству ϕ(x) ≤ ϕ0(x) для всех x ∈ X.

Семейство всех минимальных выпуклых мажорант функции f будем обозначать ниже
символом Σ(f).

Теорема 2.1. Для любой l-собственной функции f : X → R, определенной на векторном
пространствеX, семейство ее минимальных выпуклых мажорант Σ(f) является непустым,
при этом

f(x) = min
ϕ∈Σ(f)

ϕ(x) для всех x ∈ X. (2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим семейство σ(epi f), состоящее из выпуклых ком-
понент надграфика функции f . Так как вектор (0X , 1) ∈ X × R (0X — нулевой вектор
пространства X) принадлежит рецессивному конусу (epi f)∞ надграфика f, то в силу тео-
ремы 1.2 (0X , 1) ∈ T∞ для любого T ∈ σ(epi f). Поскольку функция f является l-собственной
и T ⊂ epi f, то для любой точки x ∈ X либо прямая {x} × R := {(x, γ)} | γ ∈ R} не
пересекается с T, либо их пересечение есть непустой бесконечный полуинтервал, который
неограничен сверху и такой, что f(x) ≤ inf{γ | (x, γ) ∈ T}. Следовательно, каждая выпук-
лая компонента T ∈ σ(epif) надграфика функции f определяет на X выпуклую функцию
ϕT : x → ϕT (x) := inf{γ | (x, γ) ∈ T} (по общепринятому соглашению inf ∅ = +∞). Из вклю-
чения T ⊂ epi f заключаем, что f(x) ≤ ϕT (x) для всех x ∈ X, т. е. функция ϕT является
выпуклой мажорантой функции f , причем, вследствие того что T есть выпуклая компонента
надграфика f, ϕT есть минимальная (по отношению поточечного упорядочения) выпуклая ма-
жоранта функции f. Таким образом, семейство минимальных выпуклых мажорант функции f
является непустым.

Из того что в силу теоремы 1.1 семейство выпуклых компонент σ(epi f) образует покрытие
надграфика epi f , вытекает, что для каждой точки x ∈ X найдется выпуклая компонента Tx ∈
σ(epi f), содержащая (x, f(x)). Следовательно, для каждой точки x ∈ X имеем f(x) = ϕTx(x).
Из этого заключаем, что f(x) = min

T∈σ(epi f)
ϕT (x) для всех x ∈ X. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 2.1. Из доказательства теоремы 2.1 следует, что выпуклая функция
ϕ0 : X → R является минимальной выпуклой мажорантой l-собственной функции f в том
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и только том случае, когда ее надграфик epiϕ0 является выпуклой компонентой надграфика
epi f функции f.

Заметим также, что даже в том случае, когда функция f : X → R принимает всюду на
X конечные вещественные значения, среди ее минимальных выпуклых мажорант могут быть
и такие, которые принимают на некоторой части пространства X значение +∞. Например,
функции

ϕ1(x1, x2) =

{

0, если x1 = 0,

+∞, если x1 6= 0,
и ϕ2(x1, x2) =

{

0, если x2 = 0,

+∞, если x2 6= 0,

принимающие значение +∞, являются минимальными выпуклыми мажорантами функции
f(x1, x2) =

√

|x1x2|. Нетрудно видеть, что если их удалить из Σ(f), то равенство (2.1) не будет
выполняться на прямых x1 = 0 и x2 = 0.

Теорема 2.2. Пусть X — нормированное пространство и пусть f : X → R — функция,
определенная на X и принимающая значения в R. Для того чтобы функция f удовлетворяла
на всем пространстве X условию Липшица с константой L > 0, необходимо и достаточно,
чтобы все минимальные выпуклые мажоранты функции f также принимали конечные ве-
щественные значения для всех x ∈ X и удовлетворяли на X условию Липшица с константой,
не превосходящей L.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нетрудно убедиться, что функция f : X → R удовлетворяет на
X условию Липшица с константой L > 0 в том и только том случае, когда выпуклый конус
EL := {(x, α) ∈ X × R |L‖x‖ ≤ α} принадлежит рецессивному конусу (epi f)∞ ее надграфика
epi f. Так как в силу теоремы 1.2 (epi f)∞ =

⋂

{T∞ |T ∈ σ(epi f)}, где σ(epi f) — семейство
выпуклых компонент надграфика epi f, то включение EL ⊂ (epi f)∞ эквивалентно условию,
что EL ⊂ T∞ для всех T ∈ σ(epi f). Поскольку (см. замечание 2.1) выпуклые компоненты
надграфика epi f и только они являются надграфиками минимальных выпуклых мажорант
функции f, то последнее условие равносильно тому, что EL ⊂ (epiϕ)∞ для всех ϕ ∈ Σ(f), а
это, в свою очередь, равносильно тому, что каждая минимальная выпуклая мажоранта функ-
ции f удовлетворяет на X условию Липшица с константой Липшица, не превосходящей L.

Теорема доказана.

Двойственным по отношению к минимальным выпуклым мажорантам является понятие
максимальных вогнутых минорант функции.

Вогнутая функция ψ : X → R называется вогнутой минорантой функции f : X → R, если
hypoψ ⊂ hypo f или, эквивалентно, если ψ(x) ≤ f(x) для всех x ∈ X.

Максимальной вогнутой минорантой функции f : X → R будем называть такую ее вогну-
тую миноранту, которая является максимальной (в смысле поточечного упорядочения функ-
ций, определенных на X и принимающих значения в R) в семействе всех вогнутых мино-
рант функции f, т. е. такую вогнутую миноранту ψ0 функции f, для которой не существует
другой вогнутой миноранты ψ функции f, отличной от ψ0 и удовлетворяющей неравенству
ψ(x) ≥ ψ0(x) для всех x ∈ X.

В качестве следствия теорем 2.1 и 2.2 получаем аналогичные утверждения для u-собствен-
ных функций.

Теорема 2.3. Любая u-собственная функция f : X → R, определенная на векторном
пространстве X, может быть представлена в виде

f(x) = max
ϕ∈Ξ(f)

ϕ(x) для всех x ∈ X,

где Ξ(f) — семейство всех максимальных вогнутых минорант функции f.

Если X — нормированное пространство, то вещественнозначная функция f : X → R

удовлетворяет на всем пространстве X условию Липшица с константой L > 0 в том и
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только том случае, когда все максимальные вогнутые миноранты функции f принимают
конечные вещественные значения для всех x ∈ X и удовлетворяют на X условию Липшица
с константой, не превосходящей L.

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы проводится по той же схеме, что и доказательства
теорем 2.1 и 2.2, с заменой в рассуждениях надграфика функции f на ее подграфик. �

3. Представление полунепрерывных сверху (снизу) функций в виде
огибающих семейств вещественнозначных выпуклых мажорант

(вогнутых минорант), удовлетворяющих условию Липшица

Как следует из теорем 2.1 и 2.3, любая l-собственная функция f : X → R является точной
нижней огибающей семейства всех ее минимальных выпуклых мажорант, а любая u-собствен-
ная функция — точной верхней огибающей всех ее максимальных вогнутых минорант. Как
показывает пример функции f(x1, x2) =

√

|x1x2|, даже в том случае, когда рассматривае-
мая функция f принимает только конечные вещественные значения, среди ее минимальных
выпуклых мажорант, а также среди ее максимальных вогнутых минорант могут быть такие,
которые принимают бесконечные значения. В то же время если функция вещественнозначна
и удовлетворяет на всем пространстве условию Липшица, то в силу теоремы 2.3 все ее мини-
мальные выпуклые мажоранты и все максимальные вогнутые миноранты также принимают
только вещественные значения и удовлетворяют на всем пространстве условию Липшица.

Основная цель настоящего раздела — выделить класс таких вещественнозначных функций
f : X → R, определенных на нормированном векторном пространстве X, которые являются
нижней (не обязательно точной) огибающей некоторого семейства Φ, состоящего из выпуклых
функций, принимающих на X конечные значения и удовлетворяющих условию Липшица, т. е.
класс таких функций f, для которых найдется описанное выше семейство Φ такое, что

f(x) = inf
ϕ∈Φ

ϕ(x) для всех x ∈ X.

Ключевую роль при этом будут играть теоремы 2.1–2.3, а также следующая теорема.

Теорема 3.1. Пусть X — метрическое пространство и пусть f : X → R — ограни-
ченная сверху (снизу) вещественнозначная функция, определенная на X. Для того чтобы f

была полунепрерывной сверху (снизу) на X, необходимо и достаточно, чтобы она была пред-
ставима в виде поточечного предела невозрастающей (неубывающей) последовательности
вещественнозначных функций, удовлетворяющих на X условию Липшица.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем утверждение для полунепрерывных сверху функций.

Достаточность. Предположим, что функция f : X → R представима в виде f(x) =
lim
n→∞

fn(x) ∀ x ∈ X, где {fn : X → R} — невозрастающая последовательность функций, удо-

влетворяющих условию Липшица на X и, следовательно, непрерывных на X. Вследствие того
что для каждого x числовая последовательность {fn(x)} является невозрастающей, ее предел
равен точной нижней грани, т. е. f(x) = lim

n→∞
fn(x) = inf

n∈N
fn(x) ∀ x ∈ X. Как нижняя огиба-

ющая семейства непрерывных функций, функция f является полунепрерывной сверху (см.,
например, [16]).

Необходимость. Так как функция f ограничена сверху на X, то для некоторого веществен-
ного числа M имеем f(x) ≤M ∀ x ∈ X.

Для каждого вещественного числа k > 0 определим функцию

fk(x) = sup
y∈X

(f(y)− kd(y, x)) , (3.1)
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где d : X ×X → R — функция расстояния на X.
Непосредственно из определения функции fk видим, что M ≥ fk(x) ≥ f(x) ∀ x ∈ X (второе

неравенство получим, положив в (3.1) y = x.)
Для любых точек x1, x2, y ∈ X имеем f(y)−kd(y, x1) ≥ f(y)−kd(y, x2)−kd(x2, x1). Переходя

в обеих частях последнего неравенства к точной верхней грани по y и умножая на −1, выводим
fk(x2)− fk(x1) ≤ kd(x1, x2). Меняя x1 и x2 местами, окончательно получаем

|fk(x1)− fk(x2)| ≤ kd(x1, x2).

Следовательно, при каждом k > 0 функция fk удовлетворяет на X условию Липшица с кон-
стантой Липшица L = k.

Нетрудно видеть также, что если 0 < k1 ≤ k2, то fk2(x) ≤ fk1(x) ∀ x ∈ X. Следовательно,
семейство функций {fk, k > 0} является невозрастающим по k.

Поскольку fk(x) ≥ f(x) ∀ x ∈ X, то lim
k→+∞

fk(x) = inf
k>0

fk(x) ≥ f(x) ∀ x ∈ X. Покажем, что

верно и обратное неравенство f(x) ≥ inf
k>0

fk(x) ∀ x ∈ X, и, таким образом, установим равенство

f(x) = inf
k>0

fk(x) ∀ x ∈ X.

Зафиксируем x̄ ∈ X и положим, что k принимает значения из множества натуральных
чисел N. Для каждого k = n ∈ N выберем точку yn ∈ X такую, что

f(yn)− nd(yn, x̄) ≥ fn(x̄)−
1

n
.

Так как M ≥ f(x) ∀ x ∈ X и fn(x) ≥ f(x) ∀ x ∈ X, то nd(yn, x̄) ≤ M − fn(x̄) +
1

n
≤

M − f(x̄) + 1, откуда следует, что lim
n→∞

d(yn, x̄) = 0 и, значит, lim
n→∞

yn = x̄.

Воспользуемся далее неравенством

f(yn) ≥ f(yn)− nd(yn, x̄) ≥ fn(x̄)−
1

n
.

Так как функция f полунепрерывна сверху на X, то

f(x̄) ≥ lim sup
y→x̄

f(y) ≥ lim sup
n→+∞

f(yn) ≥ lim
n→∞

fn(x̄)− lim
n→∞

1

n
= inf

n∈N
fn(x̄) = inf

k>0
fk(x̄).

В силу произвольного выбора x̄ ∈ X заключаем, что f(x) = inf
n∈N

fn(x) = lim
n→∞

fn(x) ∀ x ∈ X.

Таким образом, необходимая часть критерия полунепрерывности сверху ограниченных
сверху функций, а следовательно, и критерий в целом доказаны.

Если f : X → R — ограниченная снизу функция, то, применив к −f доказанный критерий
полунепрерывности сверху, придем к сформулированному в теореме критерию полунепрерыв-
ности снизу ограниченных снизу функций. Теорема доказана.

Как оказалось, данное здесь доказательство необходимой части теоремы 3.1 содержится,
фактически, в книге [17, c. 238].2 Однако там оно приводится как доказательство того, что
всякая полунепрерывная снизу функция, которая, кроме того, ограничена снизу, принадлежат
первому классу Бэра, т. е. является поточечным пределом (неубывающей) последовательности
непрерывных функций. Данное доказательство воспроизводится здесь, чтобы показать, что на
самом деле сходящаяся последовательность может быть выбрана так, что каждая входящая в
нее функция не просто непрерывна, а удовлетворяет условию Липшица.

Теорема 3.2. Пусть X — нормированное векторное пространство и пусть f : X → R —
вещественнозначная функция, определенная на X.

2Автор благодарен В. А. Мильману, который обратил его (автора) внимание на русский перевод
книги Ф. Хаусдорфа [17].
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(i) Если функция f ограничена сверху, то для того чтобы f была полунепрерывной сверху
на всем пространстве X, необходимо и достаточно, чтобы она была представима в виде

f(x) = inf
ϕ∈Φ(f)

ϕ(x) для всех x ∈ X, (3.2)

где Φ(f) – некоторое семейство выпуклых мажорант функции f, принимающих конечные
вещественные значения для всех x ∈ X и удовлетворяющих на X условию Липшица.

(ii) Если функция f ограничена снизу, то для того чтобы f была полунепрерывной снизу
на всем пространстве X, необходимо и достаточно, чтобы она была представима в виде

f(x) = sup
ψ∈Ψ(f)

ψ(x) для всех x ∈ X,

где Ψ(f) – некоторое семейство вогнутых мажорант функции f, принимающих конечные
вещественные значения для всех x ∈ X и удовлетворяющих на X условию Липшица.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ограничимся только доказательством утверждения (i), посколь-
ку утверждение (ii) может быть получено как следствие (i) или же доказано по той же схеме.

Достаточность. Так как функции семейства Φ(f) непрерывны, то из представления
функции f в виде (3.2) следует, что f полунепрерывна сверху.

Необходимость. Если ограниченная сверху функция f является, кроме того, полунепре-
рывной сверху, то в силу теоремы 3.1 для нее можно указать невозрастающую последова-
тельность вещественнозначных функций {fn}, удовлетворяющих на X условию Липшшица и
такую, что

f(x) = inf
n∈N

fn(x) ∀ x ∈ X. (3.3)

Воспользовавшись далее теоремой 2.1, представим каждую функцию fn данной последова-
тельности в виде

fn(x) = min
ϕ∈Σ(fn)

ϕ(x) для всех x ∈ X, (3.4)

где Σ(fn) — семейство минимальных выпуклых мажорант функции fn, которые в силу теоре-
мы 2.2 принимают на X конечные вещественные значения и удовлетворяют на всем простран-
стве X условию Липшица.

Положим Φ(f) :=
∞
⋃

n=1
Σ(fn). Так как f ≤ fn ∀ n и fn ≤ ϕ ∀ ϕ ∈ Σ(fn), то любая функция

ϕ ∈ Φ(f) является выпуклой мажорантой функции f, удовлетворяющей условию Липшица.
Кроме того, из (3.3) и (3.4) получаем требуемое для f представление

f(x) = inf
n∈N

min
ϕ∈Σ(fn)

ϕ(x) = inf
ϕ∈Φ(f)

ϕ(x) для всех x ∈ X.

Необходимость доказана.

4. Полунепрерывные сверху (снизу) положительно однородные функции
как огибающие семейств непрерывных сублинейных мажорант

(суперлинейных минорант)

Напомним, что функция p : X → R, определенная на векторном пространстве X и прини-
мающая значения в расширенной вещественной прямой R, называется положительно одно-
родной, если

p(λx) = λp(x) для всех x ∈ X и всех λ > 0. (4.1)

Из (4.1) следует, что в точке x = 0 положительно однородная функция может принимать
одно из следующих трех значений: либо 0, либо +∞, либо −∞. Условимся, что ниже мы будем
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рассматривать только такие положительно однородные функции p : X → R, для которых
p(0) = 0.

Выпуклая положительно однородная функция p : X → R называется сублинейной, а во-
гнутая положительно однородная функция p : X → R — суперлинейной.

Напомним, что в соответствии с определением выпуклые, и, следовательно, сублинейные
функции являются l-собственными, а суперлинейные — u-собственными.

Теорема 4.1. Любая минимальная выпуклая мажоранта l-собственной положительно
однородной функции является сублинейной функцией, а любая максимальная вогнутая ми-
норанта u-собственной положительно однородной функции — суперлинейной функцией.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем утверждение только для минимальных выпуклых ма-
жорант l-собственной положительно однородной функции. Поскольку надграфик epi p
l-собственной положительно однородной функции p есть конус, не содержащий вертикаль-
ных прямых, то каждая выпуклая компонента надграфика p является выпуклым конусом, не
содержащим вертикальных прямых, и, следовательно, соответствующая ей (выпуклой ком-
поненте) минимальная выпуклая мажоранта, является выпуклой положительно однородной
функцией, т. е. сублинейной. Теорема доказана.

Из теорем 2.1 и 4.1 следует, что для любой l-собственной положительно однородной функ-
ции p : X → R существует такое семейство Φ, состоящее из сублинейных функций, опреде-
ленных на X и принимающих значения в R ∪ {+∞}, что

p(x) = min
ϕ∈Φ

ϕ(x) для всех x ∈ X.

Этот факт ранее был установлен другим методом М. Кастеллани [18;19].
Вместе с тем В.Ф.Демьянов и А.М.Рубинов [1;2] доказали, что для любой полунепрерыв-

ной сверху положительно однородной функции p : Rn → R, определенной на конечномерном
векторном пространстве Rn и принимающей конечные вещественные значения при всех x ∈ R

n,

можно указать такое семейство Φ сублинейных мажорант, что

p(x) = inf
ϕ∈Φ

ϕ(x) для всех x ∈ X,

при этом Φ состоит только из таких сублинейных функций ϕ : R
n → R, которые также

принимают конечные значения на всем пространстве R
n. А. Удерзо [9] распространил этот

результат на случай, когда областью определения вещественнозначной полунепрерывной снизу
функции p : X → R является равномерно выпуклое банахово пространство X.

В настоящем разделе будет показано, что данное утверждение справедливо также для
вещественнозначных полунепрерывных сверху положительно однородных функций, опреде-
ленных на произвольном нормированном пространстве X.

Начнем со следующей теоремы.

Теорема 4.2. Пусть X — нормированное векторное пространство. Для того чтобы ве-
щественнозначная положительно однородная функция p : X → R была полунепрерывной
сверху (снизу) на X, необходимо и достаточно, чтобы она была представима в виде пото-
чечного предела невозрастающей (неубывающей) последовательности вещественнозначных
положительно однородных функций, удовлетворяющих на X условию Липшица.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что данная теорема, хотя и похожа по формулиров-
ке на теорему 3.1, не является ее прямым следствием, поскольку, во-первых, положительно
однородная функция p не предполагается ограниченной сверху (снизу) и, во-вторых, из тео-
ремы 3.1 следует только то, что полунепрерывная сверху (снизу) положительно однородная
функция является поточечным пределом невозрастающей (неубывающей) последовательности
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липшицевых функций, которые, вообще говоря, могут не быть положительно однородными.
Покажем, какие дополнения следует внести в доказательство теоремы 3.1, чтобы убедиться в
справедливости теоремы 4.2. Заметим, что такие дополнения требуются лишь в доказатель-
стве необходимой части теоремы. Рассмотрим случай полунепрерывной сверху положительно
однородной функции p : X → R.

Если вещественнозначная функция p : X → R является полунепрерывной сверху на всем
пространстве X, то она полунепрерывна сверху в точке x = 0 и, следовательно, для любого
ε > 0 можно указать такое δ > 0, что p(x) ≤ p(0)+ ε = ε для всех x ∈ Bδ(0). Откуда получаем,

что p(x) ≤
ε

δ
‖x‖ для все x ∈ X. Значит, p(x) ≤ M‖x‖ для всех x ∈ X, где M — некоторое

положительное вещественное число.
Так же, как и при доказательстве теоремы 3.1, для каждого вещественного числа k > 0 по

функции p определим на X функцию

pk : x→ pk(x) := sup
y∈Y

(p(y)− k‖y − x‖).

Поскольку p положительно однородна, то для всех x ∈ X и всех λ > 0 справедливо равенство

pk(λx) = sup
y∈X

(p(y)− k‖y − λx‖) = λ sup
y∈X

(p(λ−1y)− k‖λ−1y − x‖) = λpk(x),

из которого следует, что pk также положительно однородная функция. Кроме того, как было
показано при доказательстве теоремы 3.1, при любом k > 0 функция pk является липшицевой
наX и удовлетворяет для всех x ∈ X неравенству p(x) ≤ pk(x). Если же k > M, то справедливо
и неравенство pk(x) ≤ M‖x‖ для всех x ∈ X. Следовательно, при каждом k > M функция pk
принимает конечные вещественные значения. При доказательстве теоремы 3.1 было показано
также то, что построенное семейство функций {pk, k > 0} является невозрастающим по k на
(0, +∞).

В связи с тем, что для любого x ∈ X числовая функция k → pk(x) ограничена снизу
числом p(x), существует предел lim

k→∞
pk(x), причем

lim
k→∞

pk(x) = inf
k>0

pk(x) ≥ p(x) для всех x ∈ X. (4.2)

Покажем, что неравенство в (4.2) выполняется на самом деле при всех x ∈ X как равенство.
Докажем сначала, что для любого заданного x ∈ X и любого числа k > M множество

Lα(x, k) = {y ∈ X | p(y)− k‖y − x‖ ≥ α}

является непустым, замкнутым и ограниченным при любом α ≤ p(x). Непосредственно из
определения множества Lα(x, k) видно, что при любом α ≤ p(x) оно содержит точку x и,
соответственно, является непустым. Замкнутость множества Lα(x, k) следует из полунепре-
рывности сверху функции y → p(y)− k‖y − x‖.

Для доказательства ограниченности Lα(x, k) предположим противное. Тогда найдется по-
следовательность {yn} ⊂ Lα(x, k) такая, что ‖yn‖ → ∞ при n→ ∞. Без ограничения общности
мы можем считать, что yn 6= 0 ∀ n. Из неравенства α ≤ p(yn)− k‖yn−x‖ ≤M‖yn‖− k‖yn−x‖
имеем

α

‖yn‖
≤M − k

∥

∥

∥

yn

‖yn‖
−

x

‖yn‖

∥

∥

∥
,

откуда получаем
α

‖yn‖
≤M − k

(

1−
‖x‖

‖yn‖

)

.

Переходя к пределу при n → ∞, выводим неравенство 0 ≤ M − k, которое противоречит
выбору k.

Полученное противоречие доказывает ограниченность множества Lα(x, k).
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Зафиксируем k∗ > M и рассмотрим произвольную точку x̄ ∈ X. Поскольку pk(x̄) =
sup
y∈X

(p(y)− k‖y − x̄‖), то для любого k существует точка yk := yk(x̄) ∈ X такая, что

p(yk)− k‖yk − x̄‖ > pk(x̄)−
1

k
. (4.3)

Из этого неравенства для любого k ≥ k∗ имеем

p(yk)− k∗‖yk − x̄‖ ≥ p(yk)− k‖yk − x̄‖ ≥ pk(x̄)−
1

k
≥ p(x̄)− 1. (4.4)

Последнее неравенство показывает, что при k ≥ k∗ точка yk принадлежит множеству
Lp(x̄)−1(x̄, k

∗), которое, как это было установлено выше, является замкнутым и ограничен-
ным, и, следовательно, последовательность {yk} также является ограниченной. Покажем, что
последовательность {yk} сходится при k → ∞ к точке x̄.

Из неравенств (4.4) имеем p(yk)−k‖yk−x̄‖ ≥ p(x̄)−1, откуда, учитывая, что p(x) ≤ pk(x) ≤
pk∗(x) для всех x ∈ X, получаем

k‖yk − x̄‖ ≤ pk∗(yk)− p(x̄) + 1. (4.5)

Поскольку функция pk∗ является липшицевой и, следовательно, непрерывной, то из огра-
ниченности последовательности {yk} вытекает ограниченность последовательности {pk∗(yk)}.
Из (4.5) заключаем, что последовательность {k‖yk − x̄‖} также является ограниченной, а это,
в свою очередь, влечет yk → x̄ при k → ∞.

Воспользуемся далее неравенством p(yk) ≥ pk(x̄) −
1

k
, которое следует из (4.3). Учитывая

равенство inf
k≥k∗

pk(x) = lim
k→∞

pk(x) и то, что функция p полунепрерывна сверху на X, получаем

p(x̄) ≥ lim sup
y→x̄

p(y) ≥ lim sup
k→∞

p(yk) ≥ lim
k→∞

(

pk(x̄)−
1

k

)

= inf
k≥k∗

pk(x̄).

В силу произвольного выбора точки x̄ ∈ X из последнего неравенства и неравенства (4.2)
заключаем, что p(x) = lim

k→∞
pk(x) = inf

k>0
pk(x) для всех x ∈ X. Теорема доказана.

Теорема 4.3. Пусть X — произвольное нормированное пространство. Для того чтобы
вещественнозначная положительно однородная функция p : X → R была полунепрерывной
сверху (снизу) на X, необходимо и достаточно, чтобы она была нижней (верхней) огибающей
некоторого семейства ее непрерывных сублинейных мажорант (суперлинейных минорант),
принимающих конечные значения на всем X.

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы проводится по схеме доказательства теоремы 3.2,
но на первом этапе доказательства необходимости вместо теоремы 3.1 надо воспользоваться
теоремой 4.2 и учесть в окончательной формулировке, что липшицевость сублинейных функ-
ций на всем пространстве X эквивалентна их непрерывности на X. �

В заключение отметим, что теорема 4.3 позволяет распространить понятие экзостера, вве-
денное В.Ф.Демьяновым [3] в конечномерных пространствах, не только на полунепрерывные
положительно однородные функции, определенные на равномерно выпуклых банаховых про-
странствах, как это сделал А.Удерзо в [9], но и на полунепрерывные положительно однородные
функции, определенные на любом нормированном пространстве. Для этого надо воспользо-
ваться тем, что каждой непрерывной сублинейной функции ϕ : X → R, определенной на нор-
мированном пространстве X, в силу классической двойственности Минковского соответствует
w∗-слабо компактное выпуклое подмножество ∂ϕ ⊂ X∗ (X∗ — пространство непрерывных
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линейных функционалов на X) такое, что

ϕ(x) = max
x∗∈∂ϕ

〈x, x∗〉 для всех x ∈ X,

где 〈·, ·〉 — билинейная форма, приводящая X и X∗ в двойственность.

Используя эту двойственность и теорему 4.3, каждой полунепрерывной сверху положи-
тельно однородной функции p : X → R, определенной на произвольном нормированном про-
странстве X, может быть поставлено в соответствие семейство E∗(p), состоящее из w∗-слабо
компактных выпуклых подмножеств пространства X∗, такое, что

p(x) = inf
A∈E∗(p)

max
x∗∈A

〈x, x∗〉 для всех x ∈ X.

Данное семейство E∗(p) является, если следовать терминологии В.Ф.Демьянова, верхним эк-
зостером функции p.

Подобным образом, используя классическую двойственность Минковского и теорему 4.3,
для каждой полунепрерывной снизу положительно однородной функции, определенной на
нормированном пространстве, может быть определен нижний экзостер Демьянова.
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16. Bourbaki N. Éléments de Mathématique, Premièr partie, Livre III, volume Topologie Générale.
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