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В статье исследуется функция цены в задаче оптимального управления на бесконечном горизонте

с подынтегральным индексом, входящим в функционал качества с дисконтирующим множителем. Прове-

ден анализ ее свойств для случая, когда функционал платы управляемой системы содержит индекс каче-

ства, который представлен неограниченной функцией. Дана верхняя оценка роста функции цены. Полу-

чены необходимые и достаточные условия, при которых функция цены обладает свойствами стабильности

в инфинитезимальной форме. Рассмотрен вопрос о совпадении функции цены с обобщенным минимакс-

ным решением уравнения Гамильтона — Якоби — Беллмана — Айзекса. Показана единственность соответ-

ствующего минимаксного решения. Дано описание асимптотики роста функции цены для функционалов

качества логарифмического, степенного и экспоненциального видов, встречающихся в экономическом и

финансовом моделировании. Полученные результаты могут быть использованы для построения сеточ-

ных методов апроксимации функции цены как обобщенного минимаксного решения уравнения Гамиль-

тона —Якоби —Беллмана —Айзекса. Эти методы являются эффективными средствами в моделировании

процессов экономического роста.
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Введение

Начало изучения свойств стабильности в теории оптимального управления было положено
Н.Н.Красовским и А.И.Субботиным в монографии [9] для решения задачи преследования и
убегания. Их исследование было продолжено в работе А.И.Субботина [13], в которой были
сформулированы свойства стабильности в инфинитезимальной форме, введено понятие мини-
максных решений уравнений Гамильтона — Якоби и доказаны теоремы существования, един-
ственности и корректности. В дальнейшем эти свойства были перенесены Н.Н.Субботиной
на обобщенный метод характеристик [11]. Вопросам построения вычислительных методов

1Работа выполнена при поддержке гранта РНФ 15-11-10018.
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на основе свойств стабильности в инфинитезимальной форме посвящены работы В.Н.Ушакова
и его сотрудников [15].

В настоящей статье свойства стабильности используются при решении важной задачи
управления на бесконечном горизонте. Ее история восходит к созданию фундаментальных мо-
делей экономического роста Рамсея [2] и Солоу [3]. Однако математическая постановка этой
задачи впервые была дана в терминах теории оптимального управления в статье И.Ц.Капуццо
Дольчетта и Х.Ишии [1]. Их идеи развили Р.А.Адиатулина и А.М.Тарасьев в работе [4], где
они исследовали некоторые свойства функции цены для этой задачи. Следует сказать, что
систематический характер изучения задач управления с бесконечным горизонтом на основе
принципа максимума Понтрягина был заложен в монографии С.М.Асеева и А.В.Кряжимс-
кого [5].

В упомянутых работах процесс описывался как управляемая система на бесконечном го-
ризонте с функционалом качества, содержащим дисконтирующий множитель, а также индекс
качества, который представлен ограниченной функцией. Долгое время без рассмотрения оста-
вался случай, когда индекс качества является неограниченной функцией. Этому вопросу по-
священа статья М.С.Никольского [12], в которой рассматривались проблемы существования
функций цены.

Далее изучение таких задач получило развитие в предыдущей статье авторов [6], в которой
были изучены свойства асимптотического роста функции цены, исследована непрерывность
функции цены и построены оценки для гёльдеровских параметров непрерывности. В насто-
ящей статье эта работа продолжена в направлении анализа свойств стабильности функций
цены.

В разд. 1 найдены необходимые и достаточные условия, при которых функция цены обла-
дает свойствами стабильности, и рассматриваются важные частные случаи для функционалов
качества логарифмического, степенного и экспоненциального вида, встречающихся в моделях
экономического роста и финансовой математике (см. [7;10]). В разд. 2 показано, что функция
цены является единственным минимаксным решением уравнения Беллмана — Айзекса, клас-
сического для теории оптимального управления, частного случая уравнения Гамильтона —
Якоби.

1. Свойства стабильности функции цены

В этой статье рассматривается следующая управляемая система:

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), (1.1)

x(t0) = 0,

где x ∈ R
n, u ∈ P ⊂ R

p (P — компакт). Функционал качества задается равенством

J(x(·), u(·)) =
+∞∫

t0

e−λτh(x(τ), u(τ))dτ, λ > 0, t0 > 0. (1.2)

Предполагается, что выполнены следующие условия.

1. Функции f и h непрерывны по совокупности переменных на R
n × P .

2. Для любых x1, x2 ∈ R
n при любом p справедливы соотношения Липшица по аргументу x:

‖f(x1, p)− f(x2, p)‖ 6 L‖x1 − x2‖, (1.3)

|h(x1, p)− h(x2, p)| 6 L‖x1 − x2‖, (1.4)

где L — константа.
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3. Также для любых x, p выполняется условие подлинейного роста по аргументу x:

‖f(x, p)‖ 6 κ(1 + ‖x‖), (1.5)

|h(x, p)| 6 κ(1 + ‖x‖), (1.6)

где κ — положительная константа.

Для исследования системы будет удобно ввести переменную

ỹ = e−λτh(x(τ), u(τ)).

Пусть u(·) — измеримое по Лебегу программное управление на конечном интервале [t0, T ].
Множество управлений u(·) на интервале [t0, T ] обозначим символом UT .

О п р е д е л е н и е 1. Функцией цены в задаче с конечным горизонтом для начальной

позиции (t0, z0), где t0 ∈ (0, T ), z0 =

(
x0
ỹ0

)
, x0 ∈ R

n, ỹ0 ∈ R, называется величина

wT (t0, z0) = sup
u(·)∈U

(
ỹ0 +

T∫

t0

e−λτh(x(τ), u(τ)) dτ

)
,

где x(·) удовлетворяет условию ẋ(t) = f(x(t), u(t)), τ пробегает значения внутри отрезка [t0, T ],
x(t0) = x0.

Также нам потребуется определение функции цены в задаче с бесконечным горизонтом.
Символом U обозначим множество всех программных измеримых по Лебегу управлений u(·)
на интервале [t0,+∞].

О п р е д е л е н и е 2. Функцией цены в задаче с бесконечным горизонтом для начальной

позиции (t0, z0), где t0 ∈ (0, T ), z0 =

(
x0
ỹ0

)
, x0 ∈ R

n, ỹ0 ∈ R, называется величина

w(t0, z0) = sup
u(·)∈U

lim
T→+∞

(
ỹ0 +

T∫

t0

e−λτh(x(τ), u(τ)) dτ

)
, (1.7)

где x(·) удовлетворяет условию ẋ(t) = f(x(t), u(t)), τ пробегает значения внутри отрезка [t0, T ],
x(t0) = x0.

Заметим, что

wT (t0, z0) = − inf
u(·)∈U

(
− ỹ0−

T∫

t0

e−λτh(x(τ), u(τ)) dτ

)
= ỹ0− inf

u(·)∈U

( T∫

t0

e−λτ (−h(x(τ), u(τ))) dτ

)
.

Если мы обозначим g(x, u) = −h(x, u), y = −ỹ, x ∈ R
n, u ∈ P , то сможем записать

wT (t0, z0) = − ỹ0 − inf
u(·)∈U

( T∫

t0

e−λτg(x(τ), u(τ)) dτ

)
= −ωT (t0, z0)

и также считать функцию ωT (t0, z0) функцией цены. Отметим, что h удовлетворяет свой-
ствам (1.4) и (1.6), а для параметра y справедливо

y = −ỹ = −e−λτh(x(τ), u(τ)) = e−λτg(x(τ), u(τ)).
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Таким же образом для функции цены w(t0, z0) введем ее аналог:

w(t0, z0) = − inf
u(·)∈U

lim
T→+∞

(
− ỹ0 −

T∫

t0

e−λτh(x(τ), u(τ)) dτ

)

= − y0 − inf
u(·)∈U

lim
T→+∞

( T∫

t0

e−λτ (g(x(τ), u(τ))) dτ

)
= −ω(t0, z0).

В дальнейшем будем исследовать свойства именно функции ω(t0, z0).
Определим множества, которые нам потребуются дальше. Пусть z = (x, y) ∈ R

m×R, u ∈ P ,
S = {s ∈ R

m : ‖s‖ = 1}, t ∈ [0,+∞). Положим

F1(t, x) = co{(f(x, u), e−λtg(x, u)) : u ∈ P}, (1.8)

F2(t, x, u) = (f(x, u), e−λtg(x, u)).

Здесь символом co{x : x ∈ X} обозначена выпуклая оболочка множества X.
Определим гамильтониан задачи управления соотношением

H(x, s) =
1

λ
min
u∈P

(〈s, f(x, u)〉+ g(x, u)). (1.9)

Нетрудно увидеть, что функция H(x, s) удовлетворяет условию Липшица по аргументу x с кон-
стантой L из условий (1.3), (1.4):

|H(x1, s)−H(x2, s)| 6 L|x1 − x2|. (1.10)

Символом Z1(t, z) обозначим множество абсолютно непрерывных функций z(·), отобра-
жающих [t,+∞) в R

m+1 и удовлетворяющих почти всюду на каждом конечном интервале
времени дифференциальному включению

ż(τ) ∈ F1(τ, x(τ)), (1.11)

где τ ∈ [t,+∞], и начальному условию z(t) = z0.
Символом Z2(t, z, u) обозначим множество абсолютно непрерывных функций z(·), отоб-

ражающих [t,+∞) в R
m+1 и удовлетворяющих почти всюду на каждом конечном интервале

времени дифференциальному включению ż(τ) = F2(τ, x(τ), u), u ∈ P, где τ ∈ [t,+∞], и на-
чальному условию z(t) = z0.

Будем следовать терминологии [9], где движения из множеств Z1(t, z), Z2(t, z, u) называ-
ются обобщенными движениями. Для обобщенных движений справедливо следующее утвер-
ждение.

Лемма 1. Пусть t0 ∈ [0,+∞), z0 = (x0, y0), u ∈ P и движение z(t) = (x(t), y(t)),
где y(t) = e−λtg(x(t), u(t)), лежит во множестве Z1(0, (x0, 0)), тогда в этом множестве

Z1(0, (x0, 0)) также лежит и движение z∗(t) = (x(t− t0), e
−λt0y(t− t0)+ y0), где t ∈ [t0,+∞).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению множества Z1(0, (x0, 0))

ż(τ − t0) ∈ co{f(x(τ − t0), u), e
−λ(τ−t0)g(x(τ − t0), u) : u ∈ P}

для почти всех τ > t0. Поэтому для функции z∗(t), определенной как

z∗(t) = (x(t− t0), e
−λt0y(t− t0) + y0),

выполняется соотношение ż∗(τ) ∈ co{f(x∗(τ), u), e−λ(τ)g(x∗(τ), u)) : u ∈ P}. Так как выполнено
z∗(t0) = (x(0), e−λt0y(0)+y0) = (x0, y0), то получаем, что z∗(·) лежит во множестве Z1(0, (x0, 0)).

Лемма доказана.
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Теорема 1. Пусть λ > κ. Тогда для функции цены в задаче с бесконечным горизонтом

справедлива оценка

|ω(t0, z0)| 6 A+B‖x0‖, z0 =

(
x0
y0

)
, (1.12)

где

A = |y0|+
κ

λ
e−λt0 , (1.13)

B =
1

λ− κ
e−λt0 . (1.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ω(t0, z0) — функция цены в задаче с бесконечным гори-
зонтом. Покажем справедливость оценки (1.12).

По определению функции цены (1.7)

|ω(t0, z0)| = |w(t0, z0)| 6 sup
u∈U

lim
T→∞

∣∣∣∣y0 +
T∫

t0

e−λτ (−h(x(τ), u(τ))) dτ

∣∣∣∣

6 |y0|+ sup
u∈U

lim
T→∞

T∫

t0

|e−λτ (−h(x(τ), u(τ)))| dτ = |y0|+ sup
u∈U

lim
T→∞

T∫

t0

|e−λτ | · | − h(x(τ), u(τ))| dτ

= |y0|+ sup
u∈U

lim
T→∞

T∫

t0

|e−λτ | · |g(x(τ), u(τ))| dτ 6 |y0|+ sup
u∈U

lim
T→∞

T∫

t0

κe−λτ (1 + ‖x(τ)‖) dτ

6 |y0|+ lim
T→∞

T∫

t0

κe−λτ (1 + ‖x0‖eκ(τ−t0)) dτ = |y0|+
+∞∫

t0

κe−λτ dτ +

+∞∫

t0

κ‖x0‖e−λτ+κ(τ−t0) dτ

= |y0|+
κ

−λ
e−λτ

∣∣∣∣
+∞

t0

+
‖x0‖

−λ+ κ
e−λτ+κ(τ−t0)

∣∣∣∣
+∞

t0

= |y0|+
κ

λ
e−λt0 +

‖x0‖
λ− κ

e−λt0 = A+B‖x0‖.

Мы получили оценку (1.12). Отметим, что условие λ > κ обеспечивает сходимость интегралов.

Теорема доказана.

Особый интерес представляют частные случаи, встречающиеся в моделях экономического
роста (см., например, [7, с. 167] и [10, с. 109]), когда подынтегральный индекс −h(x, u) = g(x, u)
принимает одно из следующих выражений — во всех этих случаях управляющий параметр
максимизируется: G(x) = max

u∈P
|g(x, u)|.

1. G(x) = max{0,−ke−
∑

n

i=1 aixi + k}, где k > 0, ai > 0, t ∈ [0, T ]. (1.15)

|ω(t0, z0)| = |w(t0, z0)| 6 sup
u∈U

lim
T→∞

∣∣∣∣y0 +
T∫

t0

e−λτ (−h(x(τ), u(τ))) dτ

∣∣∣∣

6 |y0|+ sup
u∈U

lim
T→∞

T∫

t0

|e−λτ | · |g(x(τ), u(τ))| dτ 6

+∞∫

t0

e−λτ‖max{0,−ke−
∑

n

i=1 aixi + k}‖ dτ

6

+∞∫

t0

e−λτ max{0,−ke−‖x0‖eκ(τ−t0)
+ k} dτ.
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Легко увидеть, что теперь выражение внутри максимума стало положительно. Тогда получаем

+∞∫

t0

e−λτ max{0,−ke−‖x0‖eκ(τ−t0)
+ k} dτ =

+∞∫

t0

−ke−λτe−‖x0‖eκ(τ−t0)
+ ke−λτ dτ

6

+∞∫

t0

−k‖x0‖e−λτ−‖x0‖eκ(τ−t0)
dτ+

+∞∫

t0

ke−λτ dτ 6

+∞∫

t0

−k‖x0‖eκ(τ−t0)−‖x0‖eκ(τ−t0)
dτ+

+∞∫

t0

ke−λτ dτ

= ke−‖x0‖eκ(τ−t0)
∣∣∣
+∞

t0
+

k

−λ
e−λτ

∣∣∣
+∞

t0
= 0− ke−‖x0‖ +

k

λ
e−λt0 .

Итак, оценка функции цены для этого случая имеет вид

|ω(t0, z0)| 6 0− ke−‖x0‖ +
k

λ
e−λt0 . (1.16)

При t0 = 0 эта оценка равна

−ke−‖x0‖ +
k

λ
.

2. G(x) =

n∑

i=1

ai

1− bi
x1−bi
i , где 0 < bi < 1, ai > 0, t ∈ [0, T ]. (1.17)

|ω(t0, z0)| = |w(t0, z0)| 6 sup
u∈U

lim
T→∞

∣∣∣∣y0 +
T∫

t0

e−λτ (−h(x(τ), u(τ))) dτ

∣∣∣∣

6 |y0|+ sup
u∈U

lim
T→∞

T∫

t0

|e−λτ | · |g(x(τ), u(τ))| dτ 6

+∞∫

t0

e−λτ
∥∥∥

n∑

i=1

ai

1− bi
x1−bi
i

∥∥∥ dτ

6

+∞∫

t0

e−λτβ‖x0‖αeακ(τ−t0) dτ = β‖x0‖α
+∞∫

t0

e−λτ+ακτ−ακt0 dτ

= β‖x0‖αe−ακt0

+∞∫

t0

e−λτ+ακτ dτ =
β‖x0‖αe−ακt0

ακ − λ
e(ακ−λ)t0

∣∣∣
+∞

t0
=

β‖x0‖αe−ακt0

ακ − λ
(−e(ακ−λ)t0).

Здесь β = max
i=1,...,n

{ ai

1− bi

}
; α = max

i=1,...,n
{1 − bi} в случае если ‖x0‖ ≥ 1; α = min

i=1,...,n
{1 − bi} в

случае если ‖x0‖ < 1.
Функция цены ограничена сверху:

|ω(t0, z0)| 6
β‖x0‖αe−ακt0

ακ − λ
(−e(ακ−λ)t0). (1.18)

При t0 = 0 эта оценка равна
β‖x0‖α
ακ − λ

.

3. G(x) = max
{
0,

n∑

i=1

ai lnxi

}
, где ai > 0, t ∈ [0, T ]. (1.19)

|ω(t0, z0)| = |w(t0, z0)| 6 sup
u∈U

lim
T→∞

∣∣∣y0 +
T∫

t0

e−λτ (−h(x(τ), u(τ))) dτ
∣∣∣
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6 |y0|+ sup
u∈U

lim
T→∞

T∫

t0

|e−λτ | · |g(x(τ), u(τ))| dτ 6

+∞∫

t0

e−λτ
∥∥∥max

{
0,

n∑

i=1

ai lnxi

}∥∥∥ dτ

6

+∞∫

t0

e−λτ max
{
0, ln ‖x0‖+ (τ − t0)κ

n∑

i=1

ai

}
dτ

6

+∞∫

t0

e−λτ max {0, ln ‖x0‖} dτ +

+∞∫

t0

e−λτ max
{
0, (τ − t0)κ

n∑

i=1

ai

}
dτ

6

+∞∫

t0

e−λτ max {0, ln ‖x0‖} dτ +

+∞∫

t0

e−λτ (τ − t0)κ
n∑

i=1

ai dτ

= max {0, ln ‖x0‖}
+∞∫

t0

e−λτ dτ −
+∞∫

t0

e−λτ
κt0

n∑

i=1

ai dτ +

+∞∫

t0

e−λττκ

n∑

i=1

ai dτ

= max {0, ln ‖x0‖}
e−λτ

−λ

∣∣∣
+∞

t0
− κt0

n∑

i=1

ai
e−λτ

−λ

∣∣∣
+∞

t0
+ κτ

n∑

i=1

ai
e−λτ

−λ

∣∣∣
+∞

t0
− κ

n∑

i=1

ai

+∞∫

t0

e−λτ

−λ
dτ

6
e−λt0

λ
max {0, ln ‖x0‖}+ κt0

n∑

i=1

ai
e−λt0

−λ

∣∣∣
+∞

t0
+ κt0

n∑

i=1

ai
e−λt0

λ
− κ

n∑

i=1

ai
e−λτ

λ2

∣∣∣
+∞

t0

=
e−λt0

λ
max {0, ln ‖x0‖}+ κ

n∑

i=1

ai
e−λt0

λ2
.

Таким образом, имеем

|ω(t0, z0)| 6
e−λt0

λ
max {0, ln ‖x0‖}+ κ

n∑

i=1

ai
e−λt0

λ2
. (1.20)

При t0 = 0 эта оценка равна

1

λ
max {0, ln ‖x0‖} +

κ

n∑
i=1

ai

λ2
.

Отметим, что во всех трех случаях условие λ > κ не используется.

В статье [6, лемма 4] было показано, что функция цены ω(t, z) представима в виде

ω(t, z) = y + e−λtω(0, x, 0).

Используя этот факт, мы докажем следующую теорему. Для удобства дальнейших выкладок
обозначим v(x) = ω(0, (x, 0)) и будем называть эту функцию стационарной функцией цены.

Теорема 2. Пусть λ > κ. Функция v : Rm → R является функцией цены задачи оп-

тимального управления (1.1), (1.2) тогда и только тогда, когда выполняются следующие

условия.

1. Функция v непрерывна и для любого момента времени t ∈ [0,+∞) она ограничена:

|v(x)| 6 A+B‖x‖,
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где параметры A и B удовлетворяют соотношениям (1.13), (1.14).
2. Для всех t ∈ [0,+∞), x ∈ R

n существуют движения z(t) = (x(t), y(t)), где y(t) =
e−λtg(x(t), u(t)), из множества Z1(0, (x, 0)) (из множества решений дифференциального вклю-

чения (1.11), правая часть которого порождается выпуклой оболочкой (1.8) по управлениям

u ∈ P ) такие, что

e−λtv(x(t)) + y(t) 6 v(x). (1.21)

3. Для всех t ∈ [0,+∞), x ∈ R
n, u ∈ P найдутся движения z(t) = (x(t), y(t)) из множе-

ства Z2(0, (x, 0), u), где y(t) = e−λtg(x(t), u(t)), такие, что

e−λtv(x(t)) + y(t) > v(x). (1.22)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v — функция цены задачи (1.1) (1.2). Покажем, что вы-
полняются условия 1–3. Начнем с первого условия. По теореме 1 имеем

|v(x)| = |ω(0, (x, 0))| ≤ A+B‖x‖, где A =
κ

λ
, B =

1

λ− κ
.

Покажем справедливость условия 2. По определению цены игры для любого положитель-
ного ε найдется стратегия u такая, что

lim
θ→+∞

y(θ) 6 v(x0) + ε

для всех z(·) = (x(·), y(·)). Следовательно,

y0(t) + e−λtv(x0(t)) = ω(t, z0(t)) = sup
u

lim
θ→+∞

y(θ) 6 v(x0) + ε.

Здесь u ∈ U , z(·) = (x(·), y(·)). Итак, для любого положительного ε нашлось движение z0
такое, что выполняется условие 2. Условие 3 доказывается аналогично.

Теперь покажем справедливость утверждения в обратную сторону. Пусть некоторая функ-
ция ϕ удовлетворяет условиям 1–3 и x0 ∈ R

m. Покажем, что ϕ(x0) = v(x0). По условию 2 най-
дется движение z(·) = (x(·), y(·)) ∈ Z1(0, (x0, 0)) такое, что e−λ(t−t0)ϕ(x(t−t0))+y(t−t0) 6 ϕ(x0).
Дважды пользуясь условием 2, получаем

e−λtϕ(x(t− t0)) + e−λt0y(t− t0) + y0 6 e−λt0ϕ(x0) + y0 6 ϕ(x0).

По лемме 1 движение (x(τ − t0), e
−λt0y(τ − t0) + y), где τ ∈ [t0,+∞), лежит во множестве

Z1(t0, x0), z0 = (x0, y0). Теперь можно воспользоваться леммой 15.1 из [9]. А именно для каж-
дого числа T ∈ (0,+∞) найдется стратегия u такая, что для любого движения z(·) = (x(·), y(·))
выполняется неравенство e−λTϕ(x(T ))+ y(T ) 6 ϕ(x0). Пользуясь теоремой 1, можем записать

−e−λT (A+B‖x(T )‖) + y(T ) 6 ϕ(x0), (1.23)

откуда по определению цены ωT (0, (x0, 0)) получим

−e−λT (A+B‖x(T )‖) + wT (0, (x0, 0)) 6 ϕ(x0), T ∈ (0,+∞).

Теперь воспользуемся неравенством Гронуолла:

−e−λTA− e−λTB‖x0‖eκ(τ−t0) + wT (0, (x0, 0)) 6 ϕ(x0), T ∈ (0,+∞).

Далее устремим T к бесконечности. Первое слагаемое, очевидно, стремится к нулю, второе
слагаемое также стремится к нулю, поскольку λ > κ. В результате имеем v(x0) 6 ϕ(x0).
Аналогично можно показать, что v(x0) > ϕ(x0).

Теорема доказана.

Сделаем замечание относительно формулировки теоремы 2 для частных случаев (1.15),
(1.17), (1.19). При выводе оценок для их функций цены условие λ > κ не требуется. В дока-
зательстве теоремы 2 данное условие необходимо для выполнения оценки (1.23), являющейся
аналогом оценок (1.16), (1.18), (1.20). Таким образом, для рассмотренных случаев условие
λ > κ в формулировке теоремы 2 можно опустить.
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2. Связь функции цены с минимаксными решениями

уравнений Гамильтона — Якоби — Беллмана — Айзекса

В данном разделе мы будем рассматривать уравнение вида

−ϕ+
1

λ
min
u

(〈∇ϕ, f(x, u)〉 + g(x, u)) = 0. (2.1)

Введем некоторые обозначения и определения, которые нам потребуются дальше:

S = {s ∈ R
n : ‖s‖ = 1}, A(x) = {f ∈ R

n : ‖f‖ 6
√
2κ(1 + ‖x‖)},

Aв(x, q) = {f ∈ A(x) : 〈f, q〉 > H(x, q)}, Aн(x, p) = {f ∈ A(x) : 〈f, p〉 6 H(x, p)}, где q, p ∈ R
n.

Будем считать, что выполнено условие λ > κ.
Символом Xв(x, q) (Xн(x, p)) обозначим множества абсолютно непрерывных функций, удо-

влетворяющих при почти всех t дифференциальным включениям

ẋ(t) ∈ Aв(x, q) (ẋ(t) ∈ Aн(x, p)) .

Напомним основные определения [13].
Верхним решением уравнения (2.1) называется полунепрерывная снизу функция ϕ такая,

что ϕ : R × R
n → R, для которой при любых x ∈ R

n, τ > 0, q ∈ S найдутся функции
zв = (xв(·), yв(·)) из множества Xв(x, q), удовлетворяющие условию

e−τϕ(xв(τ)) + yв(τ) 6 ϕ(x). (2.2)

Нижним решением уравнения (2.1) называется полунепрерывная сверху функция ϕ такая,
что ϕ : R × R

n → R, для которой при любых x ∈ R
n, τ > 0, p ∈ S найдутся функции

zн = (xн(·), yн(·)) из множества Xн(x, p), удовлетворяющие условию

e−τϕ(xн(τ)) + yн(τ) > ϕ(x). (2.3)

Непрерывная функция ϕ : R × R
n → R, являющаяся одновременно верхним и нижним

решениями уравнения (2.1), называется минимаксным решением этого уравнения.
Нижней (верхней) производной Дини по направлению d называется функция

∂−ω(x)|(d) = lim
ε→0

inf
(δ,d′)∈∆ε(x,d)

ω(x+ δd′)− ω(x)

δ

(
∂+ω(x)|(d) = lim

ε→0
sup

(δ,d′)∈∆ε(x,d)

ω(x+ δd′)− ω(x)

δ

)
,

где ∆ε(x, d) = {(δ, d′) ∈ (0, ε) ×R
n : ‖d− d′‖ 6 ε}.

Для свойств стабильности (1.21), (1.22) известны следующие два утверждения (подробнее
см. теоремы 5.4 и 5.5 в [14]).

Утверждение 1. Пусть ϕ — непрерывная функция. Тогда условия (1.21), (1.22) эквива-

лентны (2.4), (2.5):
min

d=(d1,d2)∈Aв(x,q)
{d2 + ∂−ϕ(x)|(d1)} − ϕ(x) 6 0, (2.4)

max
d=(d1,d2)∈Aн(x,p)

{d2 + ∂+ϕ(x)|(d1)} − ϕ(x) > 0. (2.5)

Утверждение 2. Пусть ϕ — непрерывная функция. Тогда условия (2.4), (2.5) эквива-

лентны (2.6), (2.7):
sup
d∈R

{〈s, d〉 − ∂−ϕ(x)|(d)} > −ϕ(x) +H(x, s), (2.6)

inf
d∈R

{〈s, d〉 − ∂+ϕ(x)|(d)} 6 −ϕ(x) +H(x, s). (2.7)
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Лемма 2. Любое нижнее решение уравнения (2.1), удовлетворяющее условиям подлиней-

ного роста (1.5), (1.6), не превосходит любое верхнее решение, т. е. ∀x ∈ R
n

ϕв(x) > ϕн(x). (2.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ϕв(x), ϕн(x) — верхнее и нижнее решения, удовлетворя-
ющие условиям подлинейного роста (1.12). Возьмем k ∈ N. Полагаем

Nk = 2k, Tk = k, δk =
Tk

Nk

,

где i ∈ {0, 1, · · ·Nk}. Рассмотрим дифференциальные включения

ẋkв(t) ∈ Aв(x
k
в(τik), ϕ(x

k
в(τik))), ẋkн(t) ∈ Aн(x

k
н(τik), ϕ(x

k
н(τik))),

где t ∈ [τik, τi+1k), i = 0, Nk − 1, с начальными условиями xkв(0) = xkн(0) = x0. Выберем решения
включений так, чтобы они были непрерывны в точках τik и выполнялись неравенства

ϕв(x
k
в(τi+1k)) 6 ϕв(x

k
в(τik)), ϕн(x

k
н(τi+1k)) > ϕн(x

k
н(τik)).

Отсюда и из определений верхнего (2.2) и нижнего решения (2.3) следует, что

ϕв(x) > e−Tkϕв(x
k
в(Tk)) + ykв(Tk), ϕн(x) 6 e−Tkϕн(x

k
н(Tk)) + ykн(Tk).

Теперь, если мы покажем, что xв(·) = xн(·), то отсюда легко будет следовать, что нижнее
решение не превосходит верхнее. Для этого докажем, что lim

k→+∞
‖xkв(·)−xkн(·)‖ = 0. Обозначим

M = max{
√
2κ(1 + ‖x‖) : x ∈ A(x)}.

Так как ẋkв(·) и ẋkн(·) содержатся во множестве A(x), то

‖ẋkв(t)‖ 6
√
2κ(1 + ‖xkв‖) 6 M, ‖ẋkн(t)‖ 6

√
2κ(1 + ‖xkн‖) 6 M.

Отсюда следует ‖xkв(t)−xkв(τik)‖ 6 Mδk, ‖xkн(t)−xkн(τik)‖ 6 Mδk. Для упрощения дальнейших
выкладок примем sk(t) = xkн(t)− xkв(t). По неравенству Коши — Буняковского имеем

〈sk(t)− sk(τik), ẋ
k
н(t)− ẋkв(t)〉

6 ‖xkв(t)− xkв(τik)‖‖ẋkн(t)− ẋkв(t)‖ + ‖xkн(t)− xkн(τik)‖‖ẋkн(t)− ẋkв(t)‖ 6 4M2δk. (2.9)

По определению xkв(t) и xkв(τik) и свойствам подлинейного роста (1.12) уравнения (2.1) выводим

xkв(t) ∈ Aв(x
k
в(t)) ⊆ Aв(x

k
н(t)) ⊆ Aв(x(t)), xkн(t) ∈ Aн(x

k
н(t)) ⊆ Aн(x(t)).

По определению множеств Aв(x) и Aн(x) получаем

〈sk(τik), xkв(t)〉 > H(xkв(t), ϕн(x(t))), 〈sk(τik), xkн(t)〉 6 H(xkв(t), ϕн(x(t))).

Благодаря липшицевости функции H(x, s) (1.10) можем записать

〈sk(τik), ẋkн(t)− ẋkв(t)〉 6 L‖sk(τik)‖ · ‖sk(t)‖.

Заметим, что

‖sk(τik)‖ − ‖sk(t)‖ 6 ‖sk(τik)− sk(t)‖ 6 2Mδk, ‖sk(t)‖ 6 ‖xkн(t)− x‖+ ‖xkв(t)− x‖ 6 2MTk.
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Отсюда следует, что 〈sk(τik), ṡkн(t)〉 6 L‖sk(t)‖2 + 4LM2δkTk. Преобразуя левую часть и поль-
зуясь оценкой (2.9), получаем

d‖sk(t)‖2
dt

= 2〈sk(t), ṡk(t)〉 = 2〈sk(τik), ṡk(t)〉+ 2〈sk(t)− sk(τik), ṡk(t)〉

6 2L‖sk(t)‖2 + 8M2δk(LTk + 1).

Учитывая это и соотношение ‖sk(0)‖2 = 0, имеем

‖sk(t)‖2 =

t∫

0

d‖sk(τ)‖2
dt

dτ 6 2L

t∫

0

‖sk(t)‖2dτ + 8M2δk(LTk + 1)Tk.

По неравенству Гронуолла можем записать

‖sk(t)‖2 6 8M2δk(LTk + 1)T + e2LTk8M2δkL(LTk + 1)T 2
k .

Устремив k → +∞, получаем lim
k→+∞

‖sk(Tk)‖ = lim
k→+∞

‖xkв(Tk)− xkн(Tk)‖ = 0. Отсюда, из опре-

делений верхнего (2.2) и нижнего решения (2.3), выбора {Tk}∞1 и условий подлинейного ро-
ста (1.12) следует, что

ϕв(x) > ϕн(x).

Лемма доказана.

Теорема 3. Существует единственное минимаксное решение уравнения (2.1), удовле-

творяющее условию подлинейного роста (1.12).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению минимаксного решения оно одновременно яв-
ляется и верхним, и нижним решением. Другими словами, для него справедливо равенство

ϕв(x) = ϕн(x). (2.10)

Предположим, что уравнение (2.1) имеет другое минимаксное решение, для которого

ϕв(x) = ϕн(x). (2.11)

По лемме 2 ϕн(x) 6 ϕв(x). Отсюда, из (2.10) и (2.11) следует ϕв(x) 6 ϕн(x). Однако строгое
неравенство противоречит условию (2.8) леммы 2. Таким образом,

ϕн(x) = ϕв(x) = ϕн(x) = ϕв(x),

т. е. оба минимаксных решения совпадают.
Теорема доказана.

Перед доказательством следующей теоремы напомним, что функция v(x) = ω(0, (x, 0)) —
стационарная функция цены.

Теорема 4. Функция цены v задачи (1.1), (1.2) является минимаксным решением урав-

нения (2.1)

−ϕ+
1

λ
min
u

(〈∇ϕ, f(x, u)〉 + g(x, u)) = 0,

которое удовлетворяет условию подлинейного роста

|ω(t, x)| 6 A+B‖x‖, (2.12)

где параметры A и B удовлетворяют соотношениям (1.13), (1.14).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что выполняется неравенство

min{d2 + ∂−v(x)|(d1) : d = (d1, d2) ∈ F1(0, x)} 6 λv(x). (2.13)

Рассмотрим разбиение временной оси {τk}∞k=1. Пусть τk → 0 при k → ∞. Тогда по условию 2
из теоремы 2 найдется движение zk(·) = (xk(·), yk(·)) из множества Z1(0, (x, 0)) такое, что

v(x) > e−λτkv(xk(τk)) + yk(τk).

Добавим в обе части слагаемое −e−λτkv(x) и поделим на τk:

v(x)− e−λτkv(x)

τk
> e−λτk

v(xk(τk))− v(x)

τk
+

yk(τk)

τk
.

Отметим, что функции zk(·) локально липшицевы, так как функции f и g ограничены на каж-
дом компактном множестве. Для локально липшицевых функций справедлива теорема о сред-
нем [8, с. 12], по которой

zk(τk) = (x, 0) + dkτk,

здесь dk ∈ F1(θkτk, xk(θkτk)), θk ∈ (0, 1), k = 1, 2, . . . . Поскольку многозначное отображение
F1(t, x) непрерывно, то F1(θkτk, xk(θkτk)) сходится к компакту F1(0, x) при k → ∞. Поэтому
найдется вектор d = (d1, d2) ∈ F1(0, x), являющийся пределом некоторой последовательности
из {dk}∞k=1, т. е. можно считать, что

lim
k→∞

zk(τk)− (x, 0)

τk
= d = (d1, d2).

По определению нижней производной Дини по направлению

∂−v(x)|(d1) 6
v(xk(τk))− v(x)

τk
.

Переходя к пределу по k → ∞, получаем λv(x) > ∂−v(x)|(d1) + d2, т. е. выполняется неравен-
ство (2.13). Очевидно, что

sup{〈s, d〉 − ∂−v(x)|(d) : d ∈ R
m} > 〈s, d1〉 − ∂−v(x)|(d1) > 〈s, d1〉+ d2 − λv(x)

> min{〈s, d1〉+ d2 : d = (d1, d2) ∈ F1(0, x)} − λv(x).

Отсюда, из определений множества F1(0, x) (1.8) и уравнения H(x, s) (1.9) следует

sup{〈s, d〉 − ∂−v(x)|(d) : d ∈ R
m} > −λv(x) + min

u
(〈s, f(x, u)〉 + g(x, u)),

где u ∈ P . Аналогично получаем второе неравенство

inf{〈s, d〉 − ∂+v(x)|(d) : d ∈ R
m} 6 −λv(x) + min

u
(〈s, f(x, u)〉+ g(x, u))

для всех x, s ∈ R
m, где u ∈ P . Из последних двух оценок, определения минимаксного решения

уравнения Гамильтона— Якоби— Беллмана— Айзекса вида −ϕ+H(x,∇ϕ) = 0, утверждений 1
и 2 следует, что функция v является удовлетворяющим условию подлинейного роста (2.12)
минимаксным решением уравнения

−λϕ+min
u

(〈∇ϕ, f(x, u)〉 + g(x, u)) = 0. (2.14)

Согласно теореме 3 функция v — единственное минимаксное решение уравнения (2.14). Поде-
лив (2.14) на λ, получим уравнение (2.1).

Теорема доказана.
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