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Рассматривается линейная задача управления в Rm при наличии воздействия со стороны неконтроли-

руемой помехи. Управляемый процесс происходит на заданном промежутке времени [t0, p]. Возможные

значения помехи принадлежат компакту. Управление ищется в виде произведения скалярной функции

φ(t) ∈ [δ, α] на векторную функцию ξ(t, x) ∈ M , x ∈ R
m. Отрезок [δ, α] и выпуклый симметричный ком-

пакт M заданы. Такое определение управления возникает в задачах управления механическими система-

ми переменного состава. Возможен случай, когда закон изменения реактивной массы задается функцией

времени t, а управлять можно направлением относительной скорости ее отделения. Терминальная часть

платы зависит от модуля линейной функции от вектора x(p). Задана функция g(t, φ) ≥ 0 при t ∈ [t0, p],
φ ∈ [δ, α]. Интегральная составляющая платы является интегралом на отрезке [t0, p] от функции g(t, φ(t)).
Задача управления рассматривается в рамках теории оптимизации гарантированного результата. Доказа-

на теорема существования оптимального управления с достаточно широкими ограничениями на рассмат-

риваемый класс задач. Найдены достаточные условия, при выполнении которых допустимое управление

является оптимальным. Рассмотрен пример, который иллюстрирует найденные достаточные условия.
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V. I.Ukhobotov. A linear control problem under interference with a payoff depending on the modulus of a

linear function.

We consider a linear control problem in R
m under the action of an uncontrolled interference. The control

process occurs on a given time interval [t0, p]. The possible values of the interference belong to a compact set.

The control is sought as the product of a scalar function φ(t) ∈ [δ,α] and a vector function ξ(t, x) ∈ M , x ∈ Rm.

The interval [δ, α] and the convex symmetric compact set M are given. This definition of the control arises in

control problems for mechanical systems of variable composition. For example, the law of variation of a reaction

mass is defined as a function of time t, and the control affects the direction of relative velocity in which the

mass is separated. The terminal part of the payoff depends on the modulus of a linear function of the vector

x(p). The integral part of the payoff is the integral over the interval [t0, p] of a given function g(t, φ(t)), where

g(t, φ) ≥ 0 for t ∈ [t0, p] and φ ∈ [δ, α]. The control problem is considered within the theory of guaranteed

result optimization. An optimal control existence theorem is proved under rather wide constraints on the class

of problems. Sufficient conditions are found under which an admissible control is optimal. An example that

illustrates the sufficient conditions is considered.
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Введение

Линейную задачу управления при наличии воздействия со стороны неконтролируемой по-
мехи и с фиксированным моментом окончания с помощью линейной замены переменных [1]
можно свести к виду, когда в правой части новых уравнений стоит только сумма управле-
ния и помехи, значения которых принадлежат заданным множествам, зависящим от времени.
В случае, если в линейной задаче управления с помехой платой является значение в задан-
ный момент времени модуля линейной функции, то линейная замена переменных приводит
к однотипной задаче, когда множества значений управления и помехи являются отрезками,
зависящими от времени. В более общем случае такие задачи характеризуются тем, что векто-
граммами управления и помехи являются шары, радиусы которых зависят от времени. Ана-
логичную динамику имеют после замены и известные дифференциальные игры “изотропные
ракеты” [2], контрольный пример Л.С. Понтрягина [3]. Для таких дифференциальных игр в
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случае, когда терминальное множество является шаром заданного радиуса, в [3] построен аль-
тернированный интеграл. В [4] построены оптимальные позиционные стратегии игроков, в ра-
боте [5] построен альтернированный интеграл для однотипных игр с произвольным выпуклым
замкнутым терминальным множеством и построены оптимальные позиционные управления
игроков, в [6] первый игрок, выводя фазовую точку на круг заданного радиуса, минимизирует
интегральную плату, которая задается выпуклой функцией от нормы его управления.

В настоящей статье рассматривается однотипная задача управления с помехой, в которой
управление строится из условия минимизации платы, являющейся суммой как терминальной,
так и интегральной составляющих. Доказана теорема существования оптимального управле-
ния с достаточно широкими ограничениями на рассматриваемый класс задач. Найдены до-
статочные условия, при выполнении которых допустимое управление является оптимальным.
Рассмотрен пример, иллюстрирующий найденные достаточные условия.

1. Постановка задачи

Рассматривается управляемый процесс

ẋ = A(t)x+ φB(t)ξ + η, x(t0) = x0; x ∈ R
m, t ≤ p. (1.1)

Здесь p — заданный момент окончания процесса управления, а t0 — начальный момент време-
ни; φ ∈ [δ, α] и ξ ∈M — управления, причем числа 0 ≤ δ < α, а множество M является связным
симметричным относительно начала координат компактом в R

s; помеха η принадлежит связ-
ному компакту Q ⊂ R

m; A(t) и B(t) — непрерывные при t0 ≤ t ≤ p матрицы соответствующих
размерностей.

Допустимым управлением являются измеримая функция φ : [t0, p] → [δ, α] и произвольная
функция ξ : [t0, p] × R

m → M . Помеха реализуется в виде произвольной функции η : [t0, p] ×
R
m → Q.

З а м е ч а н и е. Такое определение допустимого управления продиктовано следующим
соображением. В задачах управления механическими системами переменного состава, движе-
ние которых описывается уравнением Мещерского [7, с. 25], возможен случай, когда закон из-
менения реактивной массы нужно задавать программным образом, а управлять можно только
направлением относительной скорости ее отделения [6]. В этом случае приходим к сформули-
рованному выше допустимому управлению.

Следуя [1], движения системы (1.1), порожденные допустимыми управлениями и помехой,
определим с помощью ломаных.

Возьмем разбиение ω отрезка [t0, p] с диаметром d(ω):

ω : t0 < t1 < . . . < tq < tq+1 = p, d(ω) = max
1≤i≤q

(ti+1 − ti).

Положим xω(t0) = x0 и при ti ≤ t ≤ ti+1, i = 0, q,

ẋω(t) = A(t)xω(t) + φ(t)B(t)ξ(ti, xω(ti)) + η(ti, xω(ti)). (1.2)

Можно показать, что семейство ломаных (1.2), определенных на отрезке [t0, p], является рав-
номерно ограниченным и равностепенно непрерывным. По теореме Арцела [8, с. 104] из любой
последовательности ломаных (1.2) можно выделить подпоследовательность, равномерно схо-
дящуюся на отрезке [t0, p]. Под движением, реализовавшимся при допустимых φ(t), ξ(t, x) и
η(t, x) из начального состояния x(t0) = x0, будем понимать любой равномерный предел после-
довательности ломаных (1.2), у которых диаметр разбиения d(ω) стремится к нулю.

Показателем качества управления является величина

G(|〈ψ0, x(p)〉 − C|) +

p
∫

t0

g(r, φ(r))dr. (1.3)
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Здесь ψ0 ∈ R
m — заданный вектор; 〈·, ·〉 — скалярное произведение в R

m; C — заданное число;
G : R+ → R и g : [t0, p]× [δ, α] → R — заданные функции.

Предположение 1. Функция g(t, φ) измерима по t ∈ [t0, p] при каждом φ ∈ [δ, α] и непре-

рывна по φ при каждом t ∈ [t0, p]; 0 ≤ g(t, φ) ≤ D(t) при каждых t ∈ [t0, p] и φ ∈ [δ, α], где

функция D(t) суммируема на отрезке [t0, p].

Управление строится исходя из принципа минимизации гарантированного результата [1]
показателя качества (1.3).

2. Переход к одномерной однотипной задаче

Следуя [1, с. 160], перейдем к новой управляемой системе, в уравнениях движения которой
отсутствует фазовый вектор. Рассмотрим при t0 ≤ t ≤ p решение ψ(t) задачи Коши

ψ̇ = −A∗(t)ψ, ψ(p) = ψ0. (2.1)

Здесь A∗(t) — транспонированная матрица. Положим

b−(t) = min
η∈Q

〈ψ(t), η〉, b+(t) = max
η∈Q

〈ψ(t), η〉. (2.2)

Тогда из связности компакта Q вытекает [9, теорема 4], что

〈ψ(t), η〉 =
1

2
(b+(t) + b−(t)) + b(t)v, |v| ≤ 1, b(t) =

1

2
(b+(t)− b−(t)) ≥ 0. (2.3)

Обозначим
a(t) = max

ξ∈M
〈ψ(t), B(t)ξ〉. (2.4)

Из связности и из симметрии компакта M следует, что a(t) ≥ 0 и

〈ψ(t), B(t)ξ〉 = −a(t)u, |u| ≤ 1. (2.5)

Отметим, что функции (2.2) и (2.4) являются непрерывными [10, лемма II. 3.5.]. Следова-
тельно, непрерывной является и функция b(t) (2.3).

Перейдем к новой переменной

z = 〈ψ(t), x〉 +
1

2

p
∫

t

(b+(r) + b−(r))dr − C. (2.6)

Тогда из (2.1) и (2.6) выводим, что z(p) = 〈ψ0, x(p)〉 − C, а ломаная zω(t), отвечающая
ломаной (1.2), определяется равенствами

żω(t) = −φ(t)a(t)ui + b(t)vi, |ui| ≤ 1, |vi| ≤ 1.

Таким образом, получили одномерную однотипную задачу управления

ż = −φa(t)u+ b(t)v, z(t0) = z0; φ ∈ [δ, α], |u| ≤ 1, |v| ≤ 1, (2.7)

с критерием качества

G(|z(p)|) +

p
∫

t0

g(r, φ(r))dr → min
u

max
v
. (2.8)

В этой задаче допустимым управлением являются измеримая функция φ : [t0, p] → [δ, α]
и произвольная функция u(t, z) с |u(t, z)| ≤ 1. Допустимой помехой является произвольная
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функция v(t, z) с |v(t, z)| ≤ 1. Движение z(t) определяется как равномерный предел последо-
вательности ломаных

zω(t) = zω(ti)−

t
∫

ti

φ(r)a(r)dr u(ti, zω(ti)) +

t
∫

ti

b(r)dr v(ti, zω(ti)), ti ≤ t ≤ ti+1,

с диаметром разбиения d(ω) → 0.

О п р е д е л е н и е. Решением задачи (2.7), (2.8) называется допустимое управление φ0(t),
u0(t, z) и число V0 такие, что

1) для любой допустимой помехи v(t, z) и любого движения z(t) с начальным условием
z(t0) = z0, порожденного φ0(t), u0(t, z) и v(t, z), выполнено неравенство

G(|z(p)|) +

p
∫

t0

g(r, φ0(r))dr ≤ V0;

2) для любого допустимого управления φ(t), u(t, z) и любого числа V < V0 найдется допу-
стимая помеха v(t, z) такая, что для любого движения z(t) с начальным условием z(t0) = z0,
порожденного φ(t), u(t, z) и v(t, z), выполнено неравенство

G(|z(p)|) +

p
∫

t0

g(r, φ(r))dr > V.

3. Условия оптимальности в однотипной задаче

Рассмотрим задачу (2.7), (2.8) в общем случае, когда z, u, v принадлежат пространству R
n,

а | · | — норма в R
n.

Зафиксируем измеримую функцию φ : [t0, p] → [δ, α], число ε ≥ 0 и рассмотрим дифферен-
циальную игру

ż = −φ(t)a(t)u + b(t)v, |u| ≤ 1, |v| ≤ 1 (3.1)

с условием окончания

|z(p)| ≤ ε. (3.2)

Для полноты изложения считаем, что функции a(t) ≥ 0 и b(t) ≥ 0 суммируемы на отрез-
ке [t0, p].

Для такой однотипной игры Л.С.Понтрягин [3] построил альтернированный интеграл. Из
его вида следует, что начальное положение z(t0) принадлежит значению альтернированного
интеграла в момент времени t0 тогда и только тогда, когда

f1(φ(·)) = |z(t0)|+

p
∫

t0

(b(r)− φ(r)a(r))dr ≤ ε, (3.3)

f2(φ(·)) = max
t0≤t≤p

p
∫

t

(b(r)− φ(r)a(r))dr ≤ ε. (3.4)

Обозначим

f(φ(·)) = max(f1(φ(·));f2(φ(·))), (3.5)

w(z) =
z

|z|
при |z| > 0 и w(0) — любое с ограничением |w(0)| = 1. (3.6)
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Теорема 1 [4, теоремы 8.1 и 8.2]. Для начального состояния t0 < p, z(t0) ∈ R
n в иг-

ре (3.1) управление u = w(z) обеспечивает выполнение неравенства |z(p)| ≤ f(φ(·)) для любой

функции |v(t, z)| ≤ 1 и любого реализовавшегося движения z(t). Управление v(t, z) = w(z)
обеспечивает выполнение неравенства |z(p)| ≥ f(φ(·)) для любой функции |u(t, z)| ≤ 1 и лю-

бого реализовавшегося движения z(t).

Из этой теоремы, используя формулу (3.5), получим, что если выполнены неравенства (3.3)
и (3.4), то управление u = w(z) обеспечивает выполнение неравенства (3.2) для любой функ-
ции |v(t, z)| ≤ 1 и любого реализовавшегося движения z(t). Если же одно из неравенств (3.3) и
(3.4) не выполнено, то управление v = w(z) обеспечивает выполнение противоположного нера-
венства |z(p)| > ε для любой функции |u(t, z)| ≤ 1 и любого реализовавшегося движения z(t).

Далее будем считать, что выполнено следующее предположение.

Предположение 2. Функция G : R+ → R является непрерывной, строго возрастает и

G(ε) → +∞ при ε→ +∞.

Рассмотрим задачу

f0(ε, φ(·)) = G(ε) +

p
∫

t0

g(r, φ(r))dr → min, (3.7)

f1(φ(·)) ≤ ε, f2(φ(·)) ≤ ε, ε ≥ 0, φ : [t0, p] → [δ, α]. (3.8)

Теорема 2. Пусть ε0 ≥ 0 и φ0(t) — решение задачи (3.7), (3.8). Тогда решением зада-

чи (2.7), (2.8) являются функции φ0(t), u = w(z) и число V0 = f0(ε0, φ0(·)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. При ε0 и φ0(t) выполнены неравенства (3.3) и (3.4). Поэтому
управление φ0(t) и u = w(z) обеспечивает выполнение неравенства |z(p)| ≤ ε0 для любой
функции |v(t, z)| ≤ 1 и для любого реализовавшегося движения z(t). Из условия возрастания
функции G получим, что

G(|z(p)|) +

p
∫

t0

g(r, φ0(r))dr ≤ f0(ε0, φ0(·)) = V0.

Допустим, что существуют число V < V0 и допустимое управление φ(t) и u(t, z), обеспечи-
вающее выполнение неравенства

G(|z(p)|) +

p
∫

t0

g(r, φ(r))dr ≤ V

для любой функции |v(t, z)| ≤ 1 и любого реализовавшегося движения. Тогда это допустимое
управление обеспечивает неравенство

|z(p)| ≤ G−1

(

V −

p
∫

t0

g(r, φ(r))dr

)

= ε (3.9)

для любой функции |v(t, z)| ≤ 1 и любого реализовавшегося движения. Значит эти ε ≥ 0 и
φ(t) удовлетворяют неравенствам (3.3) и (3.4) и, следовательно, ограничениям в задаче (3.7),
(3.8). Поэтому

V0 ≤ G(ε) +

p
∫

t0

g(r, φ(r))dr.
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Отсюда и из правой части (3.9) получим противоречие V0 ≤ V .

З а м е ч а н и е. Поскольку функция (3.6) удовлетворяет условию |w(z)| = 1, то теорема 2
остается справедливой и для случая, когда ограничения на управление u в задаче (2.7), (2.8)
имеют вид равенства |u| = 1.

Теорема 3. Пусть дополнительно к предположениям 1 и 2 функция g(t, φ) при каждом

t0 ≤ t ≤ p является выпуклой по φ, а функция G(ε) ограничена снизу. Тогда решение в задаче

(3.7), (3.8) существует.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим вначале, что связи (3.8) являются совместными. Из
ограниченности снизу функции G и из условия g(t, φ) ≥ 0 следует, что значения функцио-
нала f0(ε, φ(·)) ограничены снизу. Обозначим через V0 значение его нижней грани при огра-
ничениях (3.8). Тогда существуют последовательности {εk}

∞
k=1, εk ≥ 0 и {φk(t)}

∞
k=1, удовле-

творяющие ограничениям (3.8), такие что f0(εk, φk(·)) → V0. Из формулы (3.7) выводим, что
G(εk) ≤ f0(εk, φk(·)). Отсюда, используя условие G(ε) → +∞ при ε → +∞, получим, что по-
следовательность чисел εk ≥ 0 ограничена сверху. Считаем, что εk → ε0 (иначе перейдем к
сходящейся подпоследовательности).

Рассмотрим при t0 ≤ t ≤ p последовательности функций

lk(t) =

p
∫

t

(b(r)− φk(r)a(r))dr, gk(t) =

p
∫

t

g(r, φk(r))dr, k ∈ N. (3.10)

При любых t0 ≤ t < τ ≤ p и k ≥ 1 выполнены неравенства

|lk(τ)− lk(t)| ≤

τ
∫

t

(b(r) + a(r)α)dr, |gk(τ)− gk(t)| ≤

τ
∫

t

D(r)dr, k ∈ N. (3.11)

Из этих неравенств и из теоремы об абсолютной непрерывности интеграла Лебега [8, с. 282]
следует, что каждая из последовательностей функций (3.10) на отрезке [t0, p] удовлетворяет
условию равностепенной непрерывности и равномерной ограниченности. Применяя теорему
Арцела, можно считать, что lk(t) → l0(t), gk(t) → g0(t) равномерно на отрезке [t0, p] (иначе пе-
рейдем к подпоследовательности). Предельные функции удовлетворяют неравенствам (3.11).
Поэтому они являются абсолютно непрерывными на отрезке [t0, p].

Далее, числа εk и функции φk(t) удовлетворяют связям (3.8). Поэтому, используя обозна-
чения (3.3), (3.4) и (3.10), имеем, что

|z(t0)|+ lk(t0) ≤ εk, max
t0≤t≤p

lk(t) ≤ εk. (3.12)

Переходя к пределу в этих неравенствах, получим, что они выполнены для ε0 и l0(t).

Покажем, что производные l̇0(t) и ġ0(t) предельных функций почти всюду на отрезке [t0, p]
удовлетворяют включению

(l̇0(t), ġ0(t)) ∈ coQ(t), (3.13)

где

Q(t) =
{

(q1, q2) ∈ R
2 : q1 = φa(t)− b(t), q2 = −g(t, φ), φ ∈ [δ, α]

}

.

Из непрерывности по φ ∈ [δ, α] функции g(t, φ) следует, что множество Q(t) является за-
мкнутым. Далее, множество Q(t) содержится в шаре радиуса a(t)α+b(t)+D(t). Из измеримости
по t ∈ [t0, p] функции g(t, φ) и функций a(t) и b(t) следует, что многозначная функция Q(t)

измерима по t ∈ [t0, p] [11]. Следовательно, для любых t0 ≤ t < τ ≤ p интеграл

∫ τ

t

Q(r)dr

является выпуклым компактом [11].
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Из формул (3.10) следует, что при t0 ≤ t < τ ≤ p выполнено включение

(lk(τ)− lk(t), gk(τ)− gk(t)) ∈

τ
∫

t

Q(r)dr.

Переходя в этом включении к пределу, получим, что ему удовлетворяют и предельные функ-
ции. Запишем данное включение в виде

(0, 0) ∈

τ
∫

t

(

(−l̇0(r),−ġ0(r)) +Q(r)
)

dr.

Зафиксируем вектор (y1, y2) ∈ R
2. Тогда из предыдущего включения получим, что

τ
∫

t

γ(r)dr ≥ 0 при t0 ≤ t < τ ≤ p, γ(r) = −l̇0(r)y1 − ġ0(r)y2 + β(y1, y2;Q(r)).

Здесь
β(y1, y2;Q(r)) = max

(q1,q2)
(y1q1 + y2q2), (q1, q2) ∈ Q(r)

является опорной функцией множества Q(r). Функция γ(r) является суммируемой на отрез-
ке [t0, p]. Поэтому для почти всех t ∈ [t0, p] выполнено

γ(t) = lim
τ→t+0

1

τ − t

τ
∫

t

γ(r)dr ≥ 0.

Итак, для каждого вектора (y1, y2) ∈ R
2 существует множество полной меры I ⊂ [t0, p]

такое, что
l̇0(t)y1 + ġ0(t)y2 ≤ β(y1, y2;Q(t)), t ∈ I. (3.14)

Множество векторов (y1, y2) ∈ R
2 с рациональными координатами образует счетное мно-

жество. Занумеруем их (y
(i)
1 , y

(i)
2 ). Каждому из них соответствует множество полной меры

Ii ∈ [t0, p] такое, что выполнено (3.14). Их пересечение I0 является множеством полной ме-

ры. Для каждого t ∈ I0 и для каждого вектора (y
(i)
1 , y

(i)
2 ) справедливо неравенство (3.14).

Из непрерывности опорной функции по переменным y1 и y2 следует, что неравенство (3.14)
будет выполняться при t ∈ I0 для любого вектора (y1, y2) ∈ R

2. Отсюда получим, что включе-
ние (3.13) выполняется для всех t ∈ I0.

Из включения (3.13), применяя теорему Каратеодори [10, теорема I. 1.1] и лемму об изме-
римом выборе [12], подобно тому как это сделано в [6], получим, что существует измеримая
функция φ0 : [t0, p] → [δ, α] такая, что

l̇0(t) = φ0(t)a(t)− b(t), ġ0(t) ≤ −g(t, φ0(t)). (3.15)

Отметим, что при доказательстве второго неравенства в (3.15) используется выпуклость по φ
функции g(t, φ).

Поскольку lk(p) = 0, то l0(p) = 0. Поэтому

l0(t) =

p
∫

t

(b(r)− φ0(r)a(r))dr.

Далее, ε0 и l0(t) удовлетворяют неравенствам (3.12). Поэтому ε0 и φ0(t) удовлетворяют связям
в задаче (3.7), (3.8).
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Из второй формулы (3.10) следует, что gk(p) = 0 и gk(t0) → V0 −G(ε0). Поэтому g0(p) = 0
и g0(t0) = V0 −G(ε0). Отсюда, интегрируя второе неравенство в (3.15), получим, что

G(ε0) +

p
∫

t0

g(r, φ0(r))dr ≤ V0.

Стало быть, ε0 и φ0(t) — решение задачи (3.7), (3.8).

З а м е ч а н и е. Если известно решение φ0(t) в задаче (3.7) и (3.8), то, подставляя его
в формулу (2.5) при u = w(z), где z и w(z) определяются формулами (2.6) и (3.6), найдем
решение ξ(t, x) в исходной задаче (1.1).

Приведем достаточные условия, при выполнении которых число ε0 ≥ 0 и измеримая функ-
ция φ0 : [t0, p] → [δ, α] являются решением задачи (3.7), (3.8).

Теорема 4. Пусть число ε0 ≥ 0 и измеримая функция φ0 : [t0, p] → [δ, α] удовлетворя-

ют неравенствам (3.8). Пусть существуют число λ ≥ 0 и неубывающая на отрезке [t0, p]
функция θ(t) такие, что θ(t0) = 0 и

p
∫

t0

θ(r)(b(r)− φ0(r)a(r))dr = θ(p)ε0, (3.16)

λ

(

p
∫

t0

(b(r)− φ0(r)a(r))dr + |z(t0)| − ε0

)

= 0, (3.17)

G(ε0)− (λ+ θ(p))ε0 ≤ G(ε) − (λ+ θ(p))ε при любом ε ≥ 0, (3.18)

g(r, φ0(r))− (θ(r) + λ)φ0(r)a(r) ≤ g(r, φ) − (θ(r) + λ)φa(r), φ ∈ [δ, α], r ∈ [t0, p]. (3.19)

Тогда число ε0 ≥ 0 и функция φ0(t) являются решением задачи (3.7), (3.8).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольное число ε ≥ 0 и измеримую функцию
φ : [t0, p] → [δ, α] и запишем функцию Лагранжа

L(ε, φ(·)) = G(ε) +

p
∫

t0

g(r, φ(r))dr +

p
∫

t0

θ(r)(b(r)− φ(r)a(r))dr − θ(p)ε

+ λ

(

p
∫

t0

(b(r)− φ(r)a(r))dr + |z(t0)| − ε

)

= G(ε) − (λ+ θ(p))ε+

p
∫

t0

(

g(r, φ(r)) − (θ(r) + λ)φ(r)a(r) + (θ(r) + λ)b(r)
)

dr + λ|z(t0)|.

Из формул (3.16)–(3.19) видно, что

G(ε0) +

p
∫

t0

g(r, φ0(r))dr = L(ε0, φ0(·)) ≤ L(ε, φ(·)) (3.20)

для любого числа ε ≥ 0 и любой измеримой функции φ : [t0, p] → [δ, α]. Пусть ε и φ(t) удовле-
творяют неравенствам (3.8). Тогда, используя формулу интегрирования по частям в интеграле
Римана — Стильтьеса [13, с. 134], получим, что

p
∫

t0

θ(r)(b(r)− φ(r)a(r))dr − θ(p)ε =

p
∫

t0

(

p
∫

t

(b(r)− φ(r)a(r))dr − ε

)

dθ(r) ≤ 0.
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Значит,

L(ε, φ(·)) ≤ G(ε) +

p
∫

t0

g(r, φ(r))dr.

Отсюда и из (3.20) следует, что ε0 и φ0(t) являются решением задачи (3.7), (3.8).

4. Пример

Точка переменного состава, движение которой описывается уравнением Мещерского [7,
с. 25]

ẍ = µ+ ξ
ṁ(t)

m(t)
, x ∈ R

n,

преследует точку, движущуюся с ограниченной по величине скоростью |ẏ| ≤ b, b > 0,
y ∈ R

n, |·| — норма в R
n. Здесь вектор µ ∈ R

n определяется постоянной внешней силой; величи-
на |ξ| относительной скорости отделяющихся частиц является постоянной; m(t) = m0+m1(t) —
масса точки, причем m0 — неизменяемая часть массы, m1(t) — реактивная масса. Считаем,

что тяга ограничена числом γ > 0, т. е. −|ξ|
ṁ(t)

m(t)
≤ γ.

Задан момент окончания p > 0. Перейдем к безразмерным переменным

τ =
t

p
, z =

1

pb

(

y − x− (p− t)ẋ− µ
(p− t)2

2

)

,

u = −
ξ

|ξ|
, φ = −

p

b
|ξ|
ṁ(t)

m(t)
, v =

1

b
ẏ, α =

p

b
γ.

Тогда

|y(p)− x(p)| = pb|z(1)|,

1
∫

0

φ(r)dr =
|ξ|

b
ln
m0 +m1(0)

m0
,

dz

dτ
= −(1− τ)φu+ v, |u| = 1, 0 ≤ φ ≤ α, |v| ≤ 1.

Управление φ и u строится исходя из минимизации гарантированного результата показа-
теля качества

|z(1)| + β

1
∫

0

φ(r)dr, β ≥ 0.

Этот показатель качества отражает тот факт, что минимизируются расстояние между точка-
ми в момент времени p и расход реактивной массы m1(0). Число β — весовой коэффициент.
Управление v выступает в качестве помехи.

В рассматриваемом случае неравенства (3.3), (3.4) и условия оптимальности (3.16)–(3.19)
принимают следующий вид:

1
∫

0

(1− φ0(r)(1− r))dr + |z(0)| − ε0 ≤ 0, (4.1)

1
∫

τ

(1− φ0(r)(1− r))dr − ε0 ≤ 0 при всех 0 ≤ τ ≤ 1, (4.2)
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λ

(

1
∫

0

(1− φ0(r)(1− r))dr + |z(0)| − ε0

)

= 0, (4.3)

1
∫

0

θ(r)(1− φ0(r)(1− r))dr = θ(1)ε0, (4.4)

(1− λ− θ(1))ε0 ≤ (1− λ− θ(1))ε при любых ε ≥ 0, (4.5)
(

β − (λ+ θ(r))(1− r)
)

φ0(r) = min
0≤φ≤α

((

β − (λ+ θ(r))(1− r)
)

φ
)

. (4.6)

Из неравенства (4.5) следует, что λ = 1 − θ(1). Поскольку λ ≥ 0 и θ(1) ≥ 0, то 0 ≤ θ(1) ≤ 1.
Подставляя это значение λ в формулу (4.6), получим, что

φ0(r) =























α, если
β

1− r
< θ(r)− θ(1) + 1,

любое из [0, α], если
β

1− r
= θ(r)− θ(1) + 1,

0, если
β

1− r
> θ(r)− θ(1) + 1.

(4.7)

Рассмотрим случай, когда β ≥ 1. Возьмем θ(r) = 0 при всех 0 ≤ r ≤ 1. Тогда из (4.7)
имеем, что φ0(r) = 0 при всех 0 ≤ r ≤ 1. Из формулы (4.3) при λ = 1 получим, что ε0 =
1/2 + |z(0)|. Условия (4.1), (4.2) и (4.4) выполнены. Этот случай означает, что минимизация
расхода топлива более предпочтительна минимизации расстояния |z(1)|.

Рассмотрим еще случай, когда 0 < β < 1, 0 < α < 1. Возьмем θ(r) = 0 при всех 0 ≤ r ≤ 1.
Тогда из формулы (4.7) получим, что

φ0(r) = α при 0 ≤ r < 1− β и φ0(r) = 0 при 1− β < r ≤ 1.

Для этой функции подынтегральное выражение в (4.3) больше нуля при любом 0 ≤ r ≤ 1.
Поэтому из (4.3) при λ = 1 найдем число ε0 > 0. При этом числе ε0 для τ = 0 неравенство (4.2)
выполнено. Из положительности подынтегрального выражения следует, что оно выполнено
при всех 0 ≤ τ ≤ 1.

Таким образом, найденная оптимальная тяга φ0(r) не зависит от начального состоя-
ния |z(0)|.
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