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В предложенной математической модели управляющий лесом в каждый момент времени принимает
решение о рубке деревьев определенного типа (породы) и возраста (возрастной группы) с целью макси-
мизации прибыли. При планировании лесозаготовки управляющий ориентируется на ценовые прогнозы
и учитывает экономические затраты. В работе для решения дискретно-временной задачи оптимального
управления, возникающей в модели, применяется принцип максимума Л.С.Понтрягина. Решение полу-
чено в конструктивном виде без больших вычислительных затрат, связанных с высокой размерностью
задачи. В статье представлены аналитические результаты, поясняющие оптимальное решение. Для до-
статочно общей постановки задачи получено условие оптимальности, отвечающее управлению релейного
типа. Условие включает в себя дискретную динамику сопряженной переменной, трактуемой как тене-
вая цена древесины. Полученное правило интерпретируется как динамическая оценка рациональности
рубки древостоя определенного типа и возраста. Структурная гибкость предложенной математической
модели способствует практическому применению в менеджменте леса. При доказательстве теоретических
результатов в статье предложен метод, который не встречался авторам в литературе.
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In the proposed mathematical model a forest manager at each specified moment of time makes decisions
on harvesting the trees of a certain type (species) and age (age group) in order to maximize their profit.
When planning logging, the manager focuses on price projections and takes into account economic costs. The
Pontryagin maximum principle is applied for solving the discrete-time optimal control problem arising in the
model. A solution is derived in a constructive manner without computational costs associated with the problem’s
high-dimensionality. Analytical results, explaining the optimal solution, are provided. For a typically defined
problem the optimality condition is derived, which determines the bang-bang solution. The condition includes
the discrete dynamics of the adjoint variable, interpreted as the wood shadow price. The rule that is obtained
is treated as the dynamic rationale for logging a certain type and age of forest. Structural flexibility of the
proposed mathematical model facilitates its application in forest management. In proving theoretical results in
the paper, the authors propose a method that they have not come across in the literature.
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Введение

Историю математических моделей регулирования пользования древесиной принято вести
с публикации М. Фаустмана [1]. Предлагаемая в данной статье задача так или иначе связа-
на с моделями биоэкономики [2], называемыми: оптимальная ротация леса, менеджмент леса
или модель Фаустмана. В статье формулируется задача оптимального управления дискрет-
ной системой, образованной некоторой возрастной последовательностью древостоев. С пози-
ций лесоведения такая постановка задачи может быть классифицирована как динамическая
породно-возрастная модель [3]. Выполненное моделирование ориентировано на экономический

1Работа первого автора выполнена при поддержке научной программы “Future Forests” Шведско-
го фонда стратегического исследования окружающей среды, а также программы “Tropical Futures
Initiative (TFI)” Международного института прикладного системного анализа (IIASA). Работа второго
автора выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 15-01-08075а).
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аспект лесопользования, что обусловлено потенциальной привязкой к моделям секторов эко-
номики, представляющих потребителей лесной продукции. Для решения задачи максимизации
дисконтированной прибыли на конечном интервале времени применяется принцип максимума
Понтрягина [4] для дискретных систем [5].

Заметим, что для решения оптимизационных задач, возникающих в подобных моделях,
исследователи, как правило, применяют методы линейного программирования (см., напри-
мер, [6]) или динамического программирования (см., например, [7]). Известно, что при этом на
практике используются решатели (солверы), поставляемые программным обеспечением (соф-
том). Их использование приводит к большим вычислительным затратам, вызванным высоки-
ми размерностями задач, и не дает возможности отследить ход решения. Отчасти это обу-
словлено громоздкостью прикладных моделей. Однако их основные конструкции могут быть
сформулированы в лаконичной математической форме. В настоящее время ведется работа с
теоретическими моделями, в том числе с использованием принципа максимума [8].

В данной работе предложена модель, которая удовлетворяет базовым лесоводственным
требованиям и в то же время сформулирована с соблюдением основных требований матема-
тической строгости. Решение задачи оптимального управления, формализованной в процессе
моделирования, является конструктивным. Это позволяет избежать больших вычислительных
затрат, упомянутых выше. При доказательстве теоретического результата в статье предложен
метод, который не встречался авторам в литературе.

Авторы благодарны Александру Михайловичу Тарасьеву и Анатолию Зиновьевичу Шви-
денко за внимание к работе и ценные замечания.

1. Постановка задачи

Расположим каждый тип индивидуальных древостоев в ячейку с номером i, i = 1, . . . , N .
На практике ячейка соответствует некоторому обособленному участку леса с древостоем одной
породы. Деревья в каждой ячейке разбиты по возрасту a ∈ [0, A]. Обозначим символом xi(a, t)
площадь деревьев в ячейке i, возрастной группе a, в момент времени t ∈ [0, T ]. В модели
рассматривается дискретное время. Шаг по времени ∆t и шаг по возрастным группам ∆a

задаются соотношениями

aj+1 = aj +∆a, a1 = ∆a, aM = A, tk+1 = tk +∆t, t1 = ∆t, tK = T, ∆t = ∆a,

j = 1, . . . ,M − 1, k = 1, . . . ,K − 1,

где M — количество возрастных групп, K — количество временных отрезков. Для каждого
типа деревьев имеется фактор, переводящий их в биомассу (древесину) в зависимости от воз-
раста. Обозначим его символом βi(aj) ≥ 0. Символом ui(aj , tk) ∈ [0, 1] обозначим управляющее
воздействие, т. е. долю леса типа i, возраста aj, которая вырубается в момент времени tk.

Удобно представить переменные в векторной форме:

xi(tk) :=
(

xi(a1, tk), . . . , xi(aM , tk)
)T

, ui(tk) :=
(

ui(a1, tk), . . . , ui(aM , tk)
)T

.

В дальнейшем для сокращения записи будем писать

xi(k) := xi(tk) ∈ R
M , ui(k) := ui(tk) ∈ R

M .

Обозначим x(k) :=
(

x1(k)), . . . ,xN (k)
)

, βi :=
(

βi(a1), . . . , βi(aM )
)T

∈ R
M , u(k) :=

(

u1(k)), . . . ,
uN (k)

)

∈ MatM×N , u — совокупность всех u(k) при k = 1, . . . ,M .

Динамика процесса в векторной форме задается выражением

xi(k + 1) =
(

L+MDg(ui(k))
)

xi(k), (1.1)
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где матрицы L,M ∈ MatM×M определены следующим образом:

L :=

















0 0 0 . . . 0 0 0
1 0 0 . . . 0 0 0
0 1 0 . . . 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 0 0
0 0 0 . . . 0 1 1

















, M :=

















1 1 1 . . . 1 1 1
−1 0 0 . . . 0 0 0
0 −1 0 . . . 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . −1 0 0
0 0 0 . . . 0 −1 −1

















.

Оператор Dg преобразует вектор y = (y1, y2, . . . , yn)
T в следующую матрицу:

Dg(y) =













y1 0 . . . 0 0
0 y2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . yn−1 0
0 0 . . . 0 yn













.

Интерпретация динамики такова: площадь леса, оставшегося после вырубки в возрастной
группе aj в k-й период времени, в следующий (k+1)-й временной период переходит в возраст-
ную группу aj+1; в последней возрастной группе площадь аккумулируется; все вырубленные
площади засаживаются — лесовосстановительные мероприятия обязательны.

Древесина, заготовленная в k-й момент времени, вычисляется по формуле

H(u(k),x(k)) :=
N
∑

i=1

βT
i Dg(ui(k))xi(k).

Рассмотрим множество

U :=
{

{uji} ∈ MatM×N

∣

∣0 ≤ u
j
i ≤ 1

}

.

Управление u называется допустимым, если u(k) ∈ U для любого k = 1, . . . ,K.
Функция затрат состоит из следующих слагаемых: рубка CL = CL(a), доставка CE =

CE(a), посадка CP = CP (a). Все затраты можно выразить в у.е. за гектар. Суммарная стои-
мость управляющих воздействий u(k) задана выражением

C(u(k),x(k)) :=

N
∑

i=1

M
∑

j=1

[

CL
i (aj) + CE

i (aj) + CP
i (aj)

]

xi(aj , tk)ui(aj , tk).

Таким образом, функцию затрат можно записать в виде

C(u(k),x(k)) =
M
∑

i=1

CT
i Dg(ui(k))xi(k).

При известной динамике цен p(k) на древесину прибыль вычисляется по формуле

Π(u(k),x(k)) := p(k)H(u(k),x(k))− C(u(k),x(k)),

а чистый дисконтированный доход определяется как

J(u,x) :=

K
∑

k=1

ρkΠ(u(k),x(k)),

где ρk — фактор дисконтирования.
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Для описанного процесса ставится следующая задача оптимального управления.

Пусть заданы динамика древостоя xi(k) (1.1) и начальное распределение

xi(1) = x1
i , i = 1, . . . , N. (1.2)

Требуется среди допустимых управлений u найти оптимальное управление û, максимизи-
рующее чистый дисконтированный доход:

max
u∈U

J(u,x), (1.3)

где U — множество всех допустимых управлений.

З а м е ч а н и е 1. В силу содержательного смысла задачи все компоненты векторов x1
i

неотрицательны.

2. Новый подход к решению задачи (1.1)–(1.3)

Отметим справедливость следующего утверждения, доказательство которого непосред-
ственно следует из вида матриц L,M.

Утверждение 1. Если все компоненты векторов x1
i неотрицательны, то для любого до-

пустимого управления u все компоненты решений задачи (1.1), (1.2) также неотрицатель-

ны.

З а м е ч а н и е 2. В дальнейшем операции взятия max и sign, применяемые к вектор-
строке, предполагаются выполняемыми по компонентам.

Согласно принципу максимума Понтрягина [5] компоненты ûi оптимального управления û

в каждый k-й момент времени максимизируют каждую компоненту вектора-строки:

ûi(k) = arg max
u(k)∈U

{

(

ρk(p(k)β
T
i −CT

i ) + λi(k + 1)M
)

Dg(x̂i(k))Dg(ui(k))
}

. (2.1)

Здесь λi(k + 1) — решение сопряженного уравнения

λi(k) = ρk
(

p(k)βT
i −CT

i

)

Dg(ûi(k)) + λi(k + 1)
(

LT +Dg(ûi(k))M
T
)

, (2.2)

вычисляемое в обратном времени, начиная с условия трансверсальности:

λi(K + 1) = 0, (2.3)

при этом динамика x̂i(k) определяется уравнением (1.1): x̂i(k + 1) =
(

L+MDg(ûi(k))
)

x̂i(k)
и начальным распределением x̂i(1) := x1

i .

Важно отметить, что условие (2.1) не позволяет явно определить компоненту вектора ûi(k)
в случае, когда перед ней стоит множитель, равный нулю. При решении прикладных задач
появление нулевых значений в векторах

(

ρk(p(k)β
T
i −CT

i ) + λi(k + 1)M
)

(2.4)

оказывается крайне редким для релейных управлений. В свою очередь, зачастую нулевые
компоненты возникают в векторе x̂i(k). Действительно, компонента ûi(aj , k) управления ûi(k),
определенная условием (2.1), принимает значение либо 0, либо 1. Пусть ûi(aj , k) = 1,
1 < j < M − 1, тогда, согласно уравнению динамики (1.1) в следующий момент времени k +1
получим x̂i(aj+1, k + 1) = 0.

Ниже сформулируем условие, соответствующее типичной ситуации, т. е. когда компонен-
ты вектора (2.4) не обращаются в нуль.
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Как отмечено выше, даже в такой ситуации условие (2.1) не всегда однозначно определяет
компоненты оптимального управления. Тем не менее оптимальное управление можно получить
упрощением (2.1), отбрасывая множитель Dg(x̂i(k)).

Приступим к обоснованию такого упрощения.

Вместо условия (2.1) рассмотрим новое условие

ũi(k) = arg max
u(k)∈U

{

(

ρk(p(k)β
T
i −CT

i ) + λi(k + 1)M
)

Dg(ui(k))
}

. (2.5)

Опишем условие типичности.

У с л о в и е T. Существует {λ̃, ũ} — решение задачи (2.2), (2.3), (2.5) такое, что векторы
ρk
(

p(k)βT
i −CT

i

)

+ λ̃i(k + 1)M не имеют нулевых компонент при всех i, k.

Утверждение 2. Если выполнено условие T, то задача (2.2), (2.3), (2.5) разрешима един-

ственным образом, и все компоненты ũ принимают значение из {0, 1}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу условий (2.3) и T вектор ρK(p(K)βT
i − CT

i ) не имеет
нулевых компонент, поэтому ũi(K) определяются однозначно, и их компоненты принимают
значение из {0, 1}. По этому ũi(K) однозначно в силу (2.2) находится λ̃i(K). Затем процесс
построения ũi(k) и λ̃i(k) продолжается до k = 1. �

Справедлива следующая теорема.

Теорема. Пусть выполнено условие T и {λ̃, ũ} — решение задачи (2.2), (2.3), (2.5),
а x̃ — решение задачи (1.1), (1.2), соответствующее ũ. Тогда {ũ, x̃} есть решение задачи

(1.1)–(1.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Без потери общности положим N = 1, при этом индекс i можно
опустить во всех обозначениях, где он встречается.

Рассмотрим новые вспомогательные задачи оптимального управления, зависящие от мало-
го параметра ε > 0, оставив без изменения динамику системы, множество допустимых управ-
лений и взяв в качестве критерия оптимальности следующий критерий:

Jε(u,x) := J(u,x) + εJ̄(u),

где

J̄(u) :=
K
∑

k=1

σ(k)u(k), σ(k) = sign
[

ρk(p(k)β
T −CT ) + λ̃(k + 1)M

]

, (2.6)

т. е.
max
u∈U

Jε(u,x). (2.7)

Покажем, что для любого ε > 0 пара {ũ, x̃} является также решением вспомогательной
задачи оптимального управления (1.1), (1.2), (2.7).

Будем решать вспомогательную задачу (2.7), применяя принцип максимума Понтряги-
на [5]. Пусть {ū, x̄} — решение этой задачи; оно удовлетворяет принципу максимума

ū(k) = arg max
u(k)∈U

[

(

ρk(p(k)β
T −CT ) + λ̄(k + 1)M

)

Dg(x̄(k)) + εσ(k)
]

Dg(u(k)). (2.8)

Здесь λ̄ — решение сопряженного уравнения (2.2):

λ̄(k) = ρk
(

p(k)βT −CT
)

Dg(ū(k)) + λ̄(k + 1)
(

LT +Dg(ū(k))MT
)

,

вычисляемое в обратном времени, начиная с условия трансверсальности:

λ̄(K + 1) = 0.
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Используя эти условия, будем по шагам вычислять сопряженную переменную λ̄ и соответ-
ствующее оптимальное управление ū. В момент времени K из (2.3), (2.6) получаем

σ(K) = sign
[

ρK(p(K)βT −CT )
]

.

Подставим σ(K) и λ̄(K + 1) = 0 в условие (2.8):

ū(K) = arg max
u(K)∈U

[

ρK(p(K)βT−CT )Dg(x̄(K))+ε sign
[

ρK(p(K)βT −CT )
]

]

Dg(u(K)). (2.9)

Условие (2.9) для определения управления ū(K) совпадает с условием (2.5) для определе-
ния ũ(K). Действительно, так как λ̃(K + 1) = λ̄(K + 1) = 0, а в силу утверждения 1 все ком-
поненты вектора x̄(K) неотрицательны, то все компоненты вектора, стоящего перед Dg(u(K))
в формуле (2.9), имеют такой же знак, что и соответствующие компоненты вектора в (2.5) (вне
зависимости от конкретных значений вектора x̄(K)). Поэтому ū(K) = ũ(K).

Далее по индукции получаем, что имеет место полное совпадение управлений и сопряжен-
ных переменных: ū(k) = ũ(k), λ̄(k) = λ̃(k), k = 1, . . . ,K. Таким образом, мы показали, что
ū(k) = ũ(k), x̄(k) = x̃(k), т. е. решение {ũ, x̃, λ̃} есть единственное решение системы принци-
па максимума для вспомогательной задачи. Поэтому оно является решением вспомогательной
задачи при любом ε > 0.

Пусть {û, x̂} — произвольный допустимый процесс исходной задачи (1.1), (1.2). Тогда в
силу предыдущей части доказательства для любого ε > 0 получим

J(ũ, x̃) + εJ̄(ũ) = Jε(ũ, x̃) ≥ Jε(û, x̂) = J(û, x̂) + εJ̄(û).

Переходя в этом неравенстве к пределу по ε → +0, имеем J(ũ, x̃) ≥ J(û, x̂). Тем самым
{ũ, x̃} — решение задачи (1.1)–(1.3). �

З а м е ч а н и е 3. Теорема обосновывает использование условий (2.2), (2.3), (2.5) для ре-
шения рассматриваемой задачи оптимального управления. Отметим, что полученное правило
допускает следующую экономическую интерпретацию. Первое слагаемое

ρk(p(k)β
T
i −CT

i )

отвечает прибыли, соответствующей рубке в k-й момент времени, а второе слагаемое

λi(k + 1)M

содержит теневую цену λ, которая оценивает решения, принятые в другие моменты времени; в
прошлом и будущем. Управление выбирается путем сопоставления обозначенных экономиче-
ских альтернатив. Отметим, что управление релейного типа отвечает сплошной рубке в лесо-
водственной практике. Однако оно может быть сведено к выборочной рубке, благодаря гибкой
формализации модели, допускающей разбивку лесного участка на виртуальные ячейки. Реа-
лизация полученных условий в виде алгоритма позволяет создавать программные комплексы
для моделирования менеджмента лесными ресурсами и апробации результатов на реальных
данных.

З а м е ч а н и е 4. Множество задач, для которых выполнено условие T, непусто. На-
пример, если при всех k, i ρk(p(k)β

T
i − CT

i ) = (2, 2, . . . , 2), то для такой задачи условие T
выполнено и все u

j
i (k) = 1.

В заключение несколько слов о практическом применении. Моделирование было выполнено
на данных для региона Баден, Нижняя Австрия. Рассматривалась динамика древостоя бука.
Функции затрат были заданы на уровне европейских значений. Динамика цены на древесину
отвечала трендам реальных данных. Алгоритмы были реализованы в среде программирова-
ния Python, используя библиотеки Matplotlib и Toolkits. В процессе компьютерных вычис-
лений выполнялись условия типичности, оговоренные в статье. Результаты вычислительных
экспериментов подтвердили работоспособность и эффективность предложенных алгоритмов.
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