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Статья посвящена исследованию системы уравнений первого порядка типа Гамильтона — Якоби. Рас-
сматривается сильно связанная иерархическая система: первое уравнение не зависит от второго, а гамиль-
тониан второго уравнения зависит от градиента решения первого уравнения. Данная система допускает
последовательное решение. Решение первого уравнения понимается в смысле теории минимаксных (вяз-
костных) решений и получается с использованием формулы Лакса —Хопфа. Подстановка решения перво-
го уравнения во второе уравнение Гамильтона —Якоби приводит к уравнению Гамильтона — Якоби с раз-
рывным гамильтонианом. Его решение основано на концепции М-решений, введенной А.И.Субботиным
и выбирается в классе многозначных отображений. Таким образом, решение исходной системы является
прямым произведением однозначного и многозначного отображений, удовлетворяющих первому и второ-
му уравнениям в минимаксном смысле и в смысле М-решений. Для случая, когда решение первого уравне-
ния недифференцируемо лишь вдоль одной линии Ранкино —Гюгонио доказаны теоремы существования
и единственности. Для решения системы получена репрезентативная формула в терминах характеристик
Коши. Исследованы свойства решения и их зависимость от параметров задачи.
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E. A.Kolpakova. On the solution of a system of Hamilton–Jacobi equations of special form.

The paper is concerned with the investigation of a system of first-order Hamilton–Jacobi equations. We
consider a strongly coupled hierarchical system: the first equation is independent of the second, and the
Hamiltonian of the second equation depends on the gradient of the solution of the first equation. The system
can be solved sequentially. The solution of the first equation is understood in the sense of the theory of minimax
(viscosity) solutions and can be obtained with the help of the Lax–Hopf formula. The substitution of the
solution of the first equation in the second Hamilton–Jacobi equation results in a Hamilton–Jacobi equation
with discontinuous Hamiltonian. This equation is solved with the use of the idea of M-solutions proposed by
A.I. Subbotin, and the solution is chosen from the class of set-valued mappings. Thus, the solution of the
original system of Hamilton–Jacobi equations is the direct product of a single-valued and set-valued mappings,
which satisfy the first and the second equations in the minimax and M-solution sense, respectively. In the case
when the solution of the first equation is nondifferentiable only along one Rankine–Hugoniot line, existence and
uniqueness theorems are proved. A representative formula for the solution of the system is obtained in terms of
Cauchy characteristics. The properties of the solution and their dependence on the parameters of the problem
are investigated.
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Введение

Сильно связанные системы уравнений Гамильтона— Якоби описывают функцию цены в
неантагонистических дифференциальных играх [1]. В настоящее время эта область изучена
недостаточно полно: нет общепринятого определения обобщенного решения сильно связан-
ной системы уравнений Гамильтона— Якоби. Вопрос о связи систем уравнений Гамильтона—
Якоби и нэшевских равновесий исследован в работах [2; 3]. В работе Д.Острова [4] решение
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системы уравнений Гамильтона— Якоби рассматривалось как предел вязких решений. Он по-
казал неединственность предложенного решения. Таким образом, вопросы существования и
единственности обобщенного решения остаются открытыми.

В данной статье рассматривается вопрос о построении обобщенного решения сильно свя-
занной системы уравнений Гамильтона — Якоби специального вида. Первое уравнение системы
не зависит от второго, а второе уравнение зависит от производной решения первого уравне-
ния. Системы такого вида описывают поведение игроков в иерархических дифференциальных
играх [5]: первое уравнение описывает поведения лидера, а второе уравнение — поведение ведо-
мого игрока. Если продифференцировать рассматриваемую систему уравнений Гамильтона—
Якоби по фазовой переменной, то полученная система квазилинейных уравнений может быть
применена к описанию газовой динамики без давления, а также крупномасштабной структуры
вселенной [6; 7].

В рассматриваемой системе уравнений Гамильтона— Якоби классического решения, как
правило, не существует глобально. Возникает необходимость рассматривать обобщенные реше-
ния. Теория обобщенных решений уравнения Гамильтона— Якоби развита А.И.Субботиным
в [8]. В этой работе введено понятие минимаксного решения, которое опирается на свойство
выживаемости обобщенных характеристик в графике обобщенного решения. Теоремы суще-
ствования и единственности минимаксного решения доказаны в работе [8]. Естественным обоб-
щением минимаксного решения является понятие М-решения (многозначного решения) [9].
В данной статье предложено определение обобщенного решения для системы уравнений Га-
мильтона— Якоби, которое опирается на понятия минимаксного решения и М-решения.

Приведен алгоритм построения обобщенного решения, в основе которого лежит метод ха-
рактеристик Коши. Как известно, метод характеристик Коши применяется для построения
классического решения уравнения Гамильтона— Якоби. Однако в нелинейных задачах реше-
ние уравнения Гамильтона— Якоби, как правило, теряет гладкость и является только непре-
рывной функцией. В работах Н.Н.Субботиной [10] метод характеристик получил новое раз-
витие. Опираясь на двойственность задачи оптимального управления и принципа максимума
Понтрягина, Н.Н.Субботина получила репрезентативную формулу для минимаксного реше-
ния [11].

Цель предлагаемой статьи — обосновать, что метод характеристик Коши может быть ис-
пользован для построения М-решения. В работе [12] доказано, что в графике минимаксного
решения уравнения Гамильтона— Якоби выживают и классические характеристики уравнения
Гамильтона— Якоби. В настоящей статье доказаны теоремы существования и единственности
обобщенного решения системы уравнений Гамильтона— Якоби. В конце статьи приведен при-
мер, иллюстрирующий предложенный алгоритм построения обобщенного решения системы
уравнений Гамильтона— Якоби.

1. Постановка задачи

Рассмотрим систему из двух уравнений Гамильтона— Якоби. Эта система описана в работе
Ф. Хуанг [6]:

∂u

∂t
+ F (ux) = 0,

∂v

∂t
+ vxg(ux) = 0, u(T, x) = uT (x), v(T, x) = vT (x). (1.1)

Здесь t ∈ [0, T ], T > 0, x ∈ R, функции u, v определены на ΠT со значениями в R, где
ΠT = [0, T ] × R, функции F, g : R → R.

Предположим, что

A1 функция F : R → R дважды дифференцируема, F ′′(ux) > 0. Функция F обладает
подлинейным ростом или условием lim|p|→∞F (p)/|p| = +∞ ;

A2 функция g : R → R дважды дифференцируема, обладает подлинейным ростом,
g′(ux) > 0;
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A3 функция uT (·) глобально липшицева, функция vT (·) непрерывно дифференцируема.

Напомним понятие субдифференциала функции.

О п р е д е л е н и е 1. Множество D−u(t, x) ∈ R
2
(
D+u(t, x) ∈ R

2
)

называется субдиф-
ференциалом (супердифференциалом) функции u(·, ·) : ΠT → R в точке (t, x) ∈ (0, T )×R, если
для любых δt ∈ R, δx ∈ R выполняются соотношения

D−u(t, x) =
{
(α, p) ∈ R

2 : u(t+ δt, x+ δx)− u(t, x) ≥ αδt+ pδx+ o(|δt| + |δx|)
}
,

D+u(t, x) =
{
(α, p) ∈ R

2 : u(t+ δt, x+ δx)− u(t, x) ≤ αδt+ pδx+ o(|δt| + |δx|)
}
.

Построим решение первого уравнения системы (1.1), применяя теорию минимаксного/вяз-
костного решения. Напомним определение обобщенного решения задачи Коши для уравнения
Гамильтона— Якоби [13].

О п р е д е л е н и е 2. Минимаксным/вязкостным решением задачи

∂u

∂t
+ F (ux) = 0, u(T, x) = uT (x)

называется непрерывная функция u : ΠT → R, удовлетворяющая условиям

α+ F (p) ≤ 0, (α, p) ∈ D+u(t, x), α+ F (p) ≥ 0, (α, p) ∈ D−u(t, x); u(T, x) = uT (x), x ∈ R.

Здесь D−u,D+u — суб- и супердифференциал функции u соответственно.

В работах [8; 14] доказано, что при выполнении условий A1, A3 минимаксное/вязкостное
решение существует и единственно.

В работе [11] доказаны следующие свойства минимаксного решения.

1. Минимаксное решение u — локально липшицевая функция.

2. D−u(t, x) 6= ∅ для любой точки (t, x) ∈ ΠT .

3. Функция u непрерывно дифференцируема всюду в полосе ΠT кроме множества точек
(t, x) = (t, αi(t)), t ∈ [t0, t1], t0, t1 ∈ [0, T ]. На указанном множестве точек функция u недиффе-
ренцируема. Функции αi : ΠT → R непрерывно дифференцируемы [15;16], причем функций αi

не более чем счетное число. Функции αi удовлетворяют условию Ранкина— Гюгонио:

α̇i(t) =
[F (ux)](t)

[ux](t)
. (1.2)

Здесь символ [·] обозначает скачок функции через кривую α, т. е.

[ux](t) = lim
x→α(t)+0

ux(t, x) − lim
x→α(t)−0

ux(t, x),

[F (ux)](t) = lim
x→α(t)+0

F (ux(t, x)) − lim
x→α(t)−0

F (ux(t, x)).

Далее в статье будем предполагать, что ux имеет одну линию разрыва α(·). Этот случай
достаточно часто реализуется, например, при выпуклой uT .

Обозначим символом F ∗ функцию сопряженную к F . Согласно формуле Лакса— Хопфа [13]
решение первого уравнения имеет вид

u(t, x) = max
y∈R

{
(t− T )F ∗

(x− y

t− T

)
+ uT (y)

}
, 0 ≤ t < T, (1.3)

тогда

ux(t, x) = G
(x− y

t− T

)
.
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Здесь G = (F ∗)
′−1. Функция (F ∗)

′−1 существует, так как F ′′ > 0 в силу условия A1. Заме-
тим, что функция ux может быть разрывной по переменной x в силу свойств минимаксного
решения.

Рассмотрим задачу Коши для второго уравнения системы (1.1). Обозначим гамильтониан
H(t, x, s) = sg(ux(t, x)). Функция H может быть разрывной по переменной x. А.И.Субботин
предложил понятие М-решения для уравнения Гамильтона— Якоби с разрывным по x гамиль-
тонианом.

Рассмотрим области

D1 = {(t, x) ∈ ΠT : t ∈ [t0, t1], x ≥ α(t)} ∪ [t1, T ]× R,

D2 = {(t, x) ∈ ΠT : t ∈ [t0, t1], x ≤ α(t)} ∪ [t1, T ]× R.

Обозначим через ui сужение функции ux на область Di, i = 1, 2. Согласно свойству 2
минимаксного решения функция u субдифференцируема, тогда u2(t, α(t)) ≤ u1(t, α(t)), t ∈
[t0, t1].

Рассмотрим многозначное отображение

E(t, x) =

{
{(g(ux(t, x)), 0)}, (t, x) 6= (t, α(t)),

[g(u2), g(u1)]× {0}, (t, x) = (t, α(t)).
(1.4)

Рассмотрим дифференциальное включение

(ẋ, ż) ∈ E(t, x). (1.5)

Покажем, что E является допустимым для H многозначным отображением в смысле
определения подразд. 2.5 работы [8]. Действительно, для любых x ∈ R множество E(t, x)
выпукло и компактно в R × R. Отображение x → E(t, x) полунепрерывно сверху, так как
ui(t, x) ∈ D−u(t, x), i = 1, 2, отображение (t, x) → D−u(t, x) полунепрерывно сверху по включе-
нию (см. [8]) и g монотонна. Функция H не зависит от u, следовательно, условие монотонности
по u можно не проверять. Для произвольных x ∈ R, s ∈ R при любом выборе p0 ∈ R имеем

H(x, s) = min{ϕs − ψ : (ϕ,ψ) ∈ E(t, x)} ≥ min{ϕs − ψ : (ϕ,ψ) ∈ E(t, x)}.

Поскольку E(t, x) не зависит от p, то неравенство выполняется. Аналогично для любых x ∈ R,
p ∈ R найдется p0 ∈ R такой, что

H(x, s) = max{ϕs − ψ : (ϕ,ψ) ∈ E(t, x)} ≤ max{ϕs − ψ : (ϕ,ψ) ∈ E(t, x)}.

Напомним определение многозначного решения для второго уравнения системы (1.1) [9].

О п р е д е л е н и е 3. Пусть w ⊂ [0, T ] × R × R — замкнутое множество. Будем гово-
рить, что w слабо инвариантно относительно дифференциального включения (1.5), если для
произвольной точки (t0, x0, z0) ∈ w существуют τ > 0 и траектория (x, z) дифференциального
включения (1.5) такая, что (x(0), z(0)) = (x0, z0), (t, x(t), z(t)) ∈ w для всех t ∈ [0, τ ].

В определении 3 в качестве (1.5) можно использовать любое допустимое дифференциальное
включение, которое удовлетворяет условиям, описанным в [8]. Для удобства изложения будем
использовать дифференциальное включение (1.5) с правой частью вида (1.4).

О п р е д е л е н и е 4. Замкнутое максимальное по включению многозначное отображе-
ние v : ΠT ⇒ R называется М-решением уравнения Гамильтона— Якоби, если gr v слабо ин-
вариантен относительно дифференциального включения (1.5), v(T, x) = vT (x) для всех x ∈ R

и для любого многозначного отображения y : ΠT ⇒ R, у которого y(T, x) = vT (x), gr y слабо
инвариантен относительно дифференциального включения (1.5), выполнено gr y ⊆ gr v.

Дадим определение обобщенного решения системы Гамильтона — Якоби (1.1).
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О п р е д е л е н и е 5. Многозначное отображение (u, v), где u : ΠT → R, v : ΠT ⇒ R

называется обобщенным решением системы уравнений Гамильтона— Якоби (1.1), если

функция u — минимаксное решение первого уравнения системы (1.1),

функция v — М-решение второго уравнения системы (1.1).

В зависимости от значений α̇, которые определяются формулой (1.2), рассмотрим следую-
щие случаи.

1. α̇(t) ∈ [g(u2(t, α(t))), g(u1(t, α(t)))], t ∈ [t0, t1].

2. α̇(t) < g(u2(t, α(t))), или α̇(t) > g(u1(t, α(t))), t ∈ [t0, t1].

Для каждого из указанных случаев будет построено решение системы (1.1).

2. Многозначное решение системы уравнений Гамильтона —Якоби

Предполагаем, что

α̇(t) ∈ [g(u2(t, α(t))), g(u1(t, α(t)))], t ∈ [t0, t1]. (2.1)

Будем строить решение второго уравнения системы (1.1) с помощью метода характеристик
Коши.

В точках непрерывности функции ux(·) характеристическая система имеет вид

˙̃x = g(ux(t, x)), ˙̃z = 0 (2.2)

с краевым условием
x̃(T, ξ) = ξ, z̃(T, ξ) = vT (ξ), ξ ∈ R. (2.3)

Покажем, что в окрестности точек непрерывности ux эта функция является липшицевой.
Пусть x1, x2 ∈ Di, и ux непрерывна в точках (t, xj), j = 1, 2. Тогда

|ux(t, x1)− ux(t, x2)| =
∣∣∣G

(x1 − y(t, x1)

t− T

)
−G

(x2 − y(t, x2)

t− T

)∣∣∣ =
∣∣∣G′

( ϑ

t− T

)
(x1 − x2)

∣∣∣.

Напомним, что ux(T, x) = u′T (x). Функция G непрерывно дифференцируема, так как F два-

жды дифференцируема и отображение x→ y(t, x) не убывает [13]. Величина G′
( ϑ

t− T

)
огра-

ничена при ϑ ∈ (x1, x2), t ∈ [t0, τ ], τ < T , поскольку G′ непрерывна.
Решение характеристической системы (2.2), (2.3) существует и единственно. Отметим, что

характеристики x̃(·, ξ) системы (2.2), (2.3) приходят в каждую точку (t, x) полосы ΠT , так как
первое уравнение характеристической системы ẋ = g(ux(t, x)) решается независимо от других
уравнений, и задача Коши для него корректна для любой точки из области непрерывности ux.
Пусть точка (t0, x0) ∈ D1. Тогда все решения задач Коши

ẋ = g(u1(t, x)), x(t0) = x0, (t0, x0) ∈ D1

лежат не ниже кривой α, поскольку α̇(t) ≤ g(u1(t, α(t))), t ∈ [t0, t1].
Аналогично для произвольной точки (t0, x0) ∈ D2 решения задач Коши

ẋ = g(u2(t, x)), x(t0) = x0, (t0, x0) ∈ D2

лежат не выше α. Таким образом, характеристика x̃(·), стартующая из начальной точки (t0, x0)
в области Di, остается в этой области на отрезке [t0, T ].

Решение (xi(·, α(t
0)), zi(·, α(t

0))), t0 ∈ [t0, t1], задач Коши

ẋ = g(ui(t, x)), x(t0) = α(t0)
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существует, единственно при фиксированном t0. Решения (xi(·, α(t
0)), zi(·, α(t

0))), t0 ∈ [t0, t1],
лежат в области Di, i = 1, 2 в силу условия (2.1). Заметим, что решения (xi(·, α(t

0)), zi(·, α(t
0)))

совпадают с характеристиками системы (2.2), (2.3). Отсюда следует, что для точек (t, α(t)) ∈
D1 ∩D2, t ∈ [t0, t1], существуют две характеристики x̃(·, ξi), i = 1, 2, такие, что α(t) = x̃(t, ξi) ∈
Di, t ∈ [t0, t1], i = 1, 2. Если существует i такое, что α̇ = g(ui(t, α(t))), то одна из указанных
характеристик совпадает с α.

Рассмотрим многозначное отображение v вида

v(t, x) =

{
{z̃(t, ξ)}, x = x̃(t, ξ) 6= α(t),

co {z̃1(t, ξ1), z̃2(t, ξ2)}, x = α(t),

где (x̃i, z̃i), i = 1, 2, — решения характеристической системы (2.2), (2.3) в области Di, i = 1, 2.
Уточним вид v, подставив решение характеристической системы:

v(t, x) =





vT

(
x−

t∫

T

g(ux(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)
, x 6= α(t),

co

{
vT

(
α(t) −

t∫

T

g(u2(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)
, vT

(
α(t)−

t∫

T

g(u1(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)}

, x = α(t).

(2.4)

Утверждение 1. Если выполнены условия A1–A3, то график многозначного отображе-

ния v : ΠT ⇒ R вида (2.4) слабо инвариантен относительно дифференциального включе-

ния (1.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Пусть (t0, x0) ∈ Di, z0 = vT (x0− x̃i(t0)), тогда выберем селек-
тор {(g(ui(t, x)), 0)} ⊆ E(t, x), где E вида (1.4). Решения (x(·), z(·)) дифференциального вклю-
чения (1.5) удовлетворяют уравнениям ẋ = g(ui(t, x)), ż = 0 с начальным условием x(t0) = x0,
z(t0) = z0. Видно, что решения (x(·), z(·)) совпадают с характеристиками (x̃(·, ξ), z̃(·, ξ)). Из
вида v следует, что (t, x̃(t, ξ), z̃(t, ξ)) ∈ gr v, а значит, решения (x(·), z(·)) дифференциального
включения выживают в графике v. Следовательно, для любой (t0, x0, z0) такой, что x0 > α(t0)
(x0 < α(t0)), z0 = vT (x0 − x̃(t0)), получаем выживаемость траекторий дифференциального
включения (1.5) в графике v.

2. Пусть (t0, x0) = (t0, α(t0)) и vT (α(t0)− x̃1(t0)) ≤ z0 ≤ vT (α(t0)− x̃2(t0)). Можно выбрать
селектор многозначного отображения вида (1.4)

{(α̇(t), 0)} ⊂ E(t, x), t ∈ [t0, t1]. (2.5)

Очевидно, что траектории (x(·), z(·)) дифференциального включения (1.5) при выборе селек-
тора (2.5) с начальным условием x(t0) = α(t0), z(t0) = z0 имеют вид x(t) = α(t), z(t) ≡ z0,
t ∈ [t0, t1].

Существует момент τ ∈ (t0, t1] такой, что ∀ t ∈ (t0, τ ] (t, x(t), z(t)) ∈ grv(t, α(t)) и z(τ) ≡

z0 = vT

(
α(τ) −

∫ τ

T

g(ui(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)
. Это следует из вида v (2.4). Рассмотренный момент τ

существует, так как решение v однозначно при (t, x) ∈ (t1, T ] × R согласно (2.4). Поэтому
всегда найдется момент τ — момент выхода траекторий (x(·), z(·)) дифференциального вклю-
чения (1.5) из области многозначности gr v.

Если τ < t1, то существуют решения характеристической системы (2.2), (2.3) z̃i(·, ξ), i =

1, 2, для которых выполнено z0 = vT

(
α(τ) −

∫ τ

T

g(ui(t, x̃(t, ξ)))dt
)

= z̃i(τ, ξ). Если τ = t1, то

z0 = vT

(
α(t1)−

∫ t1

T

g(ux(t, x̃(t, ξ)))dt
)
= z̃(t1, ξ).
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Как отмечалось ранее, в каждую точку (t, x) ∈ Di приходит хотя бы одна характеристи-
ка (x̃, z̃). Поэтому для t > τ выберем селектор {(g(ui(t, x)), 0)} ⊆ E(t, x). Решения (x(·), z(·))
дифференциального включения (1.5), t ∈ [τ, T ] выживают в графике v, как это было показано
в п. 1.

Если (t0, x0) = (t1, α(t1)), z0 = vT

(
α(t1) −

∫ t1

T

g(ux(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)
, то для t > t1 выберем

селектор {(g(ui(t, x)), 0)} ⊆ E(t, x). Решения (x(·), z(·)) дифференциального включения (1.5)
выживают в графике v как это было показано в п. 1. �

Утверждение 2. Многозначное отображение v : ΠT ⇒ R, определенное (2.4), является

максимальным по включению, то есть для любого многозначного отображения ṽ : ΠT ⇒

R, у которого ṽ(T, x) = vT (x), gr ṽ слабо инвариантен относительно дифференциального

включения (1.5), выполнено gr ṽ ⊆ gr v.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что многозначное отображение ṽ удовлетворяет
условию v(T, x) = ṽ(T, x) = vT (x), слабо инвариантно относительно (1.5) и существует точ-
ка (t0, x0) такая, что (t0, x0, z0) ∈ gr ṽ и (t0, x0, z0) 6∈ gr v.

Согласно утверждению 1 отображение v слабо инвариантно относительно (1.5). Покажем,
что отображение ṽ не может быть слабо инвариантно относительно (1.5).

Если (t0, x0) 6= (t0, α(t0)), тогда траектории дифференциального включения (1.5), выжива-
ющие в графике ṽ, удовлетворяют уравнениям

ẋ = g(ui), ż = 0

с начальным условием x(t0) = x0, z(t0) = z0. Траектория x(·) не может несколько раз пересе-
кать кривую α, так как выполнено условие (2.1). Решения x(·) продолжимы до t = T , тогда
z(t) ≡ z0 = z(T ) 6= vT (x(T )). Противоречие с тем, что ṽ(T, x) = vT (x).

Если (t0, x0) = (t0, α(t0)), то траектории дифференциального включения (1.5), выживаю-
щие в графике ṽ, удовлетворяют уравнениям

ẋ = α̇, ż = 0.

Существует момент τ ∈ (t0, t1] такой, что ∀ t ∈ (t0, τ ] траектории (x(·), z(·)) рассматрива-

емого дифференциального включения лежат в графике v(t, α(t)) и z(τ) ≡ z0 = vT

(
α(τ) −

∫ τ

T

g(ui(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)
, так как v имеет вид (2.4). Если τ < t1, то существуют решения харак-

теристической системы (2.2), (2.3) z̃i(·, ξ), i = 1, 2, для которых выполнено z0 = vT

(
α(τ) −

∫ τ

T

g(ui(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)

= z̃i(τ, ξ). Если τ = t1, то z0 = vT

(
α(t1) −

∫ t1

T

g(ux(t, x̃(t, ξ)))dt
)

=

z̃(t1, ξ). Рассмотренный момент τ существует, так как решение v однозначно при (t, x) ∈
(t1, T ] × R согласно (2.4). Поэтому всегда найдется момент τ — момент выхода траекто-
рий (x(·), z(·)) дифференциального включения (1.5) из области многозначности gr v.

Решения (x(·), z(·)) дифференциального включения (1.5), где (ẋ, ż) = (g(ui(t, x)), 0), t ∈
(τ, T ], выживают в графике v, как это было показано в утверждении 1. Тогда z(t) = z(T ) 6=
vT (x(T )). Противоречие с тем, что ṽ(T, x) = vT (x). Следовательно отображение v, задан-
ное (2.4), является максимальным по включению слабо инвариантным множеством относи-
тельно дифференциального включения (1.5). �

Из утверждений 1, 2 следует, что многозначное отображение v, заданное (2.4), является
М-решением второго уравнения задачи (1.1).

Из утверждения 2 следует единственность М-решения v второго уравнения системы (1.1).

З а м е ч а н и е. М-решение v второго уравнения системы (1.1) многозначно вдоль x =
α(t), t ∈ [t0, t1]. В точках (t, x) 6= (t, α(t)), t ∈ [t0, t1], М-решение v однозначно и дифференци-
руемо, так как vT непрерывно дифференцируема, ux липшицева в областях Di, i = 1, 2, реше-
ние x̃(·, ξ) характеристической системы (2.2), (2.3) дифференцируемо по начальному условию.
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3. Непрерывное решение системы уравнений Гамильтона — Якоби

Рассмотрим функцию α : [t0, t1] → R такую, что существует α̇, определенная (1.2), и вы-
полнено одно из условий:

α̇(t) < g(u2(t, α(t))) или α̇(t) > g(u1(t, α(t))), t ∈ [t0, t1]. (3.1)

Тогда может возникнуть ситуация, когда характеристики x̃i заполняют не всю полосу ΠT .
Область, не заполненную характеристиками, назовем M . Далее рассмотрим случай, когда
область M пересекается только с областью D2. Тогда область M имеет вид

M = {(t, x) ∈ D2 : t ∈ [t0, t1], x̃(t, α(t1)) ≤ x ≤ α(t)}.

Рассмотрим момент t∗, удовлетворяющий уравнению

α(t∗) =

t∗∫

t

g(u2(τ, x(τ))dτ + x, (t, x) ∈M. (3.2)

Момент t∗ определяется единственным образом. Как было показано ранее, в каждую точ-
ку (t, α(t)), t ∈ [t0, t1], приходит единственная характеристика из каждой области Di, i = 1, 2,
поэтому характеристики x̃i, i = 1, 2, пересекают α(·) один раз.

Покажем, что формула (3.2) определяет функцию t∗ : [t0, t1]×M → [t0, t1]. Продифферен-
цируем (3.2) по t∗. Видно, что α̇(t∗)− g(u2(t

∗, x)) 6= 0 и непрерывна, в частности

lim
(t,x)→(t,x̃(t,α(t1))

t∗(t, x) = t1.

Отсюда следует, что функция t∗ является непрерывной и дифференцируемой на (t0, t1) × R.
Существуют и непрерывны частные производные ∂t∗/∂t, ∂t∗/∂x.

Определим функцию v : ΠT → R

v(t, x) =





vT

(
x−

t∫

T

g(u1(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)
, (t, x) ∈ D1,

vT

(
x−

t∗∫

T

g(u1(τ, x̃(τ, ξ)))dτ −

t∫

t∗

g(u2(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)
, (t, x) ∈M,

vT

(
x−

t∫

T

g(u2(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)
, (t, x) ∈ D2 \M.

(3.3)

Заметим, что внутри областей M , Di, i = 1, 2, функция v является непрерывной по всем

аргументам, так как

∫ t

T

g(ui(τ, x(τ)))dτ , i = 1, 2, является непрерывной функцией и vT непре-

рывно дифференцируема. Проверим непрерывность v на границах областей. Рассмотрим со-
ответствующие пределы:

lim
x→α(t)+0

v(t, x) = lim
x→α(t)+0

vT

(
x−

t∫

T

g(u1(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)
= vT

(
α(t)−

t∗∫

T

g(u1(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)
,

lim
x→α(t)−0

v(t, x) = lim
x→α(t)−0

vT

(
x−

t∗∫

T

g(u1(τ, x̃(τ, ξ)))dτ −

t∫

t∗

g(u2(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)
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= vT

(
α(t)−

t∗∫

T

g(u1(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)
.

Видно, что пределы функции v совпадают, значит v непрерывна в точках (t, α(t)), t ∈ [t0, t1].
Напомним, что другой границей области M является характеристика x̃(·, α(t1)). Проверим
непрерывность v в точках (t, x) = (t, x̃(t, α(t1))), t ∈ [t0, t1]. Имеем

lim
x→x̃(t,α(t1))+0

v(t, x) = lim
x→x̃(t,x̃(t,α(t1))+0

vT

(
x−

t∗∫

T

g(u1(τ, x̃(τ, ξ)))dτ −

t∫

t∗

g(u2(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)

= vT

(
x̃(t, α(t1))−

t∫

T

g(u2(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)
,

lim
x→x̃(t,α(t1))−0

v(t, x) = lim
x→x̃(t,x̃(t,α(t1))−0

vT

(
x−

t∫

T

g(u2(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)

= vT

(
x̃(t, α(t1))−

t∫

T

g(u2(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)
.

Пределы функции v совпадают, значит v непрерывна в точках (t, x̃(t, α(t1))), t ∈ [t0, t1].

Утверждение 3. Функция v, заданная (3.3), является М-решением задачи Коши для

второго уравнения системы (1.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим определение 4. Выберем (t0, x0) ∈ Di, z0 = vT

(
x0 −

∫ t0

T

g(ui(τ, x(τ)))dτ
)
, (x0, z0) ∈ gr v. Рассмотрим селектор {(g(ui(t, x)), 0)} ⊆ E(t, x). Значе-

ние v вдоль решений ẋ = g(ui) постоянно и равно z0 согласно построению. Выберем начальную

точку (t0, x0) ∈M и z0 = vT

(
x0−

∫ t0

T

g(u2(τ, x(τ)))dτ
)
, т. е. (x0, z0) ∈ gr v. Рассмотрим правую

часть дифференциального включения вида

E(t, x) =

{
{(g(u2(t, x̃(t, ξ))), 0)}, t ∈ [t0, t

∗],

{(g(u1(t, x̃(t, ξ))), 0)}, t ∈ (t∗, T ].

Здесь t∗ определяется формулой (3.2). Траектории (x, z) введенного дифференциального вклю-
чения (ẋ, ż) ∈ E(t, x) с начальным условием x(t0) = x0, z(t0) = z0 выживают в графике v до
момента t = T .

Выберем (t0, x0) = (t0, α(t0)), тогда рассмотрим селектор {(g(u1(t, x)), 0)} ⊆ E(t, x). Траек-
тории (x(·), z(·)) дифференциального включения (1.5) выживают в графике v. Таким образом,
график v слабо инвариантен относительно (1.5).

Покажем, что v является максимальным по включению отображением. Предположим, что
существует многозначное отображение ṽ : ΠT ⇒ R такое, что v(T, x) = ṽ(T, x) = vT (x), gr ṽ
слабо инвариантен относительно дифференциального включения (1.5) и существует (t0, x0, z0):
(t0, x0, z0) 6∈ gr v(t0, x0), (t0, x0, z0) ∈ gr ṽ(t0, x0). В зависимости от того, в какой области
лежит (t0, x0), выберем селектор {(g(ui), 0)} ⊆ E(t, x). Решения (x(·), z(·)) дифференциального
включения (1.5) продолжимы до t = T и z(t) = z(T ) ≡ z0. Кроме того, решения (t, x(t), z(t)) ∈
gr ṽ, t ∈ [t0, T ]. Противоречие с тем, что ṽ(T, x) = vT (x). �

Из утверждения (3) следует, что М-решение второго уравнения системы (1.1) однозначно.
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Утверждение 4. Решение второго уравнения системы (1.1) единственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что существует М-решение второго уравнения
системы (1.1) ṽ : ΠT ⇒ R такое, что v(T, x) = ṽ(T, x) = vT (x), и существует

(t0, x0, z0) : (t0, x0, z0) 6∈ gr v(t0, x0), (t0, x0, z0) ∈ gr ṽ(t0, x0).

Следуя рассуждениям, приведенным в доказательстве утверждения 3 о максимальности по
включению М-решения, приходим к противоречию о том, что ṽ является М-решением вто-
рого уравнения системы (1.1). Следовательно, М-решение второго уравнения системы (1.1)
единственно. �

Из утверждений 3, 4 следует, что М-решение второго уравнения системы (1.1) существует
и единственно.

Исследуем поведение функции v, определенной (3.3), на границах области M . Напомним,
что граница M состоит из точек {(t, x) : t ∈ [t0, t1], x = x̃(t, α(t1))}.

Утверждение 5. Функция v, определенная (3.3), дифференцируема в точках {(t, x)] : t ∈
[t0, t1], x = x̃(t, α(t1))}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим точку (t0, x0) = (t0, x̃(t0, α(t1))). Обозначим

C = v′T

(
x̃(t0, α(t1))−

t0∫

T

g(u2(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)
.

Тогда

lim
(t,x)→(t0,x0)

∂v(t, x)

∂t
= C

(
−g(u2(t

0, x0))−

t0∫

T

∂g(u2(τ, x̃(τ, ξ)))dτ

∂t

)
,

lim
(t,x)→(t0,x0)

∂v(t, x)

∂x
= C

(
1−

t0∫

T

∂g(u2(τ, x̃(τ, ξ)))

∂x
dτ

)
.

Функции ∂v/∂t, ∂v/∂x непрерывны на множестве (t, x) = (t, x̃(t, α(t1))), поэтому функция v
дифференцируема на этом множестве. �

Утверждение 6. В точках (t, x) = (t, α(t)), t ∈ [t0, t1), у функции v, определенной (3.3),
существует D+v или D−v.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользовавшись определением 1, нетрудно проверить, что
множество

{(kaλ, bλ)|λ ∈ [0, 1]}, где k = v′T

(
α(t)−

t∫

T

g(u1(τ, x̃(τ, ξ)))dτ
)
,

a = λ
(
g(u2(t, α(t))) − g(u1(t, α(t)))

)∂t∗
∂t

− λg(u2(t, α(t))) − λ

t∗∫

T

∂g(u1(τ, x̃))

∂t
dτ

− (1− λ)g(u1(t, α(t))) − (1− λ)

t∗∫

T

∂g(u1(τ, x̃))

∂t
dτ,

b = λ
(
g(u2(t, α(t))) − g(u1(t, α(t)))

)∂t∗
∂x

− λ

t∗∫

T

∂g(u1(τ, x̃)))

∂x
dτ + 1− (1− λ)

t∗∫

T

∂g(u1(τ, x̃))

∂x
dτ,
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является D−v(t, α(t)), t ∈ [t0, t1), при k ≥ 0 и D+v(t, α(t)), t ∈ [t0, t1) при k ≤ 0.

П р и м е р. Рассмотрим систему уравнений вида

∂u

∂t
+

(∂u
∂x

)2
= 0, u(T, x) = |x|,

∂v

∂t
+
∂v

∂x

(
β +

∂u

∂x

)
= 0, v(T, x) = x,

x ∈ R, T = 2, t ∈ [0, T ]. Применяя формулу (1.3), получим решение первого уравнения

u(t, x) = |x| − t+ T.

Видно, что функция u негладкая вдоль кривой α(t) = 0, t ∈ [0, 2]. Тогда u1(t, α(t)) = 1,
u2(t, α(t)) = −1.

Пусть |β| ≤ 1, тогда g(u1(t, α(t))) = β + 1 ≥ 0, g(u2(t, α(t))) = β − 1 ≤ 0. Следовательно,
выполняется случай, когда α̇ удовлетворяет условию (2.1). Применяя формулу (2.4), получим
решением второго уравнения

v(t, x) =





x− (β + 1)(t− T ), x > 0,

x− (β − 1)(t− T ), x < 0,

[(β − 1)(t− T ), (β + 1)(t− T )], x = 0.

Видно, что решение v вдоль x = α(t) является многозначным.
Пусть |β| > 1. В этом случае α̇ удовлетворяет условию (3.1). Непрерывное решение второго

уравнения описывается формулой (3.3) и имеет вид

v(t, x) =





x− (β + 1)(t − T ), x ≥ 0,

x− (β − 1)(t − T ), x < (β − 1)(t − T ),

β + 1

β − 1
x− (β + 1)(t− T ), (β − 1)(t− T ) < x < 0.

Заметим, что решение v дифференцируемо в точках x = (β − 1)(t− T ), а в точках (t, α(t))
существует D−v(t, α(t)).
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