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Рассматриваются антагонистические дифференциальные игры на плоскости с простыми движения-
ми, фиксированным моментом окончания и многоугольным терминальным множеством. Геометрическое
ограничение на управление каждого из игроков является выпуклым многоугольником или отрезком. Для
выпуклого терминального множества известна явная формула, описывающая множество разрешимости
задачи (множество уровня функции цены, максимальный u-стабильный мост, множество выживаемости).
Соответствующий этой формуле алгоритм опирается на операции алгебраической суммы и геометриче-
ской разности (разности Минковского). В статье предлагается алгоритм точного построения множества
разрешимости для случая многоугольного невыпуклого терминального множества. При этом не требует-
ся дополнительного разбиения рассматриваемого промежутка времени и восстановления промежуточных
множеств разрешимости в дополнительные моменты. Алгоритм заключается в формировании и после-
дующей конечной рекурсивной обработке списка полупространств в трехмерном пространстве времени и
фазовых координат. Список строится на основе многоугольного терминального множества с использова-
нием нормалей многоугольных ограничений на управления игроков.
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Введение

Р.Айзекс в книге [1] объектами с простыми движениями назвал объекты, поведение кото-
рых описывается соотношением

ẋ = u+ v, u ∈ P, v ∈ Q.

Здесь x — фазовый вектор, u — управление первого игрока, v — второго, P и Q — множества,
ограничивающие выбор управлений. Таким образом, в правой части нет фазовой переменной,
вектор скорости ẋ изменяется мгновенно в зависимости от текущего выбора управлений u, v.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 15-01-07909) и Программы Президиума РАН
“Математические задачи современной теории управления”.
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При рассмотрении содержательных задач конфликтного управления указанное описание
динамики применяют тогда, когда нужно ответить на какие-либо главные вопросы конфликт-
ного взаимодействия, не вдаваясь в детали, связанные с реальным инерционным поведением
объектов. Такое описание используют и при численном решении дифференциальных игр обще-
го вида. Например, пусть x(t∗) — разностное фазовое положение двух движущихся объектов.
Учитывая положение каждого их них, можно в качестве множеств P и Q взять “вектограм-
мы” [1] их скоростей в момент t∗ с должным знаком и на основе этого исследовать возможности
локального изменения разностного вектора.

Еще более целенаправленным является использование систем с простыми движениями при
численном решении (см., например, [2]) линейных дифференциальных игр вида

ż = A(t)z +B(t)u+ C(t)v, u ∈ P, v ∈ Q

с фиксированным моментом окончания T и заданной функцией платы ϕ, подсчитываемой в мо-
мент окончания. Пусть функция ϕ зависит от некоторых выделенных m координат вектора z.
Тогда, рассматривая матрицу Zm(T, t), составленную из m соответствующих строк фундамен-
тальной матрицы Коши линейной системы, при помощи преобразования x(t) = Zm(T, t)z(t)
переходим к системе

ẋ = Zm(T, t)B(t)u+ Zm(T, t)C(t)v, u ∈ P, v ∈ Q

без фазовой переменной в правой части. Сохраняя прежний момент окончания T и функцию
платы ϕ, получаем дифференциальную игру, эквивалентную (с точки зрения цены игры) ис-
ходной линейной дифференциальной игре [3, c. 354; 4, c. 89–91]. Пусть Mc — множество уровня
Лебега функции платы ϕ в координатах x. Пятимся по времени от множества Mc, “замора-
живая” на каждом шаге [ti, ti+1] попятной процедуры коэффициенты динамики. Получаем
рекуррентную процедуру приближенного построения множеств уровня Wc(ti) (Wc(T ) = Mc)
функции цены. При этом на каждом шаге попятной процедуры имеем дело с системой с про-
стыми движениями, в которой вместо P и Q используем множества

Pi = Zm(T, ti)B(ti)P, Qi = Zm(T, ti)C(ti)Q.

Естественно, мы заинтересованы в “хорошем” алгоритме перехода от множества Wc(ti+1) к
множеству Wc(ti). Сегодняшнее состояние теории дифференциальных игр говорит о том, что
для получения хорошего результата при рассмотрении на промежутке [ti, ti+1] динамики

ẋ = u+ v, u ∈ Pi, v ∈ Qi

следует разбить этот промежуток на достаточно большое количество частей с шагом h момен-
тами

tNi = ti+1, tN−1

i = tNi − h, . . . , t0i = ti

и для каждого из дополнительных промежутков [t ji , t
j+1

i ] приближенно построить множе-

ство Wc(t
j
i ) на основе множества Wc(t

j+1

i ).

Основная цель данной статьи — показать, что при размерности фазового вектора x, рав-
ной 2, этого делать не надо. Мы описываем алгоритм, который дает точное значение множе-
ства разрешимости Wc(ti) на основе множества Wc(ti+1), взятого в момент ti+1, при закреп-
ленной на промежутке [ti, ti+1] динамике c простыми движениями без какого-либо дополни-
тельного разбиения промежутка [ti, ti+1].

Статья организована следующим образом. В разд. 1 дается постановка задачи о точном
вычислении множества разрешимости для конфликтно-управляемой системы с простыми дви-
жениями в случае x ∈ R

2 в проблеме наведения на заданное многоугольное множество M в
фиксированный момент окончания ϑ. Случай выпуклого многоугольника M разбирается в
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разд. 2. Результат для выпуклого множества M является известным [5]. В разд. 3 анализиру-
ется понятие полупроницаемой трубки в пространстве {t, x}. Свойством полупроницаемости
должна обладать правильно построенная трубка, сечением которой в момент t = 0 являет-
ся множество разрешимости. В разд. 4 вводятся понятия выпуклой и вогнутой последова-
тельности полупространств, а также рассматривается числовая характеристика для упорядо-
ченной тройки полупространств. Раздел 5 описывает построения полупроницаемых поверх-
ностей локально в окрестности точки выпуклости или вогнутости терминального множества.
В разд. 6 приводится способ вычисления множества разрешимости при произвольном мно-
гоугольнике M , использующий некоторые специальные моменты промежуточного разбиения
и рекуррентные построения промежуточных множеств. Затем мы отказываемся от построе-
ния промежуточных множеств и излагаем алгоритм точного построения искомого множества
разрешимости.

1. Постановка задачи

Рассмотрим управляемую систему с простыми движениями [1] на плоскости:

ẋ = u+ v, u ∈ P, v ∈ Q, t ∈ [0, ϑ], ϑ > 0. (1.1)

Здесь x ∈ R
2 — фазовый вектор, u и v — управляющие воздействия первого и второго игроков,

каждое из множеств P и Q — выпуклый замкнутый многоугольник или отрезок.

Пусть задан простой многоугольник M ⊂ R
2, т.е. его граница — замкнутая ломаная без

самопересечений. Дифференциальная игра образована задачей M -сближения для первого иг-
рока и задачей M ′-сближения для второго игрока, M ′ = R2 \M .

Постановка задачи M -сближения для первого игрока на отрезке [0, ϑ] изложена в [6, § 13.1,
с. 150–152] и состоит в следующем. Из начальной позиции (0, x0) первый игрок стремится га-
рантировать выполнение условия x(ϑ) ∈ M . Предполагается, что игрок знает текущую пози-
цию (t, x(t)) и формирует управление u(t, x(t)) ∈ P по принципу обратной связи. Для решения
задачи M -сближения используется понятие u-стабильного моста.

Многозначное отображение [0, ϑ] ∋ t 7→ W (t) ⊂ R
2 определяет u-стабильный мост (гра-

фик отображения) W = {(t, x) : t ∈ [0, ϑ], x ∈ W (t)} в задаче M -сближения на отрезке [0, ϑ],
если W (ϑ) ⊂ M , множество W замкнуто в [0, ϑ] × R

2 и при любом v ∈ Q слабо инвариантно
относительно дифференциального включения

ẋ ∈ P + v. (1.2)

Условие слабой инвариантности означает, что для любой точки (t0, x0) ∈ W существует дви-
жение x(·) : [t0, ϑ] → R

2, которое удовлетворяет дифференциальному включению (1.2), началь-
ному условию x(t0) = x0 и условию выживаемости: x(t) ∈ W (t) для всех t ∈ [t0, ϑ]. В теории
дифференциальных игр это свойство (в эквивалентной формулировке) называется условием
u-стабильности.

Аналогично формулируется задача M ′-сближения для второго игрока и вводится понятие
v-стабильного моста в задаче M ′-сближения.

Первоначальные (эквивалентные) понятия стабильных мостов были введены в [7, c. 52–54;
4, c. 53, 58]. Символом W0 обозначим максимальный (по включению) u-стабильный мост, за-
данный на отрезке [0, ϑ], в задаче M -сближения в момент ϑ.

Множество W0(0) будем называть множеством разрешимости задачи M -сближения в
момент ϑ на интервале [0, ϑ].

Ставится задача разработки алгоритма, сопоставляющего множеству M = W0(ϑ) множе-
ство разрешимости W0(0) и не требующего какого-либо дополнительного разбиения проме-
жутка [0, ϑ].
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З а м е ч а н и е 1. Известно [7, § 16], что множество W является максимальным u-ста-
бильным мостом в задаче M -сближения тогда и только тогда, когда W есть u-стабильный мост
в задаче M -сближения и множество W ′ = {(t, x) : t ∈ [0, ϑ], x ∈ R2 \W (t)} есть v-стабильный
мост в задаче M ′-сближения. Стало быть, построив максимальный u-стабильный мост W0,
получаем как решение задачи M -сближения, так и решение задачи M ′-сближения.

З а м е ч а н и е 2. Максимальный u-стабильный мост является замкнутым множеством
[7, c. 67, лемма 16.1; 8, с. 92].

Непосредственно из замкнутости и свойства u-стабильности множества W0 получаем спра-
ведливость следующей леммы.

Лемма 1. Пусть W0 ⊂ [0, ϑ]×R
2 — максимальный u-стабильный мост в задаче M -сбли-

жения и t∗ ∈ [0, ϑ). Тогда

W0(t∗) =
{
x∗ ∈ R

2 : ∃(tn, xn) → (t∗, x∗), n → ∞, tn > t∗, xn ∈ W0(tn)
}
.

2. Случай выпуклого терминального множества

А) Пусть терминальное множество M является выпуклым многоугольником. В выпуклом
случае известна [5] формула

W0(t) =
(
M +

(
−(ϑ − t)P

))
∗− (ϑ− t)Q =: Tϑ−t(M), (2.1)

описывающая сечения W0(t) максимального u-стабильного моста W0. Здесь используются опе-
рации алгебраической суммы и геометрической разности (разности Минковского) [9; 10]:

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}, A ∗− B = {d : d+B ⊂ A} =
⋂

b∈B

(A− b).

Правую часть равенства (2.1) будем рассматривать как определение оператора Tτ , действую-
щего на множество M при τ = ϑ− t.

Пусть Πη — полуплоскость в R
2 с единичным вектором внешней нормали η ∈ R

2. Тогда
непосредственно из определения оператора Tτ имеем

Tτ (Πη) = Πη − τ
(
u0(η) + v0(η)

)
, τ > 0, (2.2)

где u0(η) ∈ Arg min
u∈P

〈u, η〉, v0(η) ∈ Arg max
v∈Q

〈v, η〉.

Будем использовать обозначение ∂A для границы множества A.

Нетрудно проверить, что для произвольной полуплоскости Π ⊂ R
2 множество

{(t, x) : t ∈ [0, ϑ], x ∈ ∂Tϑ−t(Π)}

является плоским в пространстве R
3 = {t, x}. Следовательно, любой полуплоскости Π ⊂ R

2

соответствует единственное полупространство Tϑ(Π) в пространстве R
3, t-сечение которого

для любого t ∈ [0, ϑ] совпадает с множеством Tϑ−t(Π).

Введем обозначение Πη[A] для опорной к множеству A полуплоскости с вектором внешней
нормали η ∈ R

2:

Πη[A] = {x ∈ R
2 : 〈x, η〉 ≤ ρ(η;A) < +∞}.

Здесь ρ(η;A) = sup{〈a, η〉 : a ∈ A} — значение опорной функции множества A на векторе η.

Выпуклый многоугольник M представим в виде

M =
⋂{

Πη[M ] : η ∈ N (M) ∪ N (−P )
}
, (2.3)
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где N (M) и N (−P ) — множества единичных внешних нормалей к ребрам многоугольников M

и −P соответственно. Eсли P — отрезок, то N (−P ) = N (P ) = {ν,−ν}, где вектор ν ортогона-
лен P .

Заметим, что полуплоскости Πη[M ], соответствующие нормалям η ∈ N (−P ), являются
несущественными для пересечения (2.3), т .е. могут быть удалены из правой части (2.3) без
изменения результата пересечения. Однако такие полупространства участвуют, вообще говоря,
в построении максимального u-стабильного моста W0. Поэтому мы включаем их в описание
многоугольника M .

Для выпуклого многоугольника M и t ∈ [0, ϑ] справедливо равенство (см., например, [11])

W0(t) = Tϑ−t(M) =
⋂{

Tϑ−t(Πη[M ]) : η ∈ N (M) ∪ N (−P )
}
. (2.4)

Из равенства (2.4) и определения оператора Tϑ(· ) получаем следующую лемму.

Лемма 2. Для выпуклого множества M выполнено равенство

W0 = Θ ∩
(⋂{

Tϑ(Πη[M ]) : η ∈ N (M) ∪ N (−P )
})

, (2.5)

где Θ := {(t, x) : t ∈ [0, ϑ]}.

Таким образом, мост W0 представим в пространстве R
3 = {t, x} как пересечение полупро-

странств, ограниченных плоскостями.

Б) Пусть выпуклым является множество M ′ = R2 \M . В этом случае, изменяя роли игро-
ков, приходим к уже рассмотренному выпуклому случаю.

Аналогично (2.3) имеем M ′ =
⋂{

Πη[M
′] : η ∈ N (M ′)∪N (−Q)

}
. Для любой полуплоскости

Π ⊂ R
2 определяем полупространство T ∗

ϑ (Π) в пространстве R
3, t-сечение которого для

любого t ∈ [0, ϑ] совпадает с множеством T ∗

ϑ−t(Π). Здесь оператор A → T ∗

τ (A) определяется
равенством

T ∗

τ (A) =
(
A+

(
−τQ

))
∗− τP, τ > 0.

Следовательно, справедлива следующая лемма, аналогичная лемме 2.

Лемма 3. Для выпуклого множества M ′ = R2 \M выполнено равенство

Θ ∩ (R3 \W0) = Θ ∩
(⋂{

T ∗

ϑ (Πη[M
′]) : η ∈ N (M ′) ∪ N (−Q)

})
. (2.6)

Опираясь на (2.2) и на аналогичное представление для оператора T ∗

τ , получаем равенство

R3 \ Tϑ(Πη) = T ∗

ϑ (R
2 \ Πη),

которое позволяет использовать в дальнейших построениях только операторы Tτ (·) и Tϑ(·).

3. Полупроницаемые трубки и поверхности

Простым многогранником в R
3 назовем односвязное множество, ограниченное конечным

числом плоских многоугольников (граней), соединенных таким образом, что каждая сторона
любого многоугольника является стороной ровно одного другого многоугольника.

Множество Γ ⊂ R
3 называется многогранной трубкой на отрезке [t1, t2] (t1 < t2), если

найдется такой простой многогранник D ⊂ [t1, t2]× R
2, что справедливо представление

Γ =
{
(t, x) ∈ ∂D : t ∈ [t1, t2], x ∈ ∂D(t)

}
,
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где ∂D(t) — граница множества D(t) = {x ∈ R
2 : (t, x) ∈ D} 6= ∅, t ∈ [t1, t2]. Грани (ребра, вер-

шины) многогранника D, принадлежащие Γ, будем называть гранями (ребрами, вершинами)
многогранной трубки Γ.

Таким образом, сечения Γ(t) многогранной трубки Γ при t ∈ [t1, t2] являются замкнутыми
ломаными без самопересечений.

З а м е ч а н и е 3. Из леммы 2 следует, что в случае выпуклого многоугольника M бо-
ковая поверхность

Γ0 = {(t, x) : t ∈ [0, ϑ], x ∈ ∂W0(t)}

максимального u-стабильного моста W0 является многогранной трубкой на отрезке [t1, ϑ], где
t1 > min{t ∈ [0, ϑ] : W0(t) 6= ∅}.

В теории дифференциальных игр полупроницаемой [1] называют поверхность, обладаю-
щую следующим свойством: первый игрок способен предотвратить пересечение этой поверх-
ности траекторией системы в одном направлении, а второй игрок — в противоположном.

Дадим формальное определение свойства полупроницаемости для произвольной много-
гранной трубки.

Пусть O(x, ε) — открытый круг в R
2 радиусом ε > 0 с центром в точке x ∈ R

2;

C+
ε (z0) =

{
(t, x) : t ∈ [t0, t0 + ε], x ∈ O(x0, ε)

}

— цилиндрическая положительная ε-полуокрестность точки z0 = (x0, t0).
Для ε > 0 определим такое значение ∆(ε) > 0, что для любого x ∈ R

2 любая траектория
системы (1.1) с начальной точкой x не покидает множество O(x, ε) на отрезке времени [0,∆(ε)].

О п р е д е л е н и е. Трубку Γ назовем полупроницаемой на отрезке [t1, t2], если найдется
такое ε > 0, что для любой точки z0 = (t0, x0) ∈ Γ, ε∗ = min{∆(ε), t2 − t0} и представления

C+
ε (z0) = G+ ∪ S ∪G−, S ⊂ Γ, G+ ∩G− = ∅, G+ ∩ Γ = ∅, G− ∩ Γ = ∅,

выполнены свойства:

1) для любого v ∈ Q существует такое измеримое программное управление u(t) ∈ P ,
что для решения x(t) уравнения ẋ(t) = u(t) + v с начальным условием x(t0) = x0 при всех
t ∈ [t0, t0 + ε∗] выполнено включение (t, x(t)) ∈ G+ ∪ S;

2) для любого u ∈ P существует такое измеримое программное управление v(t) ∈ Q,
что для решения x(t) уравнения ẋ(t) = u + v(t) с начальным условием x(t0) = x0 при всех
t ∈ [t0, t0 + ε∗] выполнено включение (t, x(t)) ∈ S ∪G−.

Учитывая определение, будем говорить о стороне (+), примыкающей к G+ полупроница-
емой трубки и стороне (−), примыкающей к G−. Если сторона (+) внутренняя относительно
трубки, а сторона (−) внешняя, то полупроницаемая трубка имеет тип ±.

З а м е ч а н и е 4. Если боковая поверхность Γ0 множества W0 является многогранной
трубкой, то она обладает свойством полупроницаемости.

Из определения полупроницаемости и замечаний 1, 2, 4 получаем следующие свойства.
a) Если Γ — полупроницаемая трубка типа ± на отрезке [0, ϑ] и Γ(ϑ) = ∂M , то Γ — боковая

поверхность максимального u-стабильного моста W0 на отрезке [0, ϑ] в задаче M -сближения.

б) Если Γ1 — полупроницаемая трубка типа ± на отрезке [t1, t2], Γ2 — полупроницаемая
трубка типа ± на отрезке [t2, t3] и Γ1(t1) = Γ2(t1), то Γ1 ∪ Γ2 — полупроницаемая трубка типа
± на отрезке [t1, t3].

Эти свойства позволяют свести построение максимального u-стабильного моста от множе-
ства M на отрезке [0, ϑ] к последовательному построению полупроницаемых трубок типа ± на
конечном числе смежных отрезков.

Понятие полупроницаемости без изменений распространяется на многогранные неограни-
ченные поверхности в R

3. Заметим, что для любой полуплоскости Π ⊂ R
2 граница полупро-

странства Tϑ(Π) является полупроницаемой поверхностью.
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4. Упорядоченные тройки полупространств в R
3

Пару различных полуплоскостей Π1 и Π2 будем называть выпуклой (вогнутой), если
Π1 ∩ Π2 — угол на плоскости, граница которого в положительном (отрицательном) направ-
лении обходится сначала по прямой ∂Π1 до точки пересечения с ∂Π2, а затем по прямой ∂Π2;
сонаправленной — если Π1 ⊂ Π2 или Π2 ⊂ Π1. Положительным (отрицательным) направлени-
ем обхода границы множества считаем направление, при котором множество находится слева
(справа).

Для упорядоченной пары полупространств в R
3 = {(t, x)}, не перпендикулярных оси вре-

мени t, также определены свойства выпуклости, вогнутости и сонаправленности, поскольку
при t = const получаем пару различных полуплоскостей в R

2, которая сохраняет одно из
свойств выпуклости, вогнутости или сонаправленности для всех t ∈ R.

Упорядоченный набор L1, L2, . . . , Lm полупространств будем называть выпуклым (вогну-

тым), если любая пара (Li, Li+1), j = 1,m− 1, является выпуклой (вогнутой).
Полуплоскость Li(t), t ∈ R, будем называть несущественной для пересечения

L1(t) ∩ L2(t) ∩ . . . ∩ Lm(t),

если ее можно удалить без изменения результата пересечения, иначе полуплоскость Li(t) —
существенная.

Отдельно рассмотрим упорядоченные наборы из трех полупространств — тройки полупро-
странств в R

3 = {t, x}.
Обозначим через Λ множество таких троек λ = (La, L, Lb) полупространств, что границы

этих полупространств (плоскости в R
3) не перпендикулярны оси времени t и

∂La ∩ ∂L = la, ∂L ∩ ∂Lb = lb,

где la, lb — прямые в R
3, la 6= lb. Пусть L(t) — сечение полупространства L плоскостью t = const.

Дадим определение веса µt(λ) тройки λ = (La, L, Lb) ∈ Λ относительно момента t ∈ R.
В случае, если прямые la и lb параллельны, положим µt(λ) = +∞.
Поскольку la 6= lb, то рассмотрим оставшийся случай пересечения прямых в одной точке.

Обозначим la ∩ lb = {(t∗λ, x
∗

λ)}.
Определим вспомогательные двугранные углы Ca и Cb в R

3. Если пара La, L выпукла, то
Ca = La ∩ L, иначе Ca = (R3 \ La) ∩ (R3 \ L). Если пара L,Lb выпукла, то Cb = Lb ∩ L, иначе
Cb = (R3 \ Lb) ∩ (R3 \ L). Пусть

γλ(t) = Ca(t) ∩ Cb(t) ∩ ∂L(t).

Заметим, что γλ(t
∗

λ) = {x∗λ} и либо γλ(t) — отрезок при t < t∗λ и пустое множество при
t > t∗λ, либо γλ(t) — отрезок при t > t∗λ и пустое множество при t < t∗λ. В первом случае
положим µt(λ) = +∞ для всех t ∈ R. Во втором случае условимся, что µt(λ) = t− t∗λ для всех
t ∈ R.

Через Λ0
t обозначим такие тройки λ = (La, L, Lb) ∈ Λ, что границы полуплоскостей La(t),

L(t), Lb(t) проходят через одну точку.

Лемма 4. Пусть t1 ∈ R и λ = (La, L, Lb) ∈ Λ0
t1
. Тогда µt1(λ) ∈ {0,+∞}. В случае вы-

пуклой тройки λ равенство µt(λ) = +∞ равносильно существенности полуплоскости L(t) в

пересечении La(t) ∩ L(t) ∩ Lb(t) для всех t < t1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если λ ∈ Λ0
t1

, то t1 = t∗λ. Из определения веса тройки получаем,
что µt1(λ) ∈ {0,+∞}.

Для выпуклой тройки λ при определении веса имеем

Ca ∩ Cb = La ∩ L ∩ Lb, γλ(t) = La(t) ∩ Lb(t) ∩ ∂L(t).

Равенство µt(λ) = +∞ равносильно тому, что γλ(t) — отрезок при t < t∗λ = t1, т. е. полуплос-
кость L(t) существенна в пересечении La(t) ∩ L(t) ∩ Lb(t) для всех t < t1. Лемма доказана.
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Лемма 5. Пусть t1 < t2, λ1 = (La, L1, Lb) ∈ Λ0
t1

— выпуклый набор, La, Lb — выпуклая

пара, λ2 = (La, L2, Lb) ∈ Λ0
t2
, полупространства L1 и L2 сонаправлены. Тогда µt1(λ1) = µt2(λ2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку λ1 ∈ Λ0
t1

и λ2 ∈ Λ0
t2

, то t1 = t∗λ1
, t2 = t∗λ2

. Из
выпуклости троек λ1, λ2 имеем

γλ1
(t) = La(t) ∩ Lb(t) ∩ ∂L1(t), γλ2

(t) = La(t) ∩ Lb(t) ∩ ∂L2(t).

Предположим, что γλ1
(t) — отрезок при t > t∗λ1

. Тогда µt1(λ1) = t1 − t∗λ1
= 0. Поскольку

полупространства L1 и L2 сонаправлены и La, Lb — выпуклая пара, то γλ2
(t) — отрезок при

t > t∗λ2
. Таким образом, µt2(λ2) = t2 − t∗λ2

= 0. Случай пустого множества γλ1
(t) при t > t∗λ1

рассматривается аналогично. Лемма доказана.

5. Формирование наборов дополнительных полупространств

Заметим, что в окрестности вершины выпуклости (вогнутости) множества M максималь-
ный u-стабильный мост будет локально описываться формулой (2.5) (формулой (2.6)), при-
мененной к вспомогательному выпуклому множеству (множеству с выпуклым дополнением),
которое в окрестности рассматриваемой вершины совпадает с множеством M . Исходя из это-
го, для каждой выпуклой (вогнутой) пары последовательных полупространств La, Lb, соот-
ветствующих углу выпуклости (вогнутости) множества M , определим дополнительный вы-
пуклый (вогнутый) набор упорядоченных полупространств Iϑ = Iϑ(La, Lb), соответствующих
некоторым нормалям из N (−P ) (из N (−Q)).

Дадим определение набора Iϑ = Iϑ(La, Lb) для произвольной выпуклой пары полупро-
странств La, Lb, не связанных с множеством M . Пусть ηa, ηb — единичные внешние нормали
полуплоскостей La(ϑ), Lb(ϑ) соответственно, A = La(ϑ) ∩ Lb(ϑ). Рассмотрим набор

A =
{
Πη[A] : η ∈ N (−P ) \ {ηa, ηb}, ρ(η;A) < +∞

}
(5.1)

полуплоскостей, опорных к углу A. Если A = ∅, то положим Iϑ(La, Lb) = ∅. Иначе введем
непустой набор полупространств

I∗ = {Tϑ(Π): Π ∈ A} (5.2)

и рассмотрим пересечение полуплоскостей

La(t) ∩ Lb(t) ∩ {L(t) : L ∈ I∗}, t < ϑ. (5.3)

Определим набор Iϑ(La, Lb) как набор тех полупространств из I∗, сечения которых существен-
ны для пересечения (5.3). Если в наборе Iϑ(La, Lb) более одного полупространства, то упоря-
дочим его так, чтобы он был выпуклым.

Опишем процедуру формирования набора Iϑ(La, Lb) с помощью индукции по количеству
элементов множества I∗.

a) Рассмотрим случай, когда множество I∗ одноэлементно, т. е. I∗ = {L1}. Пусть λ1 =
(La, L1, Lb). По лемме 4 имеем µϑ(λ1) ∈ {0,+∞}.

Если µϑ(λ1) = +∞, то по лемме 4 полуплоскость L1(t) является существенной в (5.3).
Поэтому полагаем Iϑ(La, Lb) = I∗. Если µϑ(λ1) = 0, то полупространство L1 является несуще-
ственным в (5.3) и Iϑ(La, Lb) = ∅.

б) Для наглядности рассмотрим еще случай двуэлементного множества I∗ = {L1, L2}.
Тогда набор Iab = {La, L1, L2, Lb} также является выпуклым.

Положим λ1 = (La, L1, L2), λ2 = (L1, L2, Lb). Если µϑ(λ1) = +∞ и µϑ(λ2) = +∞, то
полуплоскости L1(t) и L2(t) являются существенными в (5.3). Поэтому примем Iϑ(La, Lb) = I∗.
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Если µϑ(λ1) = 0, то полуплоскость L1(t) является несущественной для пересечения

La(t) ∩ L1(t) ∩ L2(t), t < ϑ,

а значит и для пересечения (5.3). Тогда осталось рассмотреть полуплоскость L2(t) на суще-
ственность в (5.3).

Пусть λ3 = (La, L2, Lb). Аналогично случаю а), полагаем Iϑ(La, Lb) = {L2} при µϑ(λ3) =
+∞ и Iϑ(La, Lb) = ∅ при µϑ(λ3) = 0.

в) Предположим, что есть правило обработки набора Ik
∗

из k полупространств. Опишем
правило обработки (k + 1)-элементного выпуклого набора

I∗ = {L1, L2, . . . , Lk+1}.

Пусть
Iab = {La, L1, L2, . . . , Lk+1, Lb}.

Набор Iab также является выпуклым.
Если для любой тройки λ последовательных полупространств из Iab имеем µϑ(λ) = +∞,

то сечения всех полупространств из I∗ являются существенными в (5.3). Поэтому полагаем
Iϑ(La, Lb) = I∗.

Если нашлась тройка λ0 последовательных полупространств из набора Iab, для которой
µϑ(λ0) = 0, то формируется набор

Ik
∗
= {L1, L2, . . . , Li−1, Li+1, . . . , Lk+1}

из k элементов, где Li — среднее полупространство в тройке λ0. Набор Ik
∗

может быть обработан
по предположению индукции.

Лемма 6. Пусть пара La, Lb полупространств выпукла. Тогда граница ∂K пересечения

K(La, Lb) = La ∩ Lb ∩ {L : L ∈ Iϑ(La, Lb)} (5.4)

является полупроницаемой поверхностью на отрезке [0, ϑ] и множество K(La, Lb) находит-

ся со стороны (+) поверхности ∂K.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим квадрат с вершинами в точках (±R,±R), R > 0:

ΩR = {x = (x1, x2) ∈ R
2 : |x1| ≤ R, |x2| ≤ R}.

Найдется такое R > 0, что пересечение MR = La(ϑ) ∩ Lb(ϑ) ∩ ΩR — выпуклый многоуголь-
ник. Используя лемму 2, построим максимальный u-стабильный мост WR для терминального
множества MR на отрезке [0, ϑ], который является пересечением конечного числа полупро-
странств. При этом все полуплоскости в пересечении

K(t) = La(t) ∩ Lb(t) ∩ {L(t) : L ∈ Iϑ(La, Lb)}, t < ϑ, (5.5)

являются существенными. Величину R можно выбрать настолько большой, что полуплоскости
в (5.5) остаются существенными для сечений WR(t) моста WR для всех t ∈ [0, ϑ]. Тогда,
учитывая замечание 4, получаем полупроницаемость поверхности ∂K. Лемма доказана.

Для вогнутой пары La, Lb набор (5.1) формируется для угла A = L′

a(ϑ) ∩ L′

b(ϑ), L′

a =

R3 \ La, L′

b = R3 \ Lb, аналогично выпуклому случаю с заменой множества −P на множе-
ство −Q. Набор I∗ задается формулой (5.2). Упорядоченный вогнутый набор дополнительных
полупространств Iϑ(La, Lb) определяется как все полупространства из I∗, сечения которых
существенны для пересечения

L′

a(t) ∩ L′

b(t) ∩ {R2 \ L(t) : L ∈ I∗}, t < ϑ.

Опираясь на лемму 3, получаем следующее утверждение, аналогичное лемме 6.
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Лемма 7. Пусть пара La, Lb полупространств вогнута. Тогда граница ∂K∗ пересечения

K∗(La, Lb) = (R3 \ La) ∩ (R3 \ Lb) ∩ {R3 \ L : L ∈ Iϑ(La, Lb) } (5.6)

является полупроницаемой поверхностью на отрезке [0, ϑ] и множество K∗(La, Lb) нахо-

дится со стороны (−) поверхности ∂K∗.

6. Алгоритм построения полупроницаемой трубки от невыпуклого

терминального множества

6.1. Формирование наборов полупространств L̃(M,ϑ) и L(M,ϑ)

Пусть терминальное множество M является невыпуклым n-угольником, ребра которого
перенумерованы от 1 до n в порядке положительного обхода границы ∂M множества M , т. е.
множество остается слева при обходе границы.

Сформируем упорядоченный список полупространств в R
3, аналогичных пересекающим-

ся полупространствам в формулах (2.5) и (2.6), комбинируя эти формулы в зависимости от
участка выпуклости или вогнутости границы множества M .

За основу возьмем список полупространств L̃(M,ϑ), соответствующих набору нормалей
N (M), который определяется следующим образом.

Множеству M поставим в соответствие упорядоченный набор полуплоскостей M̃1 =
{Π̃i}

n
i=1. Полуплоскость Π̃i определим как полуплоскость, содержащую ребро многоугольни-

ка ∂M с номером i, вектор внешней нормали к которой является внешней нормалью к мно-
жеству M в точках i-го ребра.

Будем рассматривать набор M̃1 полуплоскостей как циклический, т. е. для первой полу-
плоскости предыдущей является полуплоскость с номером n, а последующей для полуплоско-
сти с номером n является первая полуплоскость.

Заметим, что любая пара последовательных полуплоскостей в наборе M̃1 является либо
выпуклой, либо вогнутой.

Полуплоскость в наборе M̃1 будем называть полуплоскостью зацепления (соответствую-
щее ребро многоугольника ∂M — ребром зацепления), если она образует с одной из соседних
полуплоскостей выпуклую пару, а с другой соседней полуплоскостью — вогнутую пару.

Положим L̃1 = {Tϑ(Π): Π ∈ M̃1}. Набор полупространств L̃1 однозначно строится по
множеству M и моменту ϑ. Обозначим результат такого построения через L̃(M,ϑ). Таким
образом, L̃1 = L̃(M,ϑ).

Полупространство в наборе L̃1 будем называть полупространством зацепления, если оно
образует с одним из соседних полупространств выпуклую пару, а с другим соседним полупро-
странством — вогнутую пару.

Сформируем из набора L̃1 расширенный набор L1 полупространств, вставляя между каж-
дой выпуклой (вогнутой) парой последовательных полупространств La, Lb ∈ L̃1 выпуклый
(вогнутый) набор Iϑ(La, Lb) дополнительных полупространств.

Таким образом, расширенный набор L1 полупространств в R
3 однозначно определяется

множеством M и значением ϑ. Обозначим результат такого построения через L(M,ϑ), т. е.
L1 = L(M,ϑ).

6.2. Построения на первом смежном отрезке

Любое L ∈ L1 имеет в списке L1 предыдущее полупространство L∗ и последующее полу-
пространство L∗. Пусть λ = (L∗, L, L

∗). Поскольку λ ∈ Λ, то для t ∈ [0, ϑ] определен вес µt(λ),
который обозначим через µ(L;L1, t).

По построению набора L1 имеем µ(L;L1, ϑ) > 0 для любого L ∈ L1.
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Для построения многогранной трубки на основе семейства полупространств L1 определим
отрезок на оси времени, смежный с моментом ϑ слева. Положим

τ1 := min{µ(L;L1, ϑ) : L ∈ L1} ∈ (0,+∞], ϑ1 :=

{
ϑ− τ1, τ1 ∈ (0, ϑ),
0, τ1 ∈ [ϑ,+∞].

Заметим, что для любого L ∈ L1 плоскость ∂L пересекается с границами соседних полу-
пространств в семействе L1 по прямым, которые не имеют общих точек при t ∈ (ϑ1, ϑ) и могут
иметь общие точки при t = ϑ1 и t = ϑ. Это позволяет определить многогранную поверхность E1

на промежутке (ϑ1, ϑ] как результат последовательного пересечения границ полупространств
из семейства L1. Для t = ϑ1 многогранную поверхность E1 доопределим по непрерывности.
Гранями многогранной поверхности E1 на отрезке [ϑ1, ϑ] являются треугольники и трапеции.

Обозначим через E1(t) сечение поверхности E1 плоскостью t = const, t ∈ [ϑ1, ϑ], а через
M1 — ограниченное множество, определяемое равенством E1(ϑ1) = ∂M1.

Теорема 1. Пусть для t ∈ (ϑ1, ϑ] множество E1(t) является замкнутой ломаной без

самопересечений. Тогда

∂W0(t) = E1(t), t ∈ [ϑ1, ϑ].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть δ ∈ (0, τ1). При отсутствии самопересечений на интер-
вале (ϑ1, ϑ] поверхность E1 является многогранной трубкой на отрезке [ϑ1 + δ, ϑ]. Докажем
полупроницаемость E1 на этом отрезке.

Пусть набор L̃1, введенный в подразд. 6.1, имеет вид

L̃1 = {L̃1, L̃2, . . . L̃n}.

Поверхность E1 образована конечным числом кусков многогранных поверхностей ∂Ki, i ∈ 1, n,
построенных на основе выпуклых или вогнутых пар L̃i, L̃i+1 последовательных полупро-
странств из L̃1, L̃n+1 = L̃1. Поверхность ∂Ki определяется как граница множества K(L̃i, L̃i+1),
задаваемого формулой (5.4) (множества K∗(L̃i, L̃i+1), задаваемого формулой (5.6)), если пара
La, Lb выпуклая (вогнутая), i ∈ 1, n. В силу лемм 6 и 7 многогранные поверхности ∂Ki, i ∈ 1, n,
являются полупроницаемыми.

Множество ∂Ki ∩ ∂Ki+1, i ∈ 1, n, содержит одну грань поверхности E1, смежную с ребром
терминального множества M , ∂Kn+1 = ∂K1. По определению момента ϑ1 сечения граней
поверхности E1 не вырождаются в точку для t ∈ [ϑ1 + δ, ϑ]. Следовательно, для выбранного δ

найдется такое ε > 0, что для любой точки z0 ∈ E1(t), t ∈ [ϑ1 + δ, ϑ], имеем C+
ε (z0)∩E1 ⊂ ∂Kj

для некоторого j ∈ 1, n. Тогда в силу полупроницаемости ∂Kj получаем выполнение свойств 1),
2) из определения полупроницаемости для C+

ε (z0).

Таким образом, учитывая замечание 4, имеем ∂W0(t) = E1(t) для t ∈ (ϑ1, ϑ]. Опираясь на
лемму 1, заключаем, что ∂W0(ϑ1) = E1(ϑ1). Теорема доказана.

6.3. Последовательное построение на других смежных отрезках

Определение первого отрезка [ϑ1, ϑ], построение на нем поверхности E1 и определение
множества M1 описано в предыдущем подразделе. Далее будем предполагать, что для t ∈
(ϑ1, ϑ] множество E1(t) является замкнутой ломаной без самопересечений.

Если ϑ1 = 0, то по теореме 1 имеем W0(0) = M1. Далее рассмотрим случай ϑ1 > 0.

Предположим, что множество M1 имеет пустую внутренность. Опираясь на полупроница-
емость многогранных поверхностей, основанных на продолжении соответствующих смежных
граней поверхности E1 на отрезок [0, ϑ1], можно доказать, что W0(t) = ∅, t ∈ [0, ϑ1). Доказа-
тельство опускаем.
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Пусть внутренность множества M1 непуста и его гранца E1(ϑ1) — замкнутая ломаная, име-
ющая самопересечения. Тогда либо множество M1 не односвязно, либо множество его внут-
ренних точек не связно, либо множество M1 имеет “усики” в виде отрезков. В этом случае
продолжение построений на интервале [0, ϑ1) в статье не рассматривается.

Предположим теперь, что E1(ϑ1) — замкнутая ломаная без самопересечений. Тогда делаем
второй шаг построений для промежутка времени [0, ϑ1] и терминального множества M1. На
основе множества M1 определяем семейство L2 = L(M1, ϑ1), находим значения

τ2 = min{µ(L;L2, ϑ1) : L ∈ L2} > 0, ϑ2 =

{
ϑ1 − τ2, τ2 ∈ (0, ϑ1),
0, τ2 ∈ [ϑ1,+∞]

и формируем поверхность E2 из полупространств L2 на отрезке [ϑ2, ϑ1] аналогично поверхно-
сти E1. Обозначим через M2 множество, определяемое равенством E2(ϑ2) = ∂M2.

Покажем, что набор L2 может быть построен на основе набора L1 без восстановления
множества M1. Непосредственно из определения поверхности E1 заключаем, что набор L̃2 =
L̃(M1, ϑ) получается из набора L1 удалением “лишних” полупространств, не участвующих в
образовании ребер множества M1. Сначала из набора L1 должны быть удалены полупростран-
ства, ставшие несущественными относительно соседей в момент t = ϑ1, т. е. имеющие вес τ1.
В результате получаем набор

L0
1 = L1 \ {L ∈ L1 : µ(L;L1, ϑ) = τ1}.

При этом в наборе L0
1 могут возникнуть группы одинаковых соседних полупространств. Оста-

вив в каждой из таких групп только одно полупространство, обозначим новый набор через L∗

1.
Тогда последовательное пересечение границ полуплоскостей {L(ϑ1) : L ∈ L∗

1} образует лома-

ную E1(ϑ1), т. е. границу множества M1. Следовательно, L̃2 = L∗

1.
Для получения набора L2 осталось добавить между каждой парой La, Lb последовательных

полупространств из L∗

1 набор дополнительных полупространств Iϑ1
(La, Lb).

Сформулируем условия на пару La, Lb, при которых Iϑ1
(La, Lb) = ∅. Определим упорядо-

ченный набор
Jϑ1

(La, Lb) = {La, L1, L2, . . . , Lm−1, Lb} ⊂ L1 (6.1)

следующим образом. Пусть x∗ — вершина угла La(ϑ1) ∩ Lb(ϑ1) для случая выпуклой пары
La, Lb или вершина угла R2 \ (La(ϑ1) ∪ Lb(ϑ1)) для случая вогнутой пары La, Lb. Точка x∗
совпадает с одной из вершин многоугольника M1. Имеем z∗ = (ϑ1, x∗) ∈ E1. Точка z∗ является
общим концом m ребер поверхности E1, другие концы которых лежат в плоскости t = ϑ,
m ≥ 1. При m = 1 положим Jϑ1

(La, Lb) = {La, Lb}. При m > 1 каждое полупространство Lj

(j ∈ 1,m− 1) соответствует грани поверхности E1, содержащей два ребра с общим концом в
точке x∗.

Теорема 2. Пусть набор Jϑ1
(La, Lb) является выпуклым или вогнутым. Тогда

Iϑ1
(La, Lb) = ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим случай выпуклого набора Jϑ1
(La, Lb) вида (6.1).

Выпуклость набора Jϑ1
(La, Lb) возможна только для выпуклой пары La, Lb. Пусть z∗ =

(ϑ1, x∗), где x∗ — вершина угла La(ϑ1) ∩ Lb(ϑ1).
От противного предположим, что найдется полупространство L∗ ∈ Iϑ1

(La, Lb). Для выпук-
лой пары La, Lb набор Iϑ1

(La, Lb) также является выпуклым по определению. Следовательно,
тройка λ∗ = (La, L∗, Lb) будет выпуклой.

1) Покажем, что
µϑ1

(λ∗) = +∞. (6.2)

Обозначим через λ1 = (L1
∗
, L∗, L

2
∗
) тройку последовательных полупространств в набо-

ре Iϑ1
(La, Lb). Заметим, что L1

∗
может совпадать с La, а L2

∗
может совпадать с Lb.
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По построению дополнительного набора Iϑ1
(La, Lb) полуплоскости La(t), L

1
∗
(t), L∗(t), L

2
∗
(t),

Lb(t) являются существенными для пересечения

La(t) ∩ L1
∗
(t) ∩ L∗(t) ∩ L2

∗
(t) ∩ Lb(t), t < ϑ1.

Следовательно, полуплоскость L∗(t) является существенной для пересечения

La(t) ∩ L∗(t) ∩ Lb(t), t < ϑ1.

Отсюда получаем (6.2).

2) Выпуклость набора Jϑ1
(La, Lb) влечет вложение

⋂
{L(ϑ) : L ∈ Jϑ1

(La, Lb)} ⊂
(
La(ϑ) ∩ Lb(ϑ)

)
. (6.3)

Из (6.2) получаем, что La(ϑ)∩Lb(ϑ) ⊂ L∗(ϑ). Поскольку точка z∗ принадлежит плоскости ∂L∗

и границам всех полупространств из Jϑ1
(La, Lb), то полуплоскость L∗(ϑ) не сонаправлена и не

совпадает ни с одной из полуплоскостей L(ϑ), L ∈ Jϑ1
(La, Lb). Следовательно, найдется такая

пара последовательных полупространств L∗

1, L
∗

2 ∈ Jϑ1
(La, Lb), что тройка λ2 = (L∗

1, L∗, L
∗

2)
является выпуклой.

3) Рассмотрим ребро e∗ поверхности E1, смежное с гранями, соответствующими полупро-
странствам L∗

1 и L∗

2. Пусть zϑ — конец отрезка e∗, лежащий в плоскости t = ϑ. Из (6.3) следует,
что e∗ ⊂ La ∩ Lb.

Обозначим через L̄ полупространство, сонаправленное с L∗ и проходящее через точку zϑ.
Поскольку e∗ ∩ ∂L∗ = {z∗}, e∗ ∩ ∂L̄ = {zϑ} и L̄ ⊂ L∗, то µϑ(λ2) = +∞.

Учитывая лемму 5, для тройки λ3 = (L∗

1, L̄, L
∗

2) имеем µϑ(λ3) = +∞. В этом случае со-
гласно процедуре построения расширенного набора L(M,ϑ) имеем L̄ ∈ Iϑ(L

∗

1, L
∗

2) и полу-
пространства L∗

1, L∗

2 не могут быть соседними в наборе L(M,ϑ), что противоречит выбору
полупространств L∗

1 и L∗

2.
Полученное противоречие доказывает, что Iϑ1

(La, Lb) = ∅ в случае выпуклого набора
Jϑ1

(La, Lb). Случай вогнутого набора Jϑ1
(La, Lb) рассматривается аналогично. Теорема дока-

зана.

Таким образом, построение полупроницаемой трубки E1∪E2 на отрезке времени [ϑ2, ϑ] сво-
дится к обработке первоначального набора L1, состоящей из следующих шагов: а) удаление
“лишних” полупространств относительно момента времени ϑ1; б) добавление дополнительных
полупространств относительно момента ϑ1 между теми соседними полупространствами, меж-
ду которыми было удалено хотя бы одно полупространство зацепления; в) удаление “лишних”
полупространств относительно момента ϑ2. Заметим, что при удалении полупространства за-
цепления эта роль может перейти к одному из соседних оставшихся полупространств.

Опишем построения для произвольного шага k > 1. Предполагая, что ϑk−1 > 0 и
Ek−1(ϑk−1) — замкнутая ломаная без самопересечений, обозначим символом Mk−1 множе-
ство, ограниченное ломаной Ek−1(ϑk−1). Делаем следующий шаг построений для промежутка
времени [0, ϑk−1] и терминального множества Mk−1. На основе множества Mk−1 формируем
семейство Lk = L(Mk−1, ϑk−1), находим значения

τk = min{µ(L;Lk, ϑk−1) : L ∈ Lk} > 0, ϑk =

{
ϑk−1 − τk, τk ∈ (0, ϑk−1),
0, τk ∈ [ϑk−1,+∞]

и строим поверхность Ek из полупространств Lk на отрезке [ϑk, ϑk−1]. Обозначаем через Mk

множество, ограниченное ломаной Ek(ϑk).
Набор Lk может быть построен на основе набора Lk−1 без восстановления множества Mk−1.

Следовательно, построение полупроницаемой трубки E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪ Ek типа ± на отрезке
времени [ϑk, ϑ] сводится к обработке первоначального набора L1, состоящей из повторения
двух шагов для каждого момента ϑs, s = 1, . . . , k − 1:
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а) удаление “лишних” полупространств относительно момента ϑs;

б) добавление дополнительных полупространств относительно момента ϑs между теми со-
седними полупространствами, между которыми было удалено хотя бы одно полупространство
зацепления.

Таким образом, на каждом шаге k ≥ 1 возможен один из следующих вариантов.

1. ϑk = 0 и множество W0(0) = Mk непусто.

2. ϑk > 0 и множество Mk имеет пустую внутренность, что соответствует вырождению
максимального u-стабильного моста в момент ϑk, т. е. W0(0) = ∅.

3. Возникает ситуация самопересечения замкнутой ломаной Ek(ϑk) и дальнейшие постро-
ения в статье не рассматриваются.

4. Можно сделать следующий шаг и построить полупроницаемую трубку типа ± на отрезке
[ϑk+1, ϑ], ϑk+1 < ϑk.

Алгоритм конечен, поскольку не существует точки ϑ∗ ∈ [0, ϑ) предельной для монотонно
убывающей последовательности моментов времени {ϑk}. Доказательство этого утверждения
в статье не приводится.

Предложенным алгоритмом были просчитаны множества разрешимости для нескольких
вариантов невыпуклого многоугольника M , отрезков P , Q и значений ϑ. Алгоритм может
быть реализован на вычислительной машине в общем случае произвольного многоугольни-
ка M , многоугольников или отрезков P , Q и значения ϑ. Заметим, что проверка отсутствия
самопересечений границы множества достижимости является самостоятельной алгоритмиче-
ской задачей.
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