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Изучается аппроксимация множества траекторий управляемой системы, описываемой интегральным

уравнением Урысона. Предполагается, что ресурс управлений системой является ограниченным. Замкну-

тый шар пространства Lp, p > 1, с радиусом r и центром в начале координат выбирается в качестве

множества допустимых управлений. Шаг за шагом множество допустимых управлений заменяется мно-

жеством, которое состоит из конечного числа управляющих функций и порождает конечное число тра-

екторий. Доказывается, что сечения множества траекторий могут быть аппроксимированы с сечениями

множества, состоящего из конечного числа траекторий.
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Введение

Математические модели разных процессов в физике, механике, биологии, экономике опи-
сываются интегральными уравнениями. В частности, решения задачи Коши и краевых задач
для дифференциальных уравнений могут быть выражены как решения подходящих инте-
гральных уравнений. Некоторые процессы, описываемые интегральными уравнениями, имеют
внешние воздействия, которые могут быть охарактеризованы как управляющие воздействия.
Многие управляющие воздействия, например энергия, топливо, финансы, продукты питания
при использовании заканчиваются. Обычно такие управляющие воздействия характеризуют-
ся интегральными ограничениями на функции управления (см., например, [1–5]). Например,
математическая модель летающего объекта с быстро меняющейся массой описывается в виде
управляемой системы с интегральными ограничениями на управление (см., например [2; 6]).

Управляемые системы, описываемые интегральными уравнениями, рассматриваются в ис-
следованиях [7–10]. В работе [9] анализируется аппроксимация множества траекторий управ-
ляемой системы, описываемой интегральным уравнением Вольтерра с интегральным огра-
ничением на функции управления. В [10] изучается аппроксимация множества траекторий
управляемой системы, описываемой интегральным уравнением Урысона, где система являет-
ся афинной относительно вектора управления. Управляемость и существование оптимальных
управлений в задачах управления, где система описывается интегральным уравнением Уры-
сона, исследуются в работах [7; 8]. В данной работе рассматривается управляемая система,
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описываемая интегральным уравнением Урысона с интегральным ограничением на функции
управления. Доказывается, что при подходящем выборе параметров дискретизации хаусдор-
фово расстояние между сечениями множества траекторий и сечением множества, состоящего
из конечного числа траекторий, становится достаточно малым. Заметим, что аппроксимация
сечений множества траекторий позволяет предсказать разные модели поведения управляемой
системы и определить управляющую функцию с требуемыми свойствами (см., например, [11]).

1. Динамика системы

Рассмотрим управляемую систему, описываемую интегральным уравнением Урысона

x(ξ) = f(ξ, x(ξ)) + λ

b
∫

a

K(ξ, s, x(s), u(s))ds, (1.1)

где x(s) ∈ R
n — вектор состояния системы, u(s) ∈ R

m — вектор управления, ξ ∈ [a, b], λ ≥ 0 —
действительное число.

Для заданных p > 1 и r > 0 полагаем

Up,r =
{

u(·) ∈ Lp ([a, b];R
m) : ‖u(·)‖p ≤ r

}

,

где ‖u(·)‖p =
(

∫ b

a
‖u(s)‖p ds

)1/p
, Lp ([a, b];R

m) является пространством измеримых по Лебегу

функций u(·) : [a, b] → R
m таких, что ‖u(·)‖p < ∞, ‖·‖ означает евклидову норму.

Up,r ⊂ Lp ([a, b];R
m) называется множеством допустимых управлений, а каждая функция

u(·) ∈ Up,r — допустимым управлением.
Предполагается, что функции f(·) : [a, b] × R

n → R
n, K(·) : [a, b] × [a, b]× R

n × R
m → R

n и
число λ ∈ [0,∞), заданные в уравнении (1.1), удовлетворяют следующим условиям.

A. Функции f(·) : [a, b] × R
n → R

n и K(·) : [a, b] × [a, b] × R
n × R

m → R
n непрерывны по

совокупности аргументов.

B. Существуют числа L0 ∈ [0, 1), L1 ≥ 0, H1 ≥ 0, L2 ≥ 0, H2 ≥ 0, L3 ≥ 0 и H3 ≥ 0 такие,
что

‖f(ξ, x1)− f(ξ, x2)‖ ≤ L0 ‖x1 − x2‖

при всех (ξ, x1) ∈ [a, b]× R
n, (ξ, x2) ∈ [a, b] × R

n,
∥

∥K(ξ1, s, x1, u1)−K(ξ2, s, x2, u2)
∥

∥ ≤ [L1 +H1 (‖u1‖+ ‖u2‖)] |ξ1 − ξ2|

+ [L2 +H2 (‖u1‖+ ‖u2‖)] ‖x1 − x2‖+ [L3 +H3 (‖x1‖+ ‖x2‖)] ‖u1 − u2‖

для любых (ξ1, s, x1, u1) ∈ [a, b]× [a, b]× R
n ×R

m, (ξ2, s, x2, u2) ∈ [a, b]× [a, b]× R
n × R

m.

C. Выполняется неравенство 0 ≤ λ
(

L2 (b− a) + 2H∗(b− a)(p−1)/pr
)

< 1− L0, где

H∗ = max {H1,H2,H3} . (1.2)

Пусть u(·) ∈ Up,r. Непрерывная функция x(·) : [a, b] → R
n, удовлетворяющая уравне-

нию (1.1) для всех ξ ∈ [a, b], называется траекторией системы (1.1), порожденной допустимым
управлением u(·) ∈ Up,r.

Условия A–C гарантируют, что каждое допустимое управление порождает единственную
траекторию (см. [12, теорема 3.1]). Символом Xp,r обозначаем совокупность траекторий си-
стемы (1.1), порожденных всеми допустимыми управлениями u(·) ∈ Up,r. Множество Xp,r на-
зывается множеством траекторий системы (1.1). Согласно [12, теорема 4.1] Xp,r является
ограниченным подмножеством пространства C ([a, b];Rn) , т. е. существует γ∗ > 0 такая, что

‖x(·)‖C ≤ γ∗ (1.3)
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при всех x(·) ∈ Xp,r, где C ([a, b];Rn) — пространство непрерывных функций x(·) : [a, b] → R
n с

нормой ‖x(·)‖C = max
{

‖x(ξ)‖ : ξ ∈ [a, b]
}

. Для фиксированной ξ ∈ [a, b] обозначаем

Xp,r(ξ) = {x(ξ) ∈ R
n : x(·) ∈ Xp,r} . (1.4)

Xp,r(ξ) называется сечением множества траекторий в ξ.

Обозначим

L(λ) = L0 + λ
(

L2 (b− a) + 2H∗(b− a)(p−1)/pr
)

,

g∗ =
λ (L3 + 2γ∗H3)

1− L(λ)
, (1.5)

где H∗ определена соотношением (1.2), γ∗ — соотношением (1.3).
Справедливость следующего утверждения вытекает из условий A–C и утверждения 1

из [10], которое заменяет неравенство Гронуола при оценке рассогласования между траек-
ториями через порождающих их управлений.

Утверждение 1. Пусть x1(·) ∈ Xp,r и x2(·) ∈ Xp,r — произвольные траектории систе-

мы (1.1), порожденные соответственно допустимыми управлениями u1(·) ∈ Up,r и

u2(·) ∈ Up,r. Тогда

‖x1(ξ)− x2(ξ)‖ ≤ g∗

b
∫

a

‖u1(s)− u2(s)‖ ds для всех ξ ∈ [a, b].

Полагаем

Bn(γ∗) = {x ∈ R
n : ‖x‖ ≤ γ∗} , Bn = {x ∈ R

n : ‖x‖ ≤ 1} ,

BC(1) = {x(·) ∈ C ([a, b];Rn) : ‖x(·)‖C ≤ 1} , D1 = [a, b]×Bn(γ∗),

ω0(∆) = max
{

‖f(ξ2, x)− f(ξ1, x)‖ : |ξ2 − ξ1| ≤ ∆, (ξ1, x) ∈ D1, (ξ2, x) ∈ D1

}

,

ϕ (∆) =
1

1− L0

{

ω0 (∆) + λ
[

L1(b− a) + 2H1 (b− a)(p−1)/p r
]

∆
}

. (1.6)

Согласно условию A имеем, что ω0(∆) → 0+, ϕ(∆) → 0+ при ∆ → 0+.
Хаусдорфово расстояние между множествами D ⊂ R

n и E ⊂ R
n обозначается символом

hn(D,E), а между множествами G ⊂ C ([a, b];Rn) и W ⊂ C ([a, b];Rn) — символом hC(G,W )
(см. [13]).

Утверждение 2 [12, утверждение 5.1]. Для любых x(·) ∈ Xp,r, ξ1 ∈ [a, b], ξ2 ∈ [a, b] вы-

полняется неравенство ‖x(ξ2)− x(ξ1)‖ ≤ ϕ (|ξ2 − ξ1|) , и, следовательно,

hn (Xp,r(ξ2),Xp,r(ξ1)) ≤ ϕ (|ξ2 − ξ1|) ,

где Xp,r(ξ1) и Xp,r(ξ2) определены соотношением (1.4), ϕ(·) — равенством (1.6).

Из утверждения 2 вытекает, что многозначное отображение ξ → Xp,r(ξ), ξ ∈ [a, b], непре-
рывно. Более того, поскольку множество траекторий является ограниченным в простран-
стве C ([a, b];Rn) , то из утверждения 2 имеем, что множество траекторий Xp,r — это пред-
компактное подмножество пространства C ([a, b];Rn) (см. [12, теорема 5.1]).
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2. Функции управления со смешанными ограничениями

Для заданной α > 0 полагаем

Uα
p,r =

{

u(·) ∈ Up,r : ‖u(s)‖ ≤ α при всех s ∈ [a, b]
}

,

и пусть X
α
p,r является множеством траекторий системы (1.1), порожденных функциями управ-

ления u(·) ∈ Uα
p,r. Пусть

κ∗ = 2rpg∗, (2.1)

где g∗ определена равенством (1.5).

Утверждение 3. Для любой α ∈ (0,∞) справедливо неравенство

hC(Xp,r,X
α
p,r) ≤

κ∗

αp−1
,

где κ∗ задана соотношением (2.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x(·) ∈ Xp,r — произвольно выбранная траектория, ко-
торая порождена допустимым управлением u(·) ∈ Up,r, и пусть функция управления u∗(·) :
[a, b] → R

m определена соотношением

u∗(s) =







u(s), если ‖u(s)‖ ≤ α,

α
u(s)

‖u(s)‖
, если ‖u(s)‖ > α,

(2.2)

где s ∈ [a, b]. Нетрудно проверить, что u∗(·) ∈ Uα
p,r. Пусть x∗(·) — траектория системы (1.1),

порожденной функцией управления u∗(·). Обозначив

V = {s ∈ [a, b] : ‖u(s)‖ > α} ,

из (2.2) и утверждения 1 получаем

‖x(ξ)− x∗(ξ)‖ ≤ g∗

∫

V

‖u(s)− u∗(s)‖ ds (2.3)

для любых ξ ∈ [a, b], где x∗(·) ∈ X
α
p,r, g∗ определена равенством (1.5).

Так как V ⊂ [a, b], u(·) ∈ Up,r и ‖u(s)‖ > α при всех s ∈ V , то имеем что

αp µ(V ) ≤

∫

V

‖u(s)‖p ds ≤

b
∫

a

‖u(s)‖p ds ≤ rp,

и, следовательно,

µ(V ) ≤
rp

αp
, (2.4)

где µ(V ) означает меру Лебега множества V. Из включений u(·) ∈ Up,r, u∗(·) ∈ Uα
p,r, неравенства

Гельдера, соотношений (2.1), (2.3) и (2.4) вытекает, что

‖x(ξ)− x∗(ξ)‖ ≤ 2r [µ(V )](p−1)/p g∗ ≤
κ∗

αp−1

для всех ξ ∈ [a, b], и, следовательно,

‖x(·)− x∗(·)‖C ≤
κ∗

αp−1
.

Учитывая, что x(·) ∈ Xp,r произвольно выбрана, заключаем, что

Xp,r ⊂ X
α
p,r +

κ∗

αp−1
BC(1). (2.5)

Поскольку справедливо включение X
α
p,r ⊂ Xp,r, то из (2.5) получаем доказательство утвержде-

ния.
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3. Функции управления, удовлетворяющие условию Липшица

Определим новое множество управляющих функций, полагая

Uα,lip
p,r =

{

u(·) ∈ Uα
p,r : u(·) : [a, b] → R

m удовлетворяет условию Липшица
}

.

Символом X
α,lip
p,r обозначим совокупность траекторий системы (1.1), порожденных функ-

циями управления u(·) ∈ U
α,lip
p,r , и пусть

X
α,lip
p,r (ξ) =

{

x(ξ) ∈ R
n : x(·) ∈ X

α,lip
p,r

}

, ξ ∈ [a, b]. (3.1)

Утверждение 4. Для любой α > 0 выполняется равенство

hC
(

X
α
p,r,X

α,lip
p,r

)

= 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о может быть проведено по схеме [14, теорема 2].

Теперь определим множество управляющих функций, которое является компактным мно-
жеством.

Для заданной K > 0 обозначим

Uα,lip,K
p,r =

{

u(·) ∈ U
α,lip
p,r : u(·) : [a, b] → R

m удовлетворяет условию Липшица

и постоянное Липшица не превышает K
}

,

и пусть X
α,lip,K
p,r является множеством траекторий системы (1.1), порожденных функциями

управления u(·) ∈ U
α,lip,K
p,r . Для заданной ξ ∈ [a, b] положим

X
α,lip,K
p,r (ξ) =

{

x(ξ) ∈ R
n : x(·) ∈ X

α,lip,K
p,r

}

. (3.2)

Нетрудно проверить, что для любых фиксированных α > 0 и K > 0 множество управляю-
щих функций U

α,lip,K
p,r и множество траекторий X

α,lip,K
p,r являются компактными подмножества-

ми пространств C
(

[a, b];Rm
)

и C
(

[a, b];Rn
)

соответственно. Более того, для каждой ξ ∈ [a, b]
выполняется равенство

lim
K→∞

X
α,lip,K
p,r (ξ) = cl

(

X
α,lip
p,r (ξ)

)

. (3.3)

Здесь cl означает замыкания, множества X
α,lip
p,r (ξ) и X

α,lip,K
p,r (ξ) определены соответственно со-

отношениями (3.1) и (3.2), lim
K→∞

X
α,lip,K
p,r (ξ) есть предел Куратовского множественной последо-

вательности
{

X
α,lip,K
p,r (ξ)

}

∞

K=1
(см. [13]).

С учетом соотношения (3.3) и утверждения 2, по схеме доказательства теоремы 3 из [14],
вытекает справедливость следующего утверждения.

Утверждение 5. Пусть α > 0 фиксирован. Тогда для каждой ε > 0 существует

K1(ε, α) > 0 такое, что для всех K ≥ K1(ε, α) и ξ ∈ [a, b] выполняется неравенство

hn
(

X
α,lip
p,r (ξ),Xα,lip,K

p,r (ξ)
)

< ε.

В следующем утверждении получена оценка для хаусдорфова расстояния между множе-
ствами Xp,r(ξ) и X

α,lip,K
p,r (ξ), где множества Xp,r(ξ) и X

α,lip,K
p,r (ξ) определены соответственно

соотношениями (1.4) и (3.2).

Утверждение 6. Для каждой ε > 0 существуют α (ε) > 0 и K∗(ε) = K∗(ε, α(ε)) > 0
такие, что для всех K ≥ K∗(ε) выполняется неравенство

hn
(

Xp,r(ξ),X
α(ε),lip,K
p,r (ξ)

)

< ε

при всех ξ ∈ [a, b].

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения следует из утверждений 3–5.
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4. Кусочно-постоянные функции управления

Пусть Γ = {a = ξ0, ξ1, . . . , ξN = b} является равномерным разбиением замкнутого отрезка
[a, b], ∆ = ξi+1 − ξi, i = 0, 1, . . . N − 1,

Uα,∆
p,r =

{

u(·) ∈ Uα
p,r : u(ξ) = ui, ξ ∈ [ξi, ξi+1), i = 0, 1, . . . , N − 1, u(b) = uN−1

}

,

V α,∆,K
p,r =

{

u(·) ∈ Uα
p,r : u(ξ) = ui, ξ ∈ [ξi, ξi+1), i = 0, 1, . . . , N − 1,

‖ui+1 − ui‖ ≤ K∆, i = 0, 1, . . . , N − 2, u(b) = uN−1

}

.

Символами X
α,∆
p,r и Z

α,∆,K
p,r обозначим совокупности траекторий системы (1.1), порожденных

соответственно функциями управлений u(·) ∈ U
α,∆
p,r и u(·) ∈ V

α,∆,K
p,r . Для заданной ξ ∈ [a, b]

положим
X
α,∆
p,r (ξ) =

{

x(ξ) ∈ R
n : x(·) ∈ X

α,∆
p,r

}

,

Z
α,∆,K
p,r (ξ) =

{

x(ξ) ∈ R
n : x(·) ∈ Z

α,∆,K
p,r

}

. (4.1)

Утверждение 7. Для любых α > 0, K > 0 и равномерного разбиения Γ =
{

a = ξ0, ξ1, . . . ,

ξN = b
}

отрезка [a, b], справедливо включение

X
α,lip,K
p,r ⊂ Z

α,∆,K
p,r + g∗K(b− a)∆BC(1),

и, следовательно,

X
α,lip,K
p,r (ξ) ⊂ Z

α,∆,K
p,r (ξ) + g∗K(b− a)∆Bn

при всех ξ ∈ [a, b], где g∗ определено соотношением (1.5), Xα,lip,K
p,r (ξ) и Z

α,∆,K
p,r (ξ) — соответ-

ственно соотношениями (3.2) и (4.1), ∆ = ξi+1 − ξi, i = 0, 1, . . . , N − 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем произвольную x(·) ∈ X
α,lip,K
p,r , которая порождена функ-

цией управления u(·) ∈ U
α,lip,K
p,r , и определим новую функцию управления v(·) : [a, b] → R

m,
полагая

v(ξ) =
1

∆

ξi+1
∫

ξi

u(s)ds, ξ ∈ [ξi, ξi+1), i = 0, 1, . . . , N − 1,

v(ξN ) = v(ξN−1).

(4.2)

Очевидно, что ‖v(ξ)‖ ≤ α для любой ξ ∈ [a, b]. Из (4.2) и неравенства Гельдера следует,

что

∫ ξi+1

ξi

‖v(s)‖p ds ≤

∫ ξi+1

ξi

‖u(s)‖p ds при всех i = 0, 1, . . . , N − 1, и, следовательно,

b
∫

a

‖v(s)‖p ds ≤

b
∫

a

‖u(s)‖p ds ≤ rp.

Таким образом, получаем, что v(·) ∈ Up,r. Так как ‖v(ξ)‖ ≤ α для всех ξ ∈ [a, b], то имеем
v(·) ∈ Uα

p,r.

Обозначим v(ξi) = vi при i = 0, 1, . . . , N. Тогда v(ξ) = vi для всех ξ ∈ [ξi, ξi+1), i =

0, 1, . . . , N − 1, и v(ξN ) = vN = vN−1. Так как u(·) ∈ U
α,lip,K
p,r , то ‖u(ξ∗)− u(ξ∗)‖ ≤ K |ξ∗ − ξ∗|

при всех ξ∗ ∈ [a, b] и ξ∗ ∈ [a, b]. Из соотношения (4.2) имеем, что неравенство

‖vi+1 − vi‖ = ‖v (ξi+1)− v (ξi)‖ =

∥

∥

∥

∥

1

∆

ξi+2
∫

ξi+1

u(s)ds−
1

∆

ξi+1
∫

ξi

u(s)ds

∥

∥

∥

∥
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≤
1

∆

ξi+1
∫

ξi

‖u(s+∆)− u(s)‖ ds ≤ K∆ (4.3)

справедливо для любого i < N − 1. Так как v(·) ∈ Uα
p,r, то из (4.2) и (4.3) заключаем, что

v(·) ∈ V
α,∆,K
p,r . Символом z(·) обозначим траекторию системы (1.1), порожденной функцией

управления v(·) ∈ V
α,∆,K
p,r . Тогда z(·) ∈ Z

α,∆,K
p,r , и из утверждения 1 получаем, что

‖x(ξ)− z(ξ)‖ ≤ g∗

b
∫

a

‖u(s)− v(s)‖ ds (4.4)

при всех ξ ∈ [a, b].
Возьмем произвольную s ∈ [a, b). В этом случае существует i = 0, 1, . . . , N − 1 такое,

что s ∈ [ξi, ξi+1). Поскольку функция управления u(·) удовлетворяет условию Липшица с
постоянной K, то из (4.2) вытекает, что

‖u (s)− v (s)‖ ≤
1

∆

ξi+1
∫

ξi

‖u(s)− u(τ)‖ dτ ≤
1

∆
K

ξi+1
∫

ξi

|s− τ | dτ ≤ K∆. (4.5)

Так как s ∈ [a, b) произвольно выбрана, то из (4.4) и (4.5) следует, что

‖x(ξ)− z(ξ)‖ ≤ g∗K(b− a)∆ (4.6)

при всех ξ ∈ [a, b]. Итак, из (4.6) имеем, что для произвольно выбранной x(·) ∈ X
α,lip,K
p,r суще-

ствует z(·) ∈ Z
α,∆,K
p,r такая, что выполняется неравенство ‖x(·)− z(·)‖C ≤ g∗K(b− a)∆.

Итак, утверждение доказано.

Теперь сформулируем утверждение, где оценивается хаусдорфово расстояние между сече-
ниями множеств траекторий Xp,r и X

α,∆
p,r .

Утверждение 8. Для заданной ε > 0 существуют α (ε) > 0 и ∆∗ (ε) > 0 такие, что

для любого равномерного разбиения Γ замкнутого отрезка [a, b], где ∆ < ∆∗(ε), выполняется

неравенство

hn
(

Xp,r(ξ),X
α(ε),∆
p,r (ξ)

)

≤
ε

2

при всех ξ ∈ [a, b], где ∆ — диаметр разбиения Γ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно утверждению 6 для заданной ε > 0 существуют
α (ε) > 0 и K∗ (ε) = K∗ (ε, α(ε)) > 0 такие, что при всех ξ ∈ [a, b] выполняется неравенство

hn
(

Xp,r(ξ),X
α(ε),lip,K∗(ε)
p,r (ξ)

)

≤
ε

4
. (4.7)

Далее, из утверждения 7 получаем, что для заданых α(ε) > 0, K∗(ε) > 0 и равномерного
разбиения Γ = {a = ξ0, ξ1, . . . , ξN = b} отрезка [a, b] выполняется включение

X
α(ε),lip,K∗(ε)
p,r (ξ) ⊂ Z

α(ε),∆,K∗(ε)
p,r (ξ) + g∗K∗(ε)(b − a)∆Bn (4.8)

при всех ξ ∈ [a, b], где ∆ = ξi+1 − ξi, i = 0, 1, . . . , N − 1.

Обозначим ∆∗(ε) =
ε

4g∗K∗(ε)(b − a)
. Из (4.8) следует, что для всех ∆ > 0 таких, что

∆ < ∆∗(ε), справедливо включение

X
α(ε),lip,K∗(ε)
p,r (ξ) ⊂ Z

α(ε),∆,K∗(ε)
p,r (ξ) +

ε

4
Bn (4.9)
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при всех ξ ∈ [a, b]. Поскольку

Z
α(ε),∆,K∗(ε)
p,r (ξ) ⊂ X

α(ε),∆
p,r (ξ) (4.10)

для любых ξ ∈ [a, b], то из (4.7), (4.9) и (4.10) имеем, что если ∆ < ∆∗(ε), то

Xp,r(ξ) ⊂ X
α(ε),∆
p,r (ξ) +

ε

2
Bn (4.11)

при всех ξ ∈ [a, b]. Так как справедливо включение X
α(ε),∆
p,r (ξ) ⊂ Xp,r(ξ), ξ ∈ [a, b], то (4.11)

завершает доказательство.

5. Функции управления с нормами из равномерного разбиения

В этом разделе мы сужаем множество управляемых функций U
α,∆
p,r и вводим новое множе-

ство управляемых функций. Пусть Γ = {a = ξ0, ξ1, . . . , ξN = b} есть равномерное разбиение за-
мкнутого отрезка [a, b], ∆ = ξi+1 − ξi, i = 0, 1, . . . , N − 1, α > 0 и
Λ = {0 = w0, w1, . . . , wq = α} является равномерным разбиением замкнутого отрезка [0, α],
δ = wj+1 − wj , j = 0, 1, . . . , q − 1. Обозначим

Uα,∆,δ
p,r =

{

u(·) ∈ Uα
p,r : u(ξ) = ui, ξ ∈ [ξi, ξi+1), ‖ui‖ ∈ Λ, i = 0, 1, . . . , N − 1, u(b) = u(ξN−1)

}

.

Символом X
α,∆,δ
p,r обозначим множество траекторий системы (1.1), порожденных функция-

ми управления u(·) ∈ U
α,∆,δ
p,r . Для заданной ξ ∈ [a, b] положим

X
α,∆,δ
p,r (ξ) =

{

x(ξ) ∈ R
n : x(·) ∈ X

α,∆,δ
p,r

}

. (5.1)

Утверждение 9. Для любых α > 0, равномерного разбиения Γ = {a = ξ0, ξ1, . . . , ξN = b}
отрезка [a, b] и равномерного разбиения Λ = {0 = w0, w1, . . . , wq = α} отрезка [0, α] выполня-

ется неравенство

hC
(

X
α,∆
p,r ,Xα,∆,δ

p,r

)

≤ g∗(b− a)δ,

и, следовательно,

hn
(

X
α,∆
p,r (ξ),Xα,∆,δ

p,r (ξ)
)

≤ g∗(b− a)δ

при всех ξ ∈ [a, b], где g∗ определена соотношением (1.5), ∆ > 0 — диаметр разбиения Γ,
δ > 0 — диаметр разбиения Λ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x(·) ∈ X
α,∆
p,r — произвольно выбранная траектория, по-

рожденная функцией управления u(·) ∈ U
α,∆
p,r . Так как u(·) ∈ U

α,∆
p,r , то имеем, что u(ξ) = ui

для всех ξ ∈ [ξi, ξi+1), i = 0, 1, . . . , N − 1, u(b) = uN−1 и, более того,

∆

N−1
∑

i=0

‖ui‖
p ≤ rp, ‖ui‖ ≤ α при всех i = 0, 1, . . . , N − 1. (5.2)

Если ‖ui‖ < α (i = 0, 1, . . . , N − 1), то существует wji ∈ Λ такое, что

‖ui‖ ∈ [wji , wji+1) . (5.3)

Определим функцию u0(·) : [a, b] → R
m, полагая

u0(ξ) =

{ ui

‖ui‖
wji , если 0 < ‖ui‖ < α,

ui, если ‖ui‖ = 0 или ‖ui‖ = α,
(5.4)
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где ξ ∈ [ξi, ξi+1), i = 0, 1, . . . , N − 1, wji ∈ Λ определено в (5.3) и u0(b) = u0(ξN−1). Учитывая
(5.3) и (5.4), получаем, что ‖u0(ξ)‖ ≤ ‖u(ξ)‖ для всех ξ ∈ [a, b], и, следовательно, из (5.2)

имеем, что u0(·) ∈ U
α,∆,δ
p,r . Далее, из (5.3) и (5.4) вытекает, что

‖u(ξ)− u0(ξ)‖ ≤ δ (5.5)

при всех ξ ∈ [a, b], где δ является диаметром разбиения Λ.
Теперь траекторию системы (1.1), порожденной функцией управления u0(·), обозначим

символом x0(·). Тогда x0(·) ∈ X
α,∆,δ
p,r , и из (5.5) и утверждения 1 вытекает, что

‖x(ξ)− x0(ξ)‖ ≤ g∗(b− a)δ

при всех ξ ∈ [a, b], и, следовательно,

‖x(·)− x0(·)‖C ≤ g∗(b− a)δ. (5.6)

Таким образом, из (5.6) имеем, что

X
α,∆
p,r ⊂ X

α,∆,δ
p,r + g∗(b− a)δBC(1). (5.7)

Поскольку X
α,∆,Λ
p,r ⊂ X

α,∆
p,r , то из (5.7) получаем доказательство утверждения.

6. Конечное число управляющих функций

Пусть σ > 0 — заданное число, S = {u ∈ R
m : ‖u‖ = 1} и Sσ =

{

s1, s2, . . . , sg
}

является
конечной σ-сетью на S. Определим новое множество управляющих функций, состоящее из
конечного числа функций управления, полагая

Uα,∆,δ,σ
p,r =

{

u(·) ∈ Uα,∆,δ
p,r : u(ξ) = wjisli , ξ ∈ [ξi, ξi+1),

wji ∈ Λ, sli ∈ Sσ, i = 0, 1, . . . , N − 1, u(b) = u(ξN−1)
}

.

Отметим, что множество U
α,∆,δ,σ
p,r можно определить и равенством

Uα,∆,δ,σ
p,r =

{

u(·) ∈ Lp ([a, b] ;R
m) : u(ξ) = wjisli , ξ ∈ [ξi, ξi+1), wji ∈ Λ,

sli ∈ Sσ, i = 0, 1, . . . , N − 1, ∆ ·

N−1
∑

i=0

w
p
ji
≤ rp, u(b) = u(ξN−1)

}

,

где ∆ — диаметр равномерного разбиения Γ = {a = ξ0, ξ1, . . . , ξN = b}, δ — диаметр равномер-
ного разбиения Λ = {0 = w0, w1, . . . , wq = α}.

Пусть X
α,∆,δ,σ
p,r является множеством траекторий системы (1.1), порожденных функциями

управления u(·) ∈ U
α,∆,δ,σ
p,r . Очевидно, что множество X

α,∆,δ,σ
p,r состоит из конечного числа

траекторий. Для заданной ξ ∈ [a, b] положим

X
α,∆,δ,σ
p,r (ξ) =

{

x(ξ) ∈ R
n : x(·) ∈ X

α,∆,δ,σ
p,r

}

. (6.1)

Утверждение 10. Для каждых α > 0, равномерного разбиения Γ = {a = ξ0, ξ1, . . . ,

ξN = b} отрезка [a, b], равномерного разбиения Λ = {0 = w0, w1, . . . , wq = α} отрезка [0, α]
и σ-сети Sσ, выполняется неравенство

hC
(

X
α,∆,δ
p,r ,Xα,∆,δ,σ

p,r

)

≤ g∗α(b− a)σ,

и, следовательно,

hn
(

X
α,∆,δ
p,r (ξ),Xα,∆,δ,σ

p,r (ξ)
)

≤ g∗α(b− a)σ

при всех ξ ∈ [a, b], где g∗ определена соотношением (1.5), а X
α,∆,δ
p,r (ξ) и X

α,∆,δ,σ
p,r (ξ) — соответ-

ственно соотношениями (5.1) и (6.1).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем произвольную траекторию x(·) ∈ X
α,∆,δ
p,r , которая по-

рождена функцией управления u(·) ∈ U
α,∆,δ
p,r . Из включения u(·) ∈ U

α,∆,δ
p,r следует, что ‖u(ξ)‖ =

wji для всех ξ ∈ [ξi, ξi+1), i = 0, 1, . . . , N − 1, u(b) = u(ξN−1) и ∆ ·
∑N−1

i=0 w
p
ji
≤ rp, где wji ∈ Λ,

∆ = ξi+1 − ξi, i = 0, 1, . . . , N − 1, является диаметром разбиения Γ.

Так как ‖u(ξ)‖ = wji для всех ξ ∈ [ξi, ξi+1) и u(·) постоянная на отрезке [ξi, ξi+1), то
существует bi ∈ S такое, что u(ξ) = wjibi для всех ξ ∈ [ξi, ξi+1), i = 0, 1, . . . , N − 1, где u(b) =
u(ξN−1). Из включения bi ∈ S получаем, что существует sli ∈ Sσ такой, что ‖bi − sli‖ ≤ σ,
i = 0, 1, . . . , N − 1. Определим новую функцию управления u0(·) : [a, b] → R

m, полагая

u0(ξ) = wjisli при всех ξ ∈ [ξi, ξi+1), i = 0, 1, . . . , N − 1, u0(b) = u0(ξN−1).

Можно установить, что u0(·) ∈ U
α,∆,δ,σ
p,r и

‖u(ξ)− u0(ξ)‖ ≤ ασ (6.2)

при всех ξ ∈ [a, b].
Пусть x0(·) является траекторией, порожденной функцией управления u0(·). Тогда x0(·) ∈

X
α,∆,δ,σ
p,r и согласно утверждению 1 и соотношению (6.2) имеем, что

‖x(ξ)− x0(ξ)‖ ≤ g∗α(b− a)σ

при всех ξ ∈ [a, b], и, следовательно,

‖x(·)− x0(·)‖C ≤ g∗α(b− a)σ. (6.3)

Из (6.3) выводим, что

X
α,∆,δ
p,r ⊂ X

α,∆,δ,σ
p,r + g∗(b− a)ασBC(1). (6.4)

Поскольку X
α,∆,δ,σ
p,r ⊂ X

α,∆,δ
p,r , то из включения (6.4) получаем доказательство утверждения.

7. Аппроксимация сечений множества траекторий

Итак, здесь докажем, что сечения множества траекторий Xp,r(ξ), ξ ∈ [a, b], могут быть

аппроксимированы множествами X
α,∆,δ,σ
p,r (ξ), ξ ∈ [a, b], которые состоят из конечного числа

точек.

Теорема. Для каждой ε > 0 существуют α (ε) > 0, ∆∗ (ε) > 0, δ∗(ε) > 0 и σ∗(ε) > 0
такие, что для любого равномерного разбиения Γ замкнутого отрезка [a, b], равномерного

разбиения Λ замкнутого отрезка [0, α(ε)] и σ-сети Sσ, где ∆ < ∆∗(ε), δ < δ∗(ε), σ < σ∗(ε),
выполняется неравенство

hn
(

Xp,r(ξ),X
α(ε),∆,δ,σ
p,r (ξ)

)

≤ ε

при всех ξ ∈ [a, b].
Здесь ∆ — диаметр разбиения Γ, δ — диаметр разбиения Λ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из утверждения 8 имеем, что для заданной ε > 0 существуют
α (ε) > 0 и ∆∗ (ε) > 0 такие, что для любого равномерного разбиения Γ замкнутого отрезка
[a, b], где ∆ < ∆∗(ε), выполняется неравенство

hn
(

Xp,r(ξ),X
α(ε),∆
p,r (ξ)

)

≤
ε

2
(7.1)

при всех ξ ∈ [a, b].
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Пусть δ∗(ε) =
ε

4g∗(b− a)
, где g∗ определена соотношением (1.5). Согласно утверждению 9

для заданной α(ε) > 0, для заданного равномерного разбиения Γ отрезка [a, b] такого, что
∆ < ∆∗(ε), и для заданного равномерного разбиения Λ отрезка [0, α(ε)] такого, что δ < δ∗(ε),
выполняется неравенство

hn
(

X
α(ε),∆
p,r (ξ),Xα(ε),∆,δ

p,r (ξ)
)

≤
ε

4
(7.2)

при всех ξ ∈ [a, b].

Пусть σ∗(ε) =
ε

4g∗α(ε)(b − a)
. Из утверждения 10 получаем, что для заданной α(ε) > 0,

для любого равномерного разбиения Γ отрезка [a, b] такого, что ∆ < ∆∗(ε), для любого равно-
мерного разбиения Λ отрезка [0, α(ε)] такого, что δ < δ∗(ε), и для любой σ-сети Sσ такой, что
σ < σ∗(ε), выполняется неравенство

hn
(

X
α(ε),∆,δ
p,r (ξ),Xα(ε),∆,δ,σ

p,r (ξ)
)

≤
ε

4
(7.3)

при всех ξ ∈ [a, b].

Из (7.1)–(7.3) следует доказательство теоремы.
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