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Известно, что управление, переводящее траекторию управляемой системы на границу множества дости-

жимости, удовлетворяет принципу максимума Понтрягина. Этот факт справедлив для систем с поточеч-

ными ограничениями на управление. В данной работе мы рассмативаем систему с интегральными квад-

ратичными ораничениями. Рассматриваемая управляемая система нелинейна по фазовым переменным и

линейна по управлению. Показано, что любое допустимое управление, переводящее систему на границу

множества достижимости, является локальным решением некоторой задачи оптимального управления

с интегральным квадратичным функционалом, если соответствующая линеаризованная система вполне

управляема. Доказательство данного факта опирается на теорему Грейвса для накрывающих отображе-

ний. Отсюда следует принцип максимума для управлений, ведущих на границу множества достижимости.

В работе обсуждается также алгоритм построения множества достижимости, основанный на принципе

максимума.
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1. Введение и постановка задачи

Статья посвящена описанию граничных точек множеств достижимости управляемой си-
стемы с интегральными ограничениями на управление. Задачи управления в системах с инте-
гральными ограничениями были предметом многих исследований (см., например, [1; 2]). Иг-
ровые постановки задач управления с интегральными ограничениями на управления игроков
рассматривались в [3–5]. Свойства множеств достижимости в нелинейных системах с инте-
гральными ограничениями исследованы в работах [6;7]. Алгоритмы построения множеств до-
стижимости, основанные на дискретных аппроксимациях, изучались в [8; 9]. В [10–12] иссле-
довались свойства и алгоритмы построения информационных множеств в задачах оценивания
и идентификации при интегральных ограничениях на возмущения, эти множества являются
аналогами множеств достижимости в задачах управления.

1Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда, проект №16-11-10146.
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Цель данной работы — доказательство того, что управление, удовлетворяющее интеграль-
ным ограничениям и переводящее систему на границу множества достижимости, является
локальным решением некоторой задачи оптимального управления. Этот факт позволяет для
отыскания точек множеств достижимости применять соотношения принципа максимума Понт-
рягина и теорию дифференциальных уравнений и неравенств Гамильтона — Якоби [13].

Будем далее использовать следующие обозначения. Для вещественной матрицы A через A⊤

мы обозначаем транспонированную матрицу, 0 — это нулевой вектор подходящей размерности,
либо нулевая матрицу, либо число ноль. Под символом I будем понимать единичную матрицу.
Для x, y ∈ R

k (x, y) = x⊤y — скалярное произведение векторов, ‖x‖ = (x, x)1/2 — евклидова
норма в конечномерном пространстве, Br(x̄) : Br(x̄) = {x ∈ R

n : ‖x − x̄‖ ≤ r} — шар радиуса
r > 0 с центром в точке x̄, xi — вектор с индексом i, а xj — j-я координата вектора x. Для
вещественной прямоугольной k ×m матрицы A через ‖ A ‖k×m обозначаем норму матрицы,
подчиненную евклидовым нормам векторов. Для S ⊂ R

n символом ∂S обозначаем границу S,
∂g

∂x
(x) — матрица Якоби отображения g(x). Через L1, L2 и C будем обозначать, соответственно,

пространства суммируемых, суммируемых с квадратом и непрерывных вектор-функций на
[t0, t1]. Нормы в этих пространствах будем обозначать символами ‖ · ‖

L1
, ‖ · ‖

L2
, ‖ · ‖C .

Известно, что управление u(t), переводящее траекторию x(t) управляемой системы

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), t0 ≤ t ≤ t1, x(t0) = x0,

(x ∈ R
n, u(t) ∈ Ω ⊂ R

r при п.в. t ∈ [t0, t1], Ω — произвольное ограничивающее множество, не
обязательно компактное) в точку x(t1), лежащую на границе множества достижимости G(t1)
в момент t1, удовлетворяет принципу максимума Понтрягина [14, гл. 4, т. 3].

Для линейных систем принцип максимума вытекает из того факта, что управление, пе-
реводящее траекторию системы на границу множества достижимости, максимизирует терми-
нальный функционал I(u(·)) = (a, x(t1)) для некоторого a ∈ R

n, a 6= 0. При этом p(t1) = a —
вектор нормали опорной гиперплоскости к множеству G(t1) в точке x(t1), и принцип мак-
симума дает необходимое и достаточное условие принадлежности x(t1) границе G(t1). Для
нелинейных систем это условие не является достаточным; кроме того, неясно, является ли в
общем случае управление, полученное из условий принципа максимума, решением какой-либо
задачи оптимального управления.

Далее мы будем рассматривать управляемые системы с интегральными ограничениями на
управление. Начнем со случая линейной управляемой системы:

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), t ∈ [t0, t1], x(t0) = x0, (1.1)

где x ∈ R
n, u(t) ∈ R

r, A(t), B(t) — суммируемые на [t0, t1] матричные функции. В качестве
управлений рассматриваются функции из пространства L2. Ограничения на управление зада-
ны интегральным неравенством

u(·) ∈ U =

{

u(·) ∈ L2 : J(u(·)) = ‖ u(·) ‖2
L2

=

t1
∫

t0

‖ u(t) ‖2 dt ≤ µ2

}

, (1.2)

где µ > 0 — заданная константа. Пусть G(t1) — множество достижимости системы (1.1) в
момент t1 при ограничениях (1.2).

Определим симметричную матрицу W (t) (грамиан управляемости) равенством

W (t) =

t
∫

t0

X(t, τ)B(τ)B⊤(τ)X⊤(t, τ)dτ,

где X(t, τ) — фундаментальная матрица системы ẋ = Ax.
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Известно, что система (1.1) вполне управляема на [t0, t1] в том и только том случае, когда
W (t1) положительно определена. В этом случае G(t1) — невырожденный эллипсоид

G(t1) =
{

x ∈ R
n : (x− x̂)⊤W−1(t1)(x− x̂) ≤ µ2

}

.

Если система не является вполне управляемой, то множество достижимости представляет из
себя вырожденный эллипсоид (эллипсоид, лежащий в подпространстве размерности меньшей,
чем n).

Известно (см. [21, Assertion 1]), что для вполне управляемой линейной системы (1.1) управ-
ление u(·) ∈ U переводит траекторию в точку x1 ∈ ∂G тогда и только тогда, когда J(u(·)) →
min с дополнительным условием x(t1) = x1 (x1 — заданная точка R

n) и величина минимума
функционала J равна µ2.

В настоящей статье дано доказательство аналога приведенной характеризации граничных
точек множеств достижимости (в части необходимых условий) для нелинейных систем с ин-
тегральными ограничениями на управление. Мы будем рассматривать управляемые системы
вида

ẋ(t) = f1(t, x(t)) + f2(t, x(t))u(t), t0 ≤ t ≤ t1, x(t0) = x0, (1.3)

где x ∈ R
n — вектор состояния, u ∈ R

r — управляющий параметр, f1 : R
n+1 → R

n, f2 : R
n+1 →

R
n×r — непрерывные отображения с интегральными ограничениями на управление, заданные

неравенством (1.2).
Далее будем предполагать, что функции f1 и f2 непрерывно дифференцируемы по x, а

также удовлетворяют соответственно условиям подлинейного роста и ограниченности:

‖ f1(t, x) ‖ ≤ l1(t)(1+ ‖ x ‖), (1.4)

‖ f2(t, x) ‖n×r ≤ l2(t), (1.5)

где l1(·) ∈ L1, l2(·) ∈ L2.
Решением (траекторией) системы (1.3), отвечающим управлению u(·) ∈ L2, будем назы-

вать абсолютно непрерывную функцию x : [t0, t1] → R
n, для которой равенство (1.3) выпол-

няется для почти всех t ∈ [t0, t1].

О п р е д е л н и е 1. Множеством достижимости G(t1) системы (1.3) будем называть со-
вокупность всех концов траекторий x(t1) в R

n, отвечающих управлениям из U .

Рассмотрим задачу оптимального управления для системы (1.3).

З а д а ч а 1.

J(u) → min, u(·) ∈ L2, x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Управление u(·) ∈ L2, удовлетворяющее ограничению задачи 1, назовем допустимым

управлением.

О п р е д е л н и е 2. Допустимое управление u(·) доставляет локальный минимум функ-
ционалу J(u) в задаче 1, если существует ε > 0 такое, что для любого допустимого v(·) такого,
что ‖ u(·) − v(·) ‖

L2
< ε имеет место неравенство J(u) ≤ J(v).

О п р е д е л н и е 3. Пусть u(t) — управление из L2, x(t) — отвечающая этому управле-
нию траектория. Систему

˙δx = A(t)δx +B(t)δv,

где A(t) =
∂f1
∂x

(t, x(t)) +
∂

∂x
[f2(t, x(t))u(t)], B(t) = f2(t, x(t)) назовем линеаризацией систе-

мы (1.3) вдоль пары (x(t), u(t)).

В данной работе показано, что любое управление, переводящее траекторию системы из
начального состояния на границу множества достижимости, доставляет локальный минимум
в задаче 1, если линеаризованная вдоль пары (x(t), u(t)) система вполне управляема.
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2. Вспомогательные результаты

Утверждение 1. Пусть функции f1(t, x), f2(t, x) непрерывны, непрерывно дифференци-

руемы по x и удовлетворяют условиям (1.4) и (1.5). Тогда для любого u(·) ∈ L2 система (1.3)
имеет, и притом единственное, решение x = x(t), определенное на всем отрезке [t0, t1].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассуждения аналогичны доказательству [15, гл. 6, § 1, т. 1] при
несколько иных предположениях. �

Утверждение 2. Пусть функции f1(t, x), f2(t, x) удовлетворяют условиям утвержде-

ния 1. Тогда множество траекторий системы (1.3) компактно в пространстве C = C[t0, t1].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем равномерную ограниченность траекторий систе-
мы (1.3). Заменяя уравнение (1.3) интегральным тождеством, получим

‖x(t)‖ =

∥

∥

∥

∥

x0 +

t
∫

t0

[f1(s, x(s)) + f2(s, x(s))u(s)]ds

∥

∥

∥

∥

≤ ‖x0‖+
t

∫

t0

l1(s)(1 + ‖x(s)‖)ds

+

t
∫

t0

l2(s)‖u(s)‖ds ≤ ‖x0‖+ µ

√

√

√

√

√

t
∫

t0

l22(s)ds +

t
∫

t0

l1(s)ds +

t
∫

t0

l1(s)‖x(s)‖ds.

Из леммы Гронуолла [17, гл. 4, § 4, т. 2] следует, что

‖x(t)‖ ≤
(

‖x0‖+ µ

√

√

√

√

√

t
∫

t0

l22(s)ds+

t
∫

t0

l1(s)ds

)

e

t∫

t0

l1(s)ds

.

Равностепенная непрерывность множества траекторий вытекает из оценки

‖x(t′′)− x(t′)‖ =

∥

∥

∥

∥

t′′
∫

t′

[f1(s, x(s)) + f2(s, x(s))u(s)]ds

∥

∥

∥

∥

≤
t′′
∫

t′

l1(s)(1 + ‖x(s)‖)ds

+

t′′
∫

t′

l2(s)‖u(s)‖ds ≤ k1

t′′
∫

t′

l1(s)ds + µ

√

√

√

√

√

t′′
∫

t′

l22(s)ds ∀ t′, t′′ ∈ [t0, t1], t′′ > t′,

и равномерной непрерывности функций φ1(t) =

∫ t

t0

l1(s)ds и φ2(t) =

∫ t

t0

l2
2(s)ds на отрез-

ке [t0, t1].
Здесь и всюду ниже k1, k2, k3, k4, M1, а также c1, c2, c3 означают постоянные, которые могут

быть выписаны в явном виде.
Из теоремы Арцела следует относительная компактность множества в пространстве непре-

рывных функций. Зададим пару последовательностей (up(·), xp(·)), где up(·) ∈ U отображается
в xp(·) посредством системы (1.3). Учитывая слабую компактность гильбертова шара U и отно-
сительную компактность множества траекторий, найдем последовательность pk → ∞, k → ∞
такую, что xpk(·) → x̄(·) в C и upk(·) → ū(·) ∈ U слабо в L2.

Тогда

xpk(t) = x0 +

t
∫

t0

f1(s, x
pk(s))ds +

t
∫

t0

f2(s, x
pk(s))upk(s)ds = x0 +

t
∫

t0

f1(s, x
pk(s))ds
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+

t
∫

t0

f2(s, x̄(s))u
pk(s)ds +

t
∫

t0

[f2(s, x
pk(s))− f2(s, x̄(s)]u

pk(s)ds.

В cилу равномерной сходимости xpk(·) к x̄(·) и слабой сходимости upk(·) можно перейти к
пределу в обеих частях равенства. В итоге получим

x̄(t) = x0 +

t
∫

t0

f1(s, x̄(s))ds +

t
∫

t0

f2(s, x̄(s))ū(s)ds, (2.1)

т. е. x̄(·) есть решение системы (1.3), отвечающее ū(·) ∈ U , что и доказывает компактность
множества траекторий. �

З а м е ч а н и е 1. Аналогичный результат доказан в [7] при несколько иных предполо-
жениях.

Утверждение 3. Пусть up(·) ∈ U есть последовательность управлений из L2, а xp(·) —

последовательность траекторий, соответствующая последовательности up(·). Если

up(·) → u(·), p → ∞ в L2, то xp(·) → x(·) в C, где x(·) — траектория, отвечающая u(·).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим от противного: ‖xp(·)−x(·)‖C 6→ 0, p → ∞, тогда най-
дутся ε > 0 и подпоследовательность xpk такие, что ‖xpk(·)− x(·)‖C ≥ ε, pk → ∞ при k → ∞.
Не ограничивая общности, можно считать, что подпоследовательность xpk(·) равномерно схо-
дится к траектории x̄(·) в силу компактности траекторий системы (1.3). Из доказательства
утверждения 2 следует равенство (2.1), т. е. x̄(t) — решение, соответствующее управлению u(t).
В силу единственности решения x̄(t) = x(t). Полученное противоречие доказывает утвержде-
ние. �

Зададим последовательность управлений vm(·), которая отображается в последователь-
ность траекторий xm(·). Линеаризованная вдоль (xm(·), um(·)) система задается парой матриц
(Am(t), Bm(t)), где

Am(t) =
∂f1
∂x

(t, xm(t)) +
∂

∂x
[f2(t, x

m(t)) vm(t)], Bm(t) = f2(t, x
m(t)).

Справедлива

Лемма 1. Если um(·) → u(·) в L2 и пара (A(t), B(t)), отвечающая управлению u(·), вполне

управляема, то, начиная с некоторого m, пара (Am(t), Bm(t)) будет вполне управляемой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем сходимость последовательностей матричных функций
Am(·) → A(·) в L1 и Bm(·) → B(·) в C. Представим f2(t, x)u в виде f2(t, x)u =

∑r
i=1 f

i
2(t, x)ui,

где f i
2(t, x) — n-мерные вектор-столбцы матрицы f2(t, x), i = 1, 2, . . . , r. Тогда

∂

∂x
[f i

2(t, x)u] =

r
∑

i=1

[ ∂

∂x
f i
2(t, x)

]

ui,

где
∂

∂x
f i
2(t, x) — матрица Якоби отображения x → f i

2(t, x).

Cправедлива оценка

t1
∫

t0

‖A(t) −Am(t)‖n×ndt ≤
t1
∫

t0

∥

∥

∥

∂f1
∂x

(t, x(t)) − ∂f1
∂x

(t, xm(t))
∥

∥

∥

n×n
dt
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+

t1
∫

t0

∥

∥

∥

∂

∂x
[f2(t, x(t))u(t)] −

∂

∂x
[f2(t, x(t))u

m(t)]
∥

∥

∥

n×n
dt

+

t1
∫

t0

∥

∥

∥

∂

∂x
[f2(t, x(t))u

m(t)]− ∂

∂x
[f2(t, x

m(t))um(t)]
∥

∥

∥

n×n
dt.

Проводя элементарные преобразования, приходим к неравенствам

t1
∫

t0

‖A(t)−Am(t)‖n×ndt ≤ (t1 − t0)max
t

∥

∥

∥

∂f1
∂x

(t, x(t)) − ∂f1
∂x

(t, xm(t))
∥

∥

∥

n×n

+max
i,t

∥

∥

∥

∂

∂x
f i
2(t, x(t))

∥

∥

∥

n×n
r
√
t1 − t0 ‖u(·) − um(·)‖L2

+max
i,t

∥

∥

∥

∂

∂x
f i
2(t, x(t)) −

∂

∂x
f i
2(t, x

m(t))
∥

∥

∥

n×n
r
√
t1 − t0 (‖u(·)− um(·)‖L2

+ ‖u(·)‖L2
) , (2.2)

где максимум берется по t ∈ [t0, t1], i = 1, . . . , r. Для матриц B(·), Bm(·) получаем

‖B(·)−Bm(·)‖C = max
t

‖f2(t, x(t)) − f2(t, x
m(t))‖n×r. (2.3)

Из равномерной сходимости xm(·) к x(·) (см. утверждение 3) и непрерывности
∂f1
∂x

и
∂f2
∂x

следует сходимость правых частей неравенств (2.2) и (2.3) к нулю, что и доказывает сходимость
Am(·) к A(·) и Bm(·) к B(·).

Осталось обосновать предельный переход под знаком интеграла в грамиане управляемости.
Положим

M(t) = e

t∫

t0

A(τ)dτ

, Mm(t) = e

t∫

t0

Am(τ)dτ

,

где eD — матричная экспонента. Тогда

d

dt
(M(t)−Mm(t)) = A(t)M(t)−Am(t)Mm(t) = A(t) (M(t)−Mm(t)) + (A(t)−Am(t))Mm(t),

M(t)−Mm(t) =

t
∫

t0

A(τ)(M(τ) −Mm(τ))dτ +

t
∫

t0

(A(τ)−Am(τ))Mm(τ)dτ,

следовательно,

‖M(t)−Mm(t)‖n×n ≤
t

∫

t0

‖A(τ)‖n×n‖M(τ)−Mm(τ)‖n×ndτ+

t
∫

t0

‖A(τ)−Am(τ)‖n×n‖Mm(τ)‖n×ndτ.

Из леммы Гронуола и неравенства ‖eD‖ ≤ e‖D‖ выводим

‖M(t)−Mm(t)‖n×n ≤ e‖Am(·)‖L1‖A(·) −Am(·)‖L1
e‖A(·)‖L1 .

Запишем соответствующие грамианы управляемости:

W =

t1
∫

t0

M(t)−1B(t)B(t)⊤(M(t)⊤)
−1

dt, Wm =

t1
∫

t0

Mm(t)−1Bm(t)Bm(t)⊤(Mm(t)⊤)
−1

dt.

Из равномерной сходимости Mm(t) → M(t) следует, что Wm → W, m → ∞. Так как
detW 6= 0, то для достаточно больших m detWm 6= 0, т. е. пара (Am(·), Bm(·)) вполне управ-
ляема. �
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3. Экстремальные свойства граничных точек множества достижимости

Определим отображение F : L2 → R
n следующим образом:

Fu(·) = x(t1),

где x(t) — траектория системы (1.3), отвечающая u(·). Справедлива

Лемма 2. Пусть функции f1(t, x), f2(t, x) непрерывны, непрерывно дифференцируемы по

x и удовлетворяют условиям (1.4) и (1.5). Тогда функция F непрерывно дифференцируема по

Фреше ∀u(·) ∈ L2[t0, t1], ее производная Фреше F ′ : L2 → R
n определена равенством

F ′(u(·))δu(·) = δx(t1). (3.1)

Здесь δx(t) — решение линеаризованной вдоль (u(t), x(t)) системы (1.3), отвечающее управ-

лению δu(t) и нулевому начальному условию.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Берем произвольные u(·),∆u(·), где ‖∆u(·)‖L2
≤ 1. Решения,

отвечающие u(·) и u(·)+∆u(·), обозначим через x(t) и x(t)+∆x(t) соответственно. Записывая
для них интегральные тождества и вычитая одно из другого, получим

‖∆x(t)‖ =

∥

∥

∥

∥

t
∫

t0

[

f1(s, x(s) + ∆x(s))− f1(s, x(s))
]

ds

+

t
∫

t0

[

f2(s, x(s) + ∆x(s))− f2(s, x(s))
]

u(s)ds +

t
∫

t0

f2(s, x(s) + ∆x(s))∆u(s)ds

∥

∥

∥

∥

.

Применяя теорему о среднем, имеем

f1(s, x(s) + ∆x(s))− f1(s, x(s)) =
∂

∂x
f1[s, x(s) + θ∆x(s)]∆x(s), θ(s, x) = diag {θ1, θ2, . . . , θn},

где 0 ≤ θi(s, x) ≤ 1. В силу непрерывности
∂f1
∂x

‖f1(s, x(s) + ∆x(s)) − f1(s, x(s))‖ ≤ c1‖∆x(s)‖
для достаточно малых ∆x(s).

Посредством похожих рассуждений приходим к соотношению

∥

∥[f2(s, x(s) + ∆x(s))− f2(s, x(s))]u(s)
∥

∥ ≤ c2

r
∑

i=1

|ui(s)| · ‖∆x(s)‖

для почти всех s.

Таким образом, ‖∆x(t)‖ ≤
∫ t

t0

(

c1 + c2

r
∑

i=1

|ui(s)|
)

‖∆x(s)‖ds + c3‖∆u(·)‖L2
.

Применяя лемму Гронуолла, получим

‖∆x(t)‖ ≤ c3‖∆u(·)‖L2
exp

t1
∫

t0

(

c1 + c2

r
∑

i=1

|ui(s)|
)

ds

≤ c3 exp
[

c1(t1 − t0) + c2 r
√
t1 − t0‖u(·)‖L2

]

‖∆u(·)‖L2
, (3.2)

следовательно, ‖∆x(·)‖C = O (‖∆u(·)‖L2
).

Для любой функции ∆u(·) ∈ L2[t0, t1] имеем F (u(·) + ∆u(·)) − F (u(·)) = ∆x(t1). В cилу
непрерывности производных по x представим их в виде

∂

∂x
f1[t, x(t) + θ∆x(t)] =

∂

∂x
f1[t, x(t)] + α(t, x(t), θ∆x(t)),
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∂

∂x
f i
2[t, x(t) + ξi∆x(t)] =

∂

∂x
f i
2[t, x(t)] + βi(t, x(t), ξ

i∆x(t)),

где ξi(s, x) = diag {ξi1, ξi2, . . . , ξin}, 0 ≤ ξij(s, x) ≤ 1. Если ‖∆x(·)‖C → 0 то равномерно

на [t0, t1] ‖α(t, x(t), θ∆x(t))‖n×n → 0 и ‖βi(t, x(t), ξi∆x(t))‖n×n → 0
(

поскольку функции
∂fi
∂x

непрерывны в замкнутой ограниченной области t0 ≤ t ≤ t1, ‖x‖ ≤ M1

)

.

Представим ∆x(t) в виде

∆x(t) =

t
∫

t0

A(s)∆x(s)ds +

t
∫

t0

B(s)∆u(s)ds+ ω(t),

где

ω(t) =

t
∫

t0

α(s, x(s), θ∆x(s))∆x(s)ds +

t
∫

t0

r
∑

i=1

[

βi(s, x(s), ξ
i∆x(s))

]

∆x(s)ui(s)ds

+

t
∫

t0

r
∑

i=1

[ ∂

∂x
f i
2(s, x(s))

]

∆x(s)∆ui(s)ds +

t
∫

t0

r
∑

i=1

[

βi(s, x(s), ξ
i∆x(s))

]

∆x(s)∆ui(s)ds.

Дифференцируя ∆x(t) по t, для почти всех t получим ∆ẋ(t) = A(t)∆x(t) + B(t)∆u(t) + ω̇(t).
По формуле Коши

∆x(t1) =

t1
∫

t0

X(t1, τ)B(τ)∆u(τ)dτ +

t1
∫

t0

X(t1, τ)ω̇(τ)dτ,

где X(t, τ) = Y (t)Y −1(τ) и Y (t) − решение уравнения
dy

dt
= A(t)y, y(0) = 0.

Оценим последний член равенства:

∥

∥

∥

∥

t1
∫

t0

X(t1, τ)ω̇(τ)dτ

∥

∥

∥

∥

≤ ‖u(·)
∥

∥

L2

·
[

k1 max
τ

∥

∥α(τ, x(τ), θ∆x(τ))
∥

∥

n×n
+ k2 max

i,τ

∥

∥βi(τ, x(τ), ξ
i∆x(τ))

∥

∥

n×n

+ k3 max
i,τ

∥

∥

∥

∂

∂x
f i
2(τ, x(τ))

∥

∥

∥

n×n
· ‖u(·)‖L2

+ k4 max
i,τ

∥

∥βi(τ, x(τ), ξ
i∆x(τ))

∥

∥

n×n

]

.

Из оценки (3.2) следует

∥

∥

∥

∥

t1
∫

t0

X(t1, τ)ω̇(τ)dτ

∥

∥

∥

∥

= o(∆u(·)), o(∆u(·))
‖∆u(·)‖L2

→ 0, ∆u(·) → 0.

Таким образом, F (u(·) + ∆u(·)) − F (u(·)) = δx(t1) + o(‖∆u(·)‖L2
). Cогласно определению

функция F дифференцируема по Фреше, и еe производная определяется равенством (3.1).
Непрерывность производной следует из леммы 1. �

Теорема. Пусть:
1) x1 ∈ ∂G(t1), где ∂G(t1) — граница множества достижимости;
2) u(·) ∈ U — управление, переводящее систему из x(t0) = x0 в x(t1) = x1, x(t) —

отвечающая этому управлению траектория;
3) линеаризованная вдоль (x(t), u(t)) система (1.3) вполне управляема на [t0, t1].
Тогда управление u(t) доставляет локальный минимум в задаче 1 и величина минимума

J(u(·)) = µ2.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Проведем доказательство от противного. Пусть найдется u(·),
переводящее систему из x(t0) = x0 в x(t1) = x1 ∈ ∂G(t1), которое не является локально
оптимальным в задаче 1, иначе говоря, для любого p существует допустимое управление up(·)
такое, что

‖u(·)− up(·)‖
L2

< 1/p, J(up(·)) < J(u(·))
либо J(u(·)) < µ2. Тогда существует последовательность up(·) → u(·), p → ∞ в L2 такая,
что xp(t1, u

p(·)) = x1, а J(up(·)) < µ2. Далее, выберем p настолько большим, чтобы пара
(Ap(t), Bp(t)) была вполне управляемой (см. лемму 1). Обозначим

δ = µ−
√

J(up(·)) > 0.

Тогда ‖up(·)‖
L2

= µ − δ < µ − δ/2. Из леммы 2, учитывая, что линеаризованная вдоль
(up(·), xp(·)) система вполне управляема, получаем ImF ′(up(·)) = R

n.
Тогда по теореме Грейвса [16, с. 105] для некоторого m > 0 и всех достаточно малых r, удо-

влетворяющих неравенству 0 < r < δ/2, выполняется включение B(x1,mr) ⊂ F (B(up(·), r)).
Таким образом,

B(up(·), r) ⊂ U ⇒ F (B(up(·), r)) ⊂ F (U) ⊂ G(t1),

отсюда вытекает B(x1,mr) ⊂ G(t1), что противоречит условию x1 ∈ ∂G(t1). �

Из доказанной теоремы следует, что управление u(·), переводящее траекторию системы
на границу множества достижимости, удовлетворяет принципу максимума Понтрягина. Фор-
ма принципа максимума, в отличие от [14, гл. 4, т. 3], здесь отвечает задаче минимизации
интегрального функционала.

Выпишем необходимые условия оптимальности в форме принципа максимума для задачи 1.
Функция Понтрягина для данной задачи имеет вид

H(p, t, x, u) = −p0u
⊤u+ p⊤(f1(t, x) + f2(t, x)u), p0 ≥ 0.

Локально оптимальное управление удовлетворяет принципу максимума (см., например,
[18, § 5, т. 2]): существуют (p0, p(·)) 6= 0 такие, что

H(p(t), t, x(t), u(t)) = max
v∈Rr

H(p(t), t, x(t), v),

ṗ(t) = −∂f

∂x
H(p(t), x(t), u(t)) = −A⊤(t)p(t).

Через (A(t), B(t)), как и ранее, обозначаем матрицы линеаризованной вдоль (x(t), u(t))
системы. Если эта линеаризованная на (x(t), u(t)) система вполне управляема, то p0 6= 0.

Действительно, если p0 = 0, то p(·) 6= 0 и из принципа максимума получаем

p⊤(t)B(t)u(t) = max
v∈R2

p⊤(t)B(t)v

для почти всех t. Это имеет место только при p⊤(t)B(t) ≡ 0, что невозможно, так как p(t) 6≡ 0
есть решение системы ˙p(t) = −A⊤(t)p(t) и пара (A(t), B(t)) вполне управляема. Поэтому можно
принять p0 = 1/2. Тогда из принципа максимума выводим u(t) = f⊤

2 (t, x(t))p(t).
Замыкая исходную систему данным управлением, имеем

ẋ(t) = f1(t, x(t)) + f2(t, x(t))f
⊤
2 (t, x(t))p(t), x(t0) = x0,

ṗ(t) = −
(∂f1
∂x

⊤

(t, x(t)) +D⊤
(

t, x(t), f⊤
2 (t, x(t))p(t)

)

)

p(t),

(3.3)

где обозначено: D(t, x, v) =
∂

∂x
(f2(t, x)v).
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Соотношение (3.3) можно положить в основу следующего алгоритма построения границы

множества достижимости.
Выбирая p(t0) 6= 0 и интегрируя систему (3.3), мы получим управление и траекторию,

удовлетворяющие принципу максимума. Перебирая p(t0) из регулярной сетки, аппроксимиру-
ющей область {p ∈ R

n : |pi| ≤ ai, i = 1, . . . , n}, интегрируя систему (3.3) и отбирая те траекто-
рии, для которых |J(u(·))−µ2| не превосходит малого δ > 0, мы получим аппроксимацию части
границы множества достижимости, образованную точками x(t1). Для достаточно больших ai
аппроксимироваться будет вся граница, если на каждой из возможных траекторий выпол-
няется условие полной управляемости линеаризованной системы. Заметим, что если условие
отбора управлений заменить неравенством J(u(·)) ≤ µ2, то мы имеем точки из множества
достижимости. При этом каждая из точек может быть получена как решения системы (3.3).
Действительно, если x ∈ G(t1), то решая задачу 1 мы приходим к выводу, что оптималь-
ное управление также удовлетворяет системе (3.3), если выполнено условие управляемости.
Отличие этих двух случаев в следующем: системе (3.3) удовлетворяет любое управление, ве-
дущее на границу G(t1); среди управлений, ведущих во внутренние точки G(t1), существует

управление, для которого выполняется (3.3).

4. Пример

Рассмотрим нелинейную управляемую систему (уницикл), описываемую уравнениями

ẋ1 = cos x3, ẋ2 = sinx3, ẋ3 = u, xi(0) = 0, i = 1, 2, 3, t ∈ [0, 3],

с интегральным ограничением на управление

3
∫

0

u2(t)dt ≤ 2.

При ограничении на амплитуду управления (|u(t)| ≤ 1) проекции множества достижимости
данной системы на двумерное пространство координат (x1, x2) были исследованы в [19]. Общая
трехмерная картина множества достижимости получена в [20].

На рисунке приведены результаты построения проекции множества достижимости на плос-
кость (x1, x2) при интегральном ограничении на помеху. На левой части рисунка представлен
итог построения границы множества достижимости, когда траектории системы (3.3) отбира-
лись по критерию |J(u(·))− 2| ≤ δ. Часть точек, которые выглядят как внутренние, — это ре-
зультат проектирования на двумерную плоскость граничных точек множества достижимости
в трехмерном пространстве. Отметим область вблизи точки с координатами (3, 0), в которую
не попала ни одна из проекций точек x(3), хотя точка (3, 0) принадлежит границе.

Действительно, управление u(t) ≡ 0 переводит систему в точку (3, 0, 0). Так как, очевидно,
x1(3) ≤ 3 для любого управления, то (3, 0, 0) — граничная точка множества достижимости, а
(3, 0) — граничная точка его проекции. Управление u(t) ≡ 0 здесь решает задачу минимизации,
но при этом

J(u(·)) =
3

∫

0

u2(t)dt = 0 < 2.

Отвечающая управлению u(t) ≡ 0 траектория имеет вид x1(t) = t, x2(t) = 0, x3(t) = 0. Линеа-
ризованная вдоль данной траектории система

˙δx1 = 0, ˙δx2 = δx3, ˙δx3 = δv

не является вполне управляемой. Данный пример показывает, что условие полной управляе-
мости в теореме 2 является существенным.
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Проекции множества достижимости на плоскость x1, x2.

На правой части рисунка показаны проекции на плоскость x1, x2 правых концов траекто-
рий системы (3.3), отобранных по критерию J(u(·)) ≤ 2. Очевидно, что точка (3, 0) и близкие
к ней точки попадают в заштрихованную часть рисунка.
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