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1. Введение

Псевдодифференциальные операторы (пдо), т. е. операторы, допускающие представление

Tau(x) =

∫

Rm

a(x, ξ)û(ξ)e2πixξdξ, (1.1)

играют важную роль в теории общих дифференциальных операторов с переменными коэф-
фициентами (см., например, [1; 2]) в гармоническом анализе (см., например, [3, ch. 6–8]).

Обычно предполагается, что символ a : Rm × R
m → C оператора Ta является гладким,

как по пространственной переменной x, так и по частотной переменной ξ, и удовлетворяет
некоторым условиям роста (убывания). Так, класс S τ

̺ δ = S τ
̺ δ(R

m×R
m) (τ ∈ R; 0 ≤ δ, ̺ ≤ 1) был

введен Л. Хёрмандером [4] в связи с исследованием гипоэллиптических уравнений: a ∈ S τ
̺ δ,

если a(x, ξ) ∈ C∞(Rm × R
m) и ∀α, β ∈ N

m
0 ∃ cαβ > 0 :

|∂αξ ∂βxa(x, ξ)| ≤ cαβ〈ξ〉τ−̺|α|+δ|β|, (x, ξ) ∈ R
m × R

m. (1.2)

Для a,b ∈ N обозначим через S τ̺ δ(a,b) совокупность всех символов a(x, ξ), удовлетворяю-
щих дифференциальным неравенствам (1.2) при α, β ∈ N

m
0 , |α| ≤ a, |β| ≤ b.

Здесь и ниже используются следующие стандартные обозначения: N,Z,R,C — множества
натуральных, целых, действительных и комплексных чисел соответственно; N0 = N ∪ {0};
R+ = (0,+∞); zm = {1, 2, . . . ,m} (m ∈ N). Для x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym) ∈ R

m

положим xy = x1y1 + . . . + xmym, |x| := |x|2 =
√
xx, 〈x〉 =

√
1 + xx; x ≤ y (x < y) ⇔ xκ ≤ yκ

(xκ < yκ) для всех κ ∈ zm. Далее, Tm ≡ (R/Z)m — m-мерный тор.

1Работа выполнена при финансовой поддержке гранта 5130/ГФ4 Министерства образования и науки
Республики Казахстан.
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Пусть S(Rm) и S ′(Rm) — пространства Шварца пробных функций и распределений соот-
ветственно; f̂ ≡ Fm(f) — преобразование Фурье для f ∈ S ′(Rm). Далее для α = (α1, . . . , αm),
γ = (γ1, . . . , γm) ∈ N

m
0 , используем стандартные мультииндексные обозначения:

∂αf(x)(≡ ∂αx f(x)) = ∂α1
1 · · · ∂αm

m f(x), где ∂κ =
∂

∂xκ
, κ ∈ zm;

|α| = α1 + . . .+ αm, α! = α1! · · ·αm!;
(
α

γ

)
=

α!

γ!(α − γ)!
(γ ≤ α).

Пусть, далее, S ′(Tm) — пространство 1-периодических (по всем переменным) распределений,
т. е. совокупность всех f ∈ S ′(Rm) таких, что 〈f, ϕ(·+ ξ)〉 = 〈f, ϕ〉 для всех ϕ ∈ S(Rm) и любых
ξ ∈ Z

m. Известно, что f ∈ S ′(Tm), если и только если supp f̂ ⊂ Z
m, т. е. распределение f̂

обращается в 0 на открытом множестве R
m\Zm.

Пусть L
(i)
p = Lp(I

m) (1 ≤ p ≤ ∞) — пространство измеримых функций f : I
m → C,

суммируемых в степени p (при p = ∞ существенно ограниченных) на I
m, со стандартной

нормой; здесь (i, I) ∈ {(r,R), (t,T)}. Таким образом, L(r)
p = Lp(R

m), L
(t)
p = Lp(T

m).

Для f ∈ L1(R
m) (⊂ S(Rm)) и g ∈ L1(T

m) (⊂ S ′(Tm)) имеем

f̂(ξ) =

∫

Rm

f(x)e−2πiξxdx, ξ ∈ R
m; ĝ(ξ) =

∫

Tm

g(x)e−2πiξxdx, ξ ∈ Z
m.

Исследование ограниченности (классов) пдо между различными нормированными про-
странствами функций и распределений — одна из важных задач теории.

Л.Хёрмандер [4; 5] показал, что для ограниченности на L2(R
m) (всех) операторов Ta с

символами a ∈ S τ
̺ δ необходимо, а при условии δ < ̺ и достаточно, чтобы τ ≤ min

{
0,
m

2
×

(̺ − δ)
}

. А.Кальдерон и Р.Вайянкур [6] установили достаточность этого условия при δ =

̺ < 1 для символов из класса S τ
̺ ̺

(
2
⌊m
2

⌋
+ 2, 2

⌊m
2

⌋
+ 2
)
, где ⌊t⌋ — целая часть числа t ∈ R.

Позднее Р. Койфман и И. Мейер [7] доказали, что условия τ ≤ 0, δ ≤ ̺, δ < 1 гарантируют
L2-ограниченность операторов Ta при минимальных условиях регулярности на символ: a ∈
S τ
̺ δ

(⌊m
2

⌋
+1,

⌊m
2

⌋
+1
)
. Наконец, в работе [8] в части достаточности снято условие δ ≤ ̺: если

a ∈ S τ
̺ δ

(⌊m
2

⌋
+ 1,

⌊m
2

⌋
+ 1
)

с 0 ≤ δ, ̺ ≤ 1, δ < 1, τ ≤ min
{
0,
m

2
(̺ − δ)

}
, то Ta ограничен

на L2(R
m). Случай δ = 1 является исключительным: в [9] построен пример символа a ∈ S 0

11,
для которого оператор Ta не является ограниченным на L2(R

m), а в [10] доказано, что все

пдо Ta с символами из S τ
̺1 ограничены на L2(R

m) тогда и только тогда, когда τ <
m

2
(̺ − 1);

в частности, построен символ a ∈ S
m
2
(̺−1)

̺1 такой, что пдо Ta не ограничен на L2(R
m).

Далее, пусть 1 < p < ∞, 0 ≤ δ ≤ ̺ ≤ 1, δ < 1; тогда для ограниченности пдо Ta на
Lp(R

m) для всех a ∈ S τ
̺1 необходимо (Л. Хёрмандер [4]) и достаточно (Ч. Фефферман [11]),

чтобы выполнялось условие τ ≤ m(̺− 1)
∣∣∣1
2
− 1

p

∣∣∣. Между тем М. Нагасэ [12] показал, что если

выполняются условия (с 0 < σ ≤ 1 и 0 ≤ τ < 1) ∀α ∈ N
m+1
0 , |α| ≤ m+ 1, ∃ cα > 0:

|∂αξ a(x, ξ)| ≤ cα〈ξ〉−|α|, |∂αξ a(x, ξ)− ∂αξ a(y, ξ)| ≤ cα|x− y|σ〈ξ〉−|α|+στ ,

то оператор Ta ограничен на L2(R
m). Таким образом, для L2-ограниченности оператора Ta

достаточно, грубо говоря, конечной гладкости (порядка m + 1) по частотной переменной и
лишь гельдеровости по пространственной переменной производных ∂αξ a(x , ξ) ∀α : |α| ≤ m+1.

В дальнейшем эти результаты получили мощное развитие, в частности, в направлении
Lp-ограниченности пдо Ta с нерегулярными по пространственной переменной символами a.
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Подробности см., например, в [1–3; 7]. Здесь отметим только два важных для дальнейшего
изложения результата Р. Койфмана и И. Мейера [7] и К. Кенига и В. Стаубаха [13].

Пусть ω : [0,∞) → [0,∞) — непрерывная, возрастающая, выпуклая (на [0, 1]) функция с

ω(0) = 0. Обозначим через Σ
(r)
ω = Σω(R

m × R
m) пространство символов a : Rm × R

m → C

таких, что ∀α ∈ N
m
0 , |α| ≤ m+ 1, ∃ cα > 0:

|∂αξ a(x, ξ)| ≤ cα〈ξ〉−|α|, |∂αξ a(x, ξ)− ∂αξ a(y, ξ)| ≤ cαω(|x− y|)〈ξ〉−|α| ((x, ξ) ∈ R
m × R

m).

Теорема А [7]. Следующие условия на функцию ω эквивалентны:

i) ω2 удовлетворяет условию Дини:
∫ 1

0
ω2(t)

dt

t
< +∞;

ii) для любого a ∈ Σ
(r)
ω пдо Ta ограничен на L2(R

m);

iii) для любого a ∈ Σ
(r)
ω пдо Ta ограничен на Lp(R

m) при 1 < p <∞.

Далее, пусть τ ∈ R, 0 ≤ ̺ ≤ 1. Класс символов L(r)
∞ S τ

̺ = L∞S
τ
̺ (R

m × R
m) состоит из всех

функций a(x, ξ) ∈ C∞(Rmξ ), измеримых по x, таких, что ∀α ∈ N
m
0 ∃ cα > 0 :

‖∂αξ a( · , ξ) | L∞(Rm)‖ ≤ cα〈ξ〉τ−̺|α|, ξ ∈ R
m.

В работе [13] (см. там предложения 2.3, 2.5 и теорему 2.7) доказана следующая

Теорема B. Предположим, что 1 ≤ p ≤ ∞; 0 ≤ ̺ ≤ 1 и τ ∈ R такие, что τp∗ < m(̺−1);

здесь p∗ = min{p, 2}. Пусть a(x, ξ) ∈ L
(r)
∞ S τ

̺ . Тогда оператор Ta ограничен на Lp(R
m). В

частности, при τ < 0 и a(x, ξ) ∈ L
(r)
∞ S τ

1 оператор Ta ограничен на Lp(R
m) для всех 1 ≤ p ≤ ∞.

Как легко видеть из доказательства (и как отмечают сами авторы), теорема B справедлива
для символов a(x, ξ) конечной гладкости по частотной переменной ξ. Кроме того, с одной
стороны, теорема B существенно ослабляет (в части достаточности) условия ограниченности
пдо в L2(R

m) из [10], с другой — результат из [10] (в части необходимости) влечет точность

условия τ <
m

2
(̺− 1) в теореме B при p = 2.

Цель настоящей работы — развить теоремы А и B на случай периодических пдо с символа-
ми, которые являются негладкими по пространственной переменной и имеют достаточно ма-
лую гладкость по частотной переменной. Рассмотрим периодический символ a : Tm×Z

m → C

и соответствующий ему формальный псевдодифференциальный оператор

Ta : u(x) 7→ Tau(x) =
∑

ξ∈Zm

a(x, ξ)û(ξ)e2πiξx. (1.3)

Периодический аналог S τ(t)̺ δ = S τ
̺ δ(T

m × Z
m) (τ ∈ R; 0 ≤ δ, ̺ ≤ 1) класса Хёрмандера состоит

из всех символов a : Tm × Z
m → C таких, что a( · , ξ) ∈ C∞(Tm) для всех ξ ∈ Z

m, а также
∀α, β ∈ N

m
0 ∃ cαβ > 0 :

|∆α
ξ ∂

β
xa(x, ξ)| ≤ cαβ〈ξ〉τ−̺|α|+δ|β|, (x, ξ) ∈ T

m × Z
m, (1.4)

(здесь ∆α
ξ — оператор конечной разности порядка α с шагом 1 по каждой из координат ча-

стотной переменной ξ; см. разд. 2.1). Теория периодических пдо Ta с символами из классов
S τ
̺ δ(T

m×Z
m) и их вариантов конечной гладкости в последнее десятилетие привлекла большое

внимание, в частности, исследованию ограниченности (в особенности Lp-ограниченности) по-
священо много работ, см., например, [14, ch. 4; 15–17] и приведенную там библиографию. Более
подробно мы остановимся на результатах, тесно связанных с теоремой 1, в комментариях к
ней. В работе изучаются следующие классы символов.

О п р е д е л е н и е 1.1. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, τ ∈ R, ̺ ∈ [0, 1], s ∈ N. Тогда периодический

символ a(x, ξ) принадлежит классу L
(t)
p S τ

̺ (s) ≡ LpS
τ
̺ (s)(T

m × Z
m), если для него конечна

величина
‖ a |L(t)

p S τ
̺ (s) ‖ ≡ max

α : |α|≤ s
sup
ξ∈Zm

〈ξ〉̺|α|−τ‖∆α
ξ a( · , ξ) |Lp(Tm) ‖.
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Пусть Σ
(t)
ω = Σω(T

m × Z
m) — класс символов a : Tm × Z

m → C, которые являются суже-

ниями на T
m × Z

m символов a(r) ∈ Σ
(r)
ω таких, что ∀ξ ∈ Z

m функция a(r)(x, ξ) является
периодической по пространственной переменной x.

2. Достаточные условия непрерывности пдо Ta на Lp(T
m)

Всюду ниже ⌊t⌋ — целая часть числа t ∈ R; p∗ = min{p, 2}, если 1 ≤ p ≤ ∞; k =
⌊m
2

⌋
+ 1;

s(m) = 2k. Основным результатом работы является

Теорема 1. Предположим, что 1 ≤ p ≤ ∞, ̺ ∈ [0, 1], τ ∈ R такое, что τp∗ < m(̺− 1).

Пусть a ∈ L(t)
∞ S τ̺ (s(m)). Тогда пдо Ta — ограниченный оператор из Lp(T

m) в Lp(T
m).

2.1. Подготовительные конструкции

Для функций b , d : Zm → C и мультииндекса α = (α1, . . . , αm) ∈ N
m
0 напомним формулы

(кратных) разностей порядка α (соответственно “вперед” и “назад”)

∆αb (ξ) ≡ ∆α
ξ b (ξ) =

∑

γ∈Nm
0 : γ≤α

(−1)|α−γ|
(
α

γ

)
· b (ξ + γ),

∆
α
b (ξ) ≡ ∆

α
ξ b (ξ) =

∑

γ∈Nm
0 : γ≤α

(−1)|γ|
(
α

γ

)
· b (ξ − γ),

а также формулу Лейбница

∆α(b (ξ) d (ξ)) ≡ ∆α
ξ (b (ξ) d (ξ)) =

∑

γ∈Nm
0 : γ≤α

(
α

γ

)
·∆γ b (ξ) ·∆α−γ

d (ξ + γ) (2.1)

и формулу суммирования по частям
∑

ξ∈Zm

b (ξ) ·∆α d (ξ) = (−1)|α|
∑

ξ∈Zm

∆
α
b (ξ) · d (ξ), (2.2)

которые понадобятся в дальнейшем.
Для произвольного символа a : Tm × Z

m → C построим его (стандартное) “продолжение”
ar : Tm × R

m → C следующим образом. Выберем функции ϕ, φα ∈ S(Rm) (α ∈ N
m
0 ), удовле-

творяющие следующим условиям:
(i) supp ϕ̂ ⊂ (−1, 1)m;
(ii)

∑
ξν∈Zmν ϕ̂(x+ ξ) ≡ 1 на R

m;
(iii) ϕ(ξ) = δ0 ξ, 0, ξ ∈ R

m (δξ ζ — символ Кронекера; ξ, ζ ∈ Z
m);

(iv) ∀α ∈ N
m
0 , ∀ξ ∈ Z

m имеем ∂αϕ(ξ) = ∆
α
φα. (Существование таких пробных функций

ϕ, φα нетрудно доказать, отправляясь от одномерного случая; подробнее см., например, [14,
Lemma 4.5.1]). Тогда функция

ar(x, ξ) =
∑

ξ∈Zm

ϕ(ξ − ζ)a(x, ζ), ξ ∈ R
m, x ∈ T

m, (2.3)

очевидно, будет продолжением символа a, т. е. ar(x, ξ) ≡ a(x, ξ), (x, ξ) ∈ T
m × Z

m.
Рассмотрим периодический пдо с символом a(x, ξ): Tau(x) =

∑
ξ∈Zm a(x, ξ)û(ξ)e2πiξx. Эле-

ментарные преобразования дают представление Ta в виде интегрального оператора

Tau(x) =

∫

Tm

Ka(x, x− y)u(y)dy (2.4)
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с ядром Шварца
Ka(x, x− y) =

∑

ξ∈Zm

a(x, ξ)e2πiξ(x−y). (2.5)

Рассмотрим теперь (непериодическое) ядро Шварца, отвечающее символу ar(x, ξ),

K r

a (x, x− y) =

∫

Rm

ar(x, ξ)e2πiξ(x−y)dξ. (2.6)

Снова простые преобразования устанавливают связь между ядрами Ka(x, y) и K r

a (x, y):

K r

a (x, y) =
∑

ζ∈Zm

∫

Rm

ϕ(ξ − ζ)a(x, ζ)e2πiξydξ =
∑

ζ∈Zm

a(x, ζ)e2πiζy

×
∫

Rm

ϕ(ξ − ζ)e2πi(ξ−ζ)ydξ =
∑

ζ∈Zm

a(x, ζ)e2πiζyϕ̂(−y) = Ka(x, y)ϕ̂(−y),

кроме того,

T r

a u(x) ≡
∫

Rm

K r

a (x, x− y)u(y)dy =

∫

Rm

Ka(x, x− y)

× ϕ̂(y − x)u(y)dy =
∑

ξ∈Zm

∫

[0,1]m+ξ

Ka(x, x− y)ϕ̂(y − x)u(y)dy

=
∑

ξ∈Zm

∫

Tm

Ka(x, x− y − ξ)ϕ̂(y − x+ ξ)u(y + ξ)dy

=
∑

ξ∈Zm

∫

Tm

Ka(x, x− y)ϕ̂(y − x+ ξ)u(y)dy =

∫

Tm

Ka(x, x− y)

×
∑

ξ∈Zm

ϕ̂(y − x+ ξ)u(y)dy =

∫

Tm

Ka(x, x− y)u(y)dy = Tau(x). (2.7)

В доказательстве теоремы 1 нам понадобится специальное разбиение единицы на R
m. Выберем

функцию η0 ∈ S(Rm) таким образом, что 0 ≤ η0(ξ) ≤ 1, ξ ∈ R
m, η0(ξ) = 1, если |ξ| ≤ 1,

η0(ξ) = 0, если |ξ| ≥ 3/2 . Положим η(ξ) ≡ η0(2
−1ξ)− η0(ξ) и ηj(ξ) ≡ η(2−j+1ξ), j ∈ N. Тогда

{ ηj(ξ), j ∈ N0 } (2.8)

— гладкое разбиение единицы (по сферическим слоям) на R
m.

Рассмотрим (m-мерный) оператор Лапласа (применяемый по переменной ξ)

∆ = ∆ ξ =
1

4π2
(∂21 + . . .+ ∂2m).

Формальные преобразования, включающие интегрирование по частям и запись k-й итера-
ции (1−∆ξ)

k оператора 1−∆ξ в виде
∑

|α|≤2k c(α; k)∂
α
ξ , дают (k ∈ N)

K r

a (x, y) =

∫

Rm

ar(x, ξ)e2πiξydξ = 〈y〉−2k

∫

Rm

ar(x, ξ)(1 −∆ξ)
ke2πiξydξ

= 〈y〉−2k

∫

Rm

e2πiξy(1−∆ξ)
kar(x, ξ)dξ = 〈y〉−2k

∑

|α|≤2k

c(α; k)

∫

Rm

∂ α
ξ a

r(x, ξ)e2πiξydξ. (2.9)

Принимая во внимание (2.3) и свойства функции ϕ и используя формулу суммирования
по частям (2.2), подробнее выпишем представление производной символа-продолжения:

∂ α
ξ a

r(x, ξ) =
∑

ζ∈Zm

a(x, ζ)∂ α
ξ ϕ

(m(ξ−ζ) =
∑

ζ∈Zm

a(x, ζ)∆
α
ξ φα(ξ−ζ) = (−1)|α|

∑

ζ∈Zm

φα(ξ−ζ)∆ α
ζ a(x, ζ).

(2.10)
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2.2. Доказательство теоремы 1

Пусть a — произвольный символ из класса L
(t)
∞ S τ̺ (s(m)). Фиксируем гладкое разбиение

единицы η = { ηj(ξ) | j ∈ N0} (см. (2.8)) и представим символ a в следующем виде:

a(x, ξ) =

∞∑

j=0

aj(x, ξ), aj(x, ξ) = a(x, ξ)ηj(ξ) (j ∈ N0).

Обозначим операторы и ядра Шварца, соответствующие символу aj (см. (2.4)–(2.6)), через
Tj ,Kj ,K

r

j , а arj — его стандартное продолжение (2.3). В силу (2.10) имеем ∀α : |α| ≤ 2k

∂ αξ a
r

j (x, ξ) = (−1)|α|
∑

ζ∈Zm

φα(ξ − ζ)∆α
ζ aj(x, ζ). (2.11)

Далее, по формуле Лейбница (2.1)

∆α
ζ aj(x, ζ) =

∑

γ≤α

(α
γ

)
∆ γ
ζ a(x, ζ)∆

α−γ
ζ ηj(ζ + γ). (2.12)

Из определения 1.1 вытекает оценка ((x, ξ) ∈ T
m × Z

m)

|∆ γ
ζ a(x, ζ)| ≤ ‖a |L(t)

∞ S τ
̺ (s(m))‖〈ζ〉τ−̺|γ|; (2.13)

далее ради краткости пишем ‖a‖ вместо ‖a |L(t)
∞ S τ

̺ (s(m))‖. По теореме о среднем в виду
свойств разбиения единицы η следует, что ∃ cα−γ = cα−γ(m; η) > 0,∃r = r(m, η) > 1,∃ r =
r(m, η) ∈ (0, 1) такие, что

|∆ α−γ
ζ ηj(ζ + γ)| ≤ cα−γ2

−j|α−γ|
I�j(ζ); (2.14)

здесь IA(·) — индикатор множества A,

�
j = {ζ ∈ R

m : |ζ| ≤ r 2j}, j = 0, 1, . . . , J(m, η),

�
j = {ζ ∈ R

m : r 2j ≤ |ζ| ≤ r 2j}, j = J(m, η) + 1, J(m, η) + 2, . . . .

Подставляя оценки (2.13) и (2.14) в (2.12), получим

|∆ α
ζ aj(x, ζ)| ≤ ‖a‖I�j(ζ)

∑

γ≤α

cα−γ〈ζ〉τ−̺|γ|2−j|α−γ|.

Так как φα ∈ S(Rm), α ∈ N
m
0 , то ∀m > 0 найдется постоянная c(m;ϕ) > 0 такая, что |φα(ξ)| ≤

c(m;ϕ)〈ξ〉−m ∀ ξ ∈ R
m ∀α : |α| ≤ 2k. Из этих оценок и из (2.11) следует, что

|∂ α
ξ a

r

j (x, ξ)| ≤ c(m;ϕ)‖a‖
∑

γ≤α

cα−γ2
−j|α−γ|

∑

ζ∈Zm

〈ζ〉τ−̺|γ|I�j(ζ)

〈ξ − ζ〉m ≤ c(m,r; η, ϕ)‖a‖

×
∑

γ≤α

2−j|α|+j|γ|2j(τ−̺|γ|)
∑

ζ∈Zm

I�j(ζ)

〈ξ − ζ〉m ≤ c(m,r; η, ϕ)‖a‖2j(τ−̺|α|)
∑

ζ∈Zm

I�j(ζ)

〈ξ − ζ〉m , (2.15)

на последнем шаге использовано условие ̺ ≤ 1.
Здесь и далее c(. . .), c

∗(. . .), c̃(. . .), c
′(. . .), c

⋆(. . .), c
⋆ ⋆(. . .), c1(. . .), c

⋆
1(. . .), c

⋆ ⋆
1 (. . .), c2 —

некоторые положительные константы, зависящие только от параметров, стоящих в скобках.
Пусть сперва j ∈ {0, 1, . . . , J(m, η)}. Тогда ввиду (2.9) и (2.15) имеем (при m > m)

K r

j (x, x− y) ≤
∑

|α|≤2k

|c(α; k)|c(m,r; η, ϕ)‖a‖2
j(τ−̺|α|)

〈x− y〉2k
∫

Rm

∑

ζ∈Zm

I�j (ζ)dξ

〈ξ − ζ〉m
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= 〈x− y〉−2k‖a‖c′(m,m,r; η, ϕ)
∑

|α|≤2k

2j(τ−̺|α|)#(Zm ∩�
j)

= 〈x− y〉−2k
c(m,m, ̺,r; η, ϕ)‖a‖#(Zm ∩�

j)2jτ . (2.16)

Здесь и ниже #A — число элементов конечного множества A (#A = 0 ⇔ A = ∅). Поскольку
2k > m, из (2.16) следуют оценки

sup
y∈Rm

∫

Rm

|K r

j (x, x− y)|dx ≤ c
∗(m,m, ̺,r; η, ϕ)2jτ ‖a‖#(Zm ∩�

j), (2.17)

sup
x∈Rm

∫

Rm

|K r

j (x, x− y)|dy ≤ c
∗(m,m, ̺,r; η, ϕ)2jτ ‖a‖#(Zm ∩�

j). (2.18)

По формуле суммирования Пуассона (см., например, [18, гл. 7, теорема 2.4]) и свойству (ii)
функции ϕ находим, с одной стороны, что

K r

j (x, x− y) =
∑

ξ∈Zm

K r

j (x+ ξ, x+ ξ − y) ∈ L1(T
m)

как функция x и в силу (2.17)

sup
y∈Rm

∫

Rm

|Kj(x, x− y)|dx ≤ c
∗(m,m, ̺,r; η, ϕ)2jτ ‖a‖#(Zm ∩�

j), (2.19)

с другой стороны, имеем K r

j (x, x − y) =
∑

ξ∈Zm K r

j (x, x − y + ξ) ∈ L1(T
m) как функция y и в

силу (2.18)

sup
x∈Rm

∫

Rm

|Kj(x, x− y)|dy ≤ c
∗(m,m, ̺,r; η, ϕ)2jτ ‖a‖#(Zm ∩�

j). (2.20)

Из неравенств (2.19) и (2.20) по лемме Шура (см., например, [19, гл. 11, теорема 3.1]; лемме
Шура соответствует случай r = σ = 1, 1 ≤ p = q ≤ ∞) следует, что оператор Tj является
ограниченным оператором из Lp(Tm) в Lp(Tm) для всех 1 ≤ p ≤ ∞, при этом

‖Tj‖p→p ≤ c
∗(m,m, ̺,r; η, ϕ)2jτ ‖a‖#(Zm ∩�

j) (j ∈ {0, 1, . . . , J(m, η)}). (2.21)

Теперь докажем ограниченность на Lp(Tm) операторов Tj с j ≥ J(m, η) + 1 и оператора Ta.

I. Сначала предположим, что 1 ≤ p ≤ 2
(
⇒ τ <

m

p
(̺ − 1)

)
. Из (2.6) аналогично (2.9)

выводим равенство (с l = 0, k; y 6= 0)

(y2l1 + · · ·+ y2lm)K
r

j (x, y) =

∫

Rm

(∂2lξ1 + · · ·+ ∂2lξm)a
r

j (x, ξ)e
2πiξydξ = F((∂2lξ1 + · · ·+ ∂2lξm)a

r

j (x, ·))(−y).

Поэтому в силу теоремы Хаусдорфа — Юнга (см., например, [18, гл. 5, §1]) верно неравенство(1
p
+

1

p′
= 1
)
:

‖(y2l1 + · · ·+ y2lm)K
r

j (x, y) |L
(r)
p′ ‖ ≤ ‖(∂2lξ1 + · · · + ∂2lξm)a

r

j (x, ·) |L(r)
p ‖ (2.22)

(норма слева в (2.22) вычисляется по y).
Пусть u ∈ Lp(T

m), тогда по (2.7) получаем

Tju(x) =
( ∫

|y|≤2−j̺

+

∫

|y|≥2−j̺

)
K r

j (x, y)u(x − y)dy =: v1(x) + v2(x).
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Оценим нормы в Lp(Tm) функций v1(x) и v2(x) по отдельности. Поскольку последователь-
ное применение неравенств Гельдера, (2.22) с l = 0, (2.15) с α = 0 дает

|v1(x)|p ≤
( ∫

|y|≤2−j̺

|K r

j (x, y)|p
′

dy

)p/p′ ∫

|y|≤2−j̺

|u(x− y)|pdy

≤ ‖a r

j (x, ·) |L(r)
p ‖p

∫

|y|≤2−j̺

|u(x− y)|pdy ≤ ((c(m,m,r; η, ϕ)‖a‖2jτ )p

×
∫

Rm

∣∣∣
∑

ζ∈Zm∩�j

〈ξ − ζ〉−m

∣∣∣
p
dξ

∫

|y|≤2−j̺

|u(x− y)|pdy,

то отсюда, интегрируя по T
m и проводя элементарные оценки, получаем оценку нормы v1:

‖v1 |L(t)
p ‖ ≤ c1(m,m,r; η, ϕ)‖a‖2j(τ−

m
p
̺)‖

∑

ζ∈Zm∩�j

〈· − ζ〉−m |L(r)
p ‖‖u |L(t)

p ‖. (2.23)

Аналогично (используя (2.22) с l = k, (2.15) с α ∈ {(2k, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 2k)} ⊂ R
m) имеем

|v2(x)|p ≤ ‖(∂2kξ1 + · · ·+ ∂2kξm)a
r

j (x, ·) |L(r)
p ‖p

∫

|y|≥2−j̺

|u(x− y)|p
(y2k1 + · · ·+ y2km )p

dy

≤
(
mc(m,m,r; η, ϕ)‖a‖2j(τ−2k̺)

∥∥∥
∑

ζ∈Zm∩�j

〈· − ζ〉−m |L(r)
p

∥∥∥
)p ∫

|y|≥2−j̺

|u(x− y)|p
(y2k1 + · · ·+ y2km )p

dy

и, далее, интегрируя по T
m и принимая во внимание, что y2k1 + · · · + y2km ≍ |y|2k, получаем

оценку нормы v2:

‖v2 |L(t)
p ‖ ≤ c2(m,m,r; η, ϕ)‖a‖2j(τ−2k̺)

∥∥∥
∑

ζ∈Zm∩�j

〈· − ζ〉−m |L(r)
p

∥∥∥

× ‖u |L(t)
p ‖2j̺(2k−

m
p
) ≤ c2(m,m,r; η, ϕ)‖a‖2j(τ−

m
p
̺)
∥∥∥

∑

ζ∈Zm∩�j

〈· − ζ〉−m |L(r)
p

∥∥∥

× ‖u |L(t)
p ‖ ≤ c2(m,m,r, p; η, ϕ)‖a‖2j(τ−

m
p
(̺−1))‖u |L(t)

p ‖ (2.24)

при условии, что m = m(m, p) выбрано так, что m(p − 1) > m при 1 < p ≤ 2 и m > m
при p = 1 . На последнем шаге мы использовали следующее неравенство: при m = m(m, p)
∃c(m,m, p,r) > 0 такая, что

∥∥∥
∑

ζ∈Zm∩�j

〈· − ζ〉−m |L(r)
p

∥∥∥ ≤ c(m,m, p,r)2
jm

p . (2.25)

Докажем это неравенство. Пусть сначала 1 < p ≤ 2. Тогда, последовательно используя
неравенство Йенсена (для сумм), ограниченность на R

m (равномерную по j ∈ N0) непрерывных
функций

∑
ζ∈Zm∩�j〈ξ−ζ〉m(1−p) ≤ c1(m,m, p), ξ ∈ R

m (учитывая выбор m = m(m, p)!), а также
оценку числа целых точек в сферическом слое (хорошо известна сильная асимптотическая
оценка числа целых точек в m-мерном шаре R > 0; для наших целей достаточна простая
(точная по порядку) оценка сверху #(Zm ∩ {ζ ∈ R

m | |ζ| ≤ R}) ≤ c(m) Rm), получаем

∥∥∥
∑

ζ∈Zm∩�j

〈· − ζ〉−m |L(r)
p

∥∥∥
p
≤
∫

Rm

∑

ζ∈Zm∩�j

〈ξ − ζ〉−m

∑

ζ∈Zm∩�j

〈ξ − ζ〉m(1−p)dξ
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≤ c1(m,m, p)
∑

ζ∈Zm∩�j

∫

Rm

〈ξ − ζ〉−mdξ = c2(m,m, p)#(Zm ∩�
j) ≤ c2(m,m, p)cmr2jm;

таким образом, неравенство (2.25) установлено при 1 < p ≤ 2; как легко видеть, случай p = 1
фактически (по ходу дела) также разобран.

Из (2.23)–(2.25) получаем окончательную оценку

‖Tju |L(t)
p ‖ ≤ c

⋆(m,m,r, p; η, ϕ)‖a‖2j(τ−
m
p
(̺−1))‖u |L(t)

p ‖. (2.26)

Собирая воедино оценки (2.21) и (2.26), устанавливаем ограниченность оператора Ta на Lp(Tm):

‖Ta‖p→p ≤
∞∑

j=0

‖Tj‖p→p ≤ c
⋆
1(m,r; η, ϕ)‖a‖

∞∑

j=0

2j(τ−
m
p
(̺−1)) = c

⋆ ⋆(m,r; η, ϕ)‖a‖; (2.27)

здесь на последнем шаге мы учли, что по условию теоремы τ <
m

p
(̺− 1).

II. Теперь рассмотрим случай p = ∞. Как отмечено выше, оценки (2.21) для операторов Tj
с j ∈ {0, 1, . . . , J(m, η)} получены для всех 1 ≤ p ≤ ∞.

Пусть теперь j ≥ J(m, η) + 1. В силу (2.7) имеем для u ∈ L∞(Tm)

|Tju(x)| ≤ ‖u |L(t)
∞ ‖

∫

Rm

|K r

j (x, y)|dy, (2.28)

поэтому остается доказать подходящую оценку для интеграла справа. Снова разобьем этот
интеграл на две части:

∫

Rm

|K r

j (x, y)|dy =

( ∫

|y|≤2−j̺

+

∫

|y|≥2−j̺

)
|K r

j (x, y)|dy =: w1(x) + w2(x). (2.29)

Оценим w1(x), последовательно применяя неравенство Гельдера, неравенство, полученное при
оценке функции |v1(x)|p выше, и (2.25) (все три с p = 2):

∫

|y|≤2−j̺

|K r

j (x, y)|dy ≤
( ∫

|y|≤2−j̺

|K r

j (x, y)|2dy
)1/2

( ∫

|y|≤2−j̺

dy

)1/2

≤ c(m,r; η, ϕ)‖a‖2j(τ−m
2
̺)
∥∥∥

∑

ζ∈Zm∩�j

〈· − ζ〉−m |L(r)
2

∥∥∥

≤ c̃(m,m,r, p; η, ϕ)‖a‖2j(τ−m
2
(̺−1)). (2.30)

Аналогично оценивается w2(x) (единственное отличие: используется неравенство, полученное
при оценке функции |v2(x)|p выше, а не |v1(x)|p):

∫

|y|≥2−j̺

|K r

j (x, y)|dy ≤
( ∫

|y|≥2−j̺

|(y2k1 + · · ·+ y2km )K r

j (x, y)|2dy
)1/2

×
( ∫

|y|≥2−jp

dy

(y2k1 + · · ·+ y2km )2

)1/2

≤ c(m,r; η, ϕ)‖a‖2j(τ−2k̺)2j̺(2k−
m
2
)

×
∥∥∥

∑

ζ∈Zm∩�j

〈· − ζ〉−m |L(r)
2

∥∥∥ ≤ c̃(m,r; η, ϕ)‖a‖2j(τ−m
2
(̺−1)). (2.31)



Lp-ограниченность периодических псевдодифференциальных операторов 73

Таким образом, из (2.28) ввиду (2.29)–(2.31) получаем требуемую оценку

‖Tju |L(t)
∞ ‖ ≤ c

⋆ ⋆
1 (m,m,r; η, ϕ)‖a‖2j(τ−m

2
(̺−1))‖u |L(t)

∞ ‖.

Следовательно, для j ≥ J(m, η) + 1 мы доказали ограниченность оператора Tj на L∞(Tm) и
установили оценку

‖Tj‖∞→∞ ≤ c
⋆ ⋆
1 (m,m,r; η, ϕ)‖a‖2j(τ−m

2
(̺−1)).

Отсюда, складывая установленные оценки и учитывая условие теоремы τ <
m

2
(̺−1), которое

выполняется в случае p = ∞, окончательно получаем оценку

‖Ta‖∞→∞ ≤ c
⋆ ⋆
1 (m,m,r; η, ϕ)‖a‖. (2.32)

III. Пусть теперь 2 < p < ∞. Ограниченность оператора Ta на Lp(T
m) следует из его

ограниченности на L2(T
m) и на L∞(Tm) в силу интерполяционной теоремы Рисса (см. [18, гл. 5,

теорема 1.3]), при этом справедлива оценка, которая вытекает из (2.27) и (2.32) (с p = 2),

‖Ta‖p→p ≤ c⋆ ⋆(m, p,r; η, ϕ)‖a‖.

Итак, теорема 1 полностью доказана.

В связи с теоремой 1 сделаем несколько замечаний.

З а м е ч а н и е 1. Теорема 1 — периодический аналог теоремы B, доказанной в [13]. При
оценке (нормы) ядра K r

j (j ∈ N0) мы следуем схеме рассуждений и используем конструкции

из [13]. Легко видеть, что число 2
⌊m
2

⌋
+ 2 в условии теоремы 1 можно заменить на m + 1:

в случае четного m следует в ее доказательстве дифференциальный оператор ∂2kξ1 + . . . + ∂2kξm
заменить на sign(y1) ∂

m+1
ξ1

+. . .+sign(ym) ∂
m+1
ξm

и функцию y2k1 +. . .+y2km на |y1|m+1+. . .+|ym|m+1.
Таким образом, порядок гладкости символа по частотной переменной в теореме 1 (а также в
теореме B) тот же, что и в результате М. Нагасэ, упомянутом во введении: |α| ≤ m+ 1.

З а м е ч а н и е 2. Условие τ <
m

2
(̺ − 1) в теореме 1 является точным по крайней мере

при p = 2 и p = ∞. Обсудим лишь случай p = 2. Прежде всего покажем, что условие τ ≤
min

{
0,
m

2
(̺− δ)

}
необходимо для ограниченности на L(t)

2 всех пдо (1.3) с символами из S τ(t)
̺δ .

Необходимость условия τ ≤ 0 очевидна, поэтому предположим, что 0 ≥ τ >
m

2
(̺ − δ), и

построим символ ã ∈ S
τ(t)
̺δ , для которого пдо Tã неограничен на L

(t)
2 . Фиксируем функцию

ψ ∈ C∞
0 (Rm) с suppψ = {ξ ∈ R

m | |ξ| ≤ 1/2} такую, что ψ(ξ) = 1 при |ξ| ≤ 1/4. Рассмотрим
функцию (e = (1, 0, . . . , 0) ∈ R

m)

ar(x, ξ) =
∑

|ζ|<r
δ−̺

e−2πiζxr̺

ψ((ξ − re)r−̺ − ζ) (r > 0).

Носители слагаемых здесь попарно не пересекаются: ∀ ζ, λ ∈ Z
m : ζ 6= λ ⇒ 1 ≤ |ζ − λ| ≤

|(ξ − re)r−̺ − ζ| + |(ξ − re)r−̺ − λ|, следовательно, одно из слагаемых ≥ 1/2 (∀ ξ ∈ R
m).

Напомним пример Хёрмандера [5]

ā(x, ξ) =
∞∑

j=1

10jτ āj(x, ξ), āj(x, ξ) = a10j (x, ξ) (j ∈ N)

(носители (по ξ) слагаемых āj(x, ξ) также попарно не пересекаются). В [5] показано, что
ā(x, ξ) ∈ S τ

̺δ(R
m×R

m). Вообще говоря, символ ā(x, ξ) не является периодическим по x, поэтому
рассмотрим “подправленный” пример Хёрмандера

ã(x, ξ) =

∞∑

j=1

10jτ ãj(x, ξ), ãj(x, ξ) = ã τ̺δj(x, ξ) =
∑

|ζ|<10j(δ−̺)

e−2πiζx⌊10j̺⌋ψ((ξ−10je)⌊10j̺⌋−1−ζ).
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Ясно, что ã(x, ξ) — символ, периодический по x, наследует все указанные свойства, — в частно-

сти, удовлетворяет неравенствам (1.2) и, как следствие, (1.4). Другими словами, ã(x, ξ) ∈ S τ(t)
̺δ .

Покажем, что оператор Tã вида (1.3) не ограничен на L(t)
2 . Фиксируем неотрицательную функ-

цию ϕ ∈ C∞
0 (Rm) с suppϕ = {ξ ∈ R

m | |ξ| < r}, где r = r̺ выбрано из условия r⌊10̺⌋−1 < 1/4.
По ϕ определим полиномы

φ(x) =
∑

ξ∈Zm

ϕ(ξ)e2πiξx, (2.33)

uj(x) =
∑

ξ∈Zm

e2πiξx
∑

|ζ|<10j(δ−̺)

ϕ(ξ − 10je − ζ⌊10j̺⌋) (j ∈ N).

Если ξ ∈ Z
m : ûj(ξ) 6= 0, то ∃λ = λ(ξ) : |λ| < 10j(δ−̺) и ϕ(ξ − 10je − λ⌊10j̺⌋) > 0. Поэтому

|(ξ−10je)⌊10j̺⌋−1−λ| < 1/4, так что ψ((ξ−10je)⌊10j̺⌋−1−λ) = 1 и ψ((ξ−10je)⌊10j̺⌋−1−ζ) = 0
∀ ζ 6= λ, следовательно, ϕ(ξ − 10je − ζ⌊10j̺⌋) = 0 ∀ ζ 6= λ. Таким образом, ∀j ∈ N, ∀ξ ∈ Z

m

имеем ûj(ξ) = ϕ(ξ − 10je− λ⌊10j̺⌋) и |ûj(ξ)|2 =
∑

|ζ|<10j(δ−̺) ϕ2(ξ − 10je− ζ⌊10j̺⌋). Отсюда по
теореме Парсеваля получаем, с одной стороны,

‖uj |L(t)
2 ‖2 =

∑

ξ∈Zm

∑

|ζ|<10j(δ−̺)

ϕ2(ξ − 10je − ζ⌊10j̺⌋) =
∑

|ζ|<10j(δ−̺)

∑

ξ∈Zm

ϕ2(ξ − 10je − ζ⌊10j̺⌋)

= ‖φ |L(t)
2 ‖2#{ζ ∈ Z

m : |ζ| < 10j(δ−̺)} =: ‖φ |L(t)
2 ‖2 nj(̺, δ),

с другой стороны, находим, что

Tãuj(x) =
∑

ξ∈Zm

ã(x, ξ)ûj(ξ)e
2πiξx = 10jτ

∑

ξ∈Zm

ãj(x, ξ)ûj(ξ)e
2πiξx

= 10jτ
∑

ξ∈Zm

e−2πiλ(ξ)x⌊10j̺⌋e2πiξxϕ(ξ − 10je − λ(ξ)⌊10j̺⌋)

= 10jτ
∑

ξ∈Zm

∑

|ζ|<10j(δ−̺)

ϕ(ξ − 10je − ζ⌊10j̺⌋)e2πi(ξ−10j e−ζ⌊10j̺⌋)x

= 10jτ
∑

|ζ|<10j(δ−̺)

∑

ξ∈Zm

ϕ(ξ − 10je − ζ⌊10j̺⌋)e2πi(ξ−10j e−ζ⌊10j̺⌋)x = 10jτ φ(x)nj(̺, δ)

и поэтому ‖Tãuj |L(t)
2 ‖ = 10jτ ‖φ |L(t)

2 ‖nj(̺, δ). Следовательно,

‖Tãuj |L(t)
2 ‖

‖uj |L(t)
2 ‖

= 10jτ (nj(̺, δ))
1/2. (2.34)

Так как имеет место сильная асимптотическая оценка (для числа целых точек m-мерного шара
радиуса r при r → ∞; bm — объем единичного m-мерного шара)

#{ζ ∈ Z
m | |ζ| < r} ∼ bm r

m, (2.35)

то из (2.34) следует неограниченность оператора Tã на L(t)
2

(
по предположению τ >

m

2
(̺−δ)!

)
.

Теперь докажем, что при условии τ =
m

2
(̺ − 1) в классе L

(t)
∞ Sτ̺ при любом ̺ ∈ [0, 1]

существует символ ă(x, ξ) = a(̺)(x, ξ) такой, что Tă неограничен на L2(T
m). С этой целью

подправим символ ãj = ãτ̺δj с δ = 1 следующим образом (ср. [9, (4.2); 10, (4),(6)]):

ăj(x, ξ) =
∑

|ζ|<10j(δ−̺)

e−2πi(10je+ζ⌊10j̺⌋)xψ((ξ − 10je)⌊10j̺⌋−1 − ζ)
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и положим ă(x, ξ) = a(̺)(x, ξ) =
∑∞

j=1 10
jτ 1√

j
ăj(x, ξ). Легко видеть, что ă(x, ξ) ∈ S

τ(t)
̺δ ⊂

L
(t)
∞ Sτ̺ . Для любого J ∈ N и произвольного набора (dj)

J
j=1 положительных чисел рассмотрим

полином

uJ(x) =
∑

ξ∈Zm

e2πiξx
J∑

j=1

dj
∑

|ζ|<10j(δ−̺)

ϕ(ξ − 10je − ζ⌊10j̺⌋).

Рассуждая, как выше, нетрудно проверить, что (φ — полином из (2.33))

TăuJ(x) =

J∑

j=1

∑

ξ∈Zm

dj
1√
j
10jτ · nj(̺, 1) · φ(x), ‖uj |L(t)

2 ‖2 = ‖φ |L(t)
2 ‖2

J∑

j=1

d2j · nj(̺, δ),

‖TăuJ |L(t)
2 ‖ = ‖φ |L(t)

2 ‖
J∑

j=1

dj
1√
j
10jτ · nj(̺, 1).

Если Tă ограничен на L2(T
m), то неравенство

( J∑

j=1

dj
1√
j
10jτ · nj(̺, 1)

)2
≤ ‖Tă ‖22→2

J∑

j=1

d2j · nj(̺, δ)

справедливо для любого набора (dj)
J
j=1. Отсюда следует, что

∑J
j=1 1/j 10

j2τ
nj(̺, 1) ≤ ‖Tă ‖2→2.

Последнее неравенство влечет сходимость гармонического ряда, если учесть (2.35) и равенство
τ = m/2 (̺ − 1). Полученное противоречие доказывает неограниченность Tă на L2(T

m).

З а м е ч а н и е 3. Развитие теории периодических пдо (т. е. пдо вида (1.3)) до 2009 г.
(включая известные работы М.С.Аграновича по их квантизации Фурье) весьма полно от-
ражено в не столь давней монографии [14]. После 2009 г. наблюдается существенный рост
интереса к теории и приложениям периодических пдо. Здесь мы обсудим лишь результаты,
которые имеют прямое отношение к теореме 1 и замечанию 2. М. Ружанский и В. Турунен [15]

доказали ограниченность на L(t)
2 пдо Ta при условии, что для его символа a(x, ξ) конечна ве-

личина max|α|≤⌊m
2
⌋+1 supξ∈Zm ‖∂αx a(·, ξ) |L

(t)
∞ ‖ (в частности, это верно для Ta с a ∈ S

0(t)
̺0 ). Затем

Х. Дельгадо [16] установил ограниченность на L(t)
p при 2 ≤ p <∞ пдо Ta с символами a(x, ξ),

удовлетворяющими условию (0 < ̺ < 1)

max
|α|≤⌊m

2
⌋+1

sup
ξ∈Zm

〈ξ〉m
2
̺+(1−̺)|α|‖∆α

ξ a(·, ξ) |L(t)
∞ ‖+ max

|β|≤⌊m
2
⌋+1

sup
ξ∈Zm

〈ξ〉m
2
̺‖∂βxa(·, ξ) |L(t)

∞ ‖ <∞, (2.36)

(в частности, с символами a ∈ S
−m

2
̺(t)

1−̺ 0 ) как следствие интерполяции между упомянутым ре-
зультатом М. Ружанского и В. Турунена и следующей теоремой из [16]: пдо Ta ограничен из

L
(t)
∞ в BMO(Tm), если его символ a(x, ξ) удовлетворяет условию (2.36) при 0 < ̺ < 1. Следует

подчеркнуть, что идея доказательства ограниченности из L(r)
∞ в BMO(Rm) и на L(r)

2 пдо (1.1)

с символами a(x, ξ) ∈ S
m
2
̺

̺−1δ и последующей интерполяции для получения их ограниченности

на L(r)
p при 2 < p <∞ принадлежит Ч. Фефферману: именно так были получены результаты

работы [11], упомянутые во введении. (Здесь BMO(Im) — пространство функций ограничен-
ной средней осцилляции на I

m, I ∈ {R, T}.) Наконец, Д. Кардона [17] доказал ограниченность

на L(t)
p для всех 1 < p < ∞ пдо Ta с символами a ∈ S

0(t)
1 δ при 0 ≤ δ < 1. В [17] использует-

ся классический (в теории сингулярных интегральных операторов Кальдерона — Зигмунда)

подход: сначала доказывается, что оператор Ta имеет слабый тип (1, 1) и ограничен на L(t)
2 ,

затем (с помощью действительной интерполяции) — ограниченность на L(t)
p при 1 < p < 2, и,

наконец, по двойственности устанавливается ограниченность на L(t)
p и при 2 < p <∞.
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З а м е ч а н и е 4. Отметим, что вопросы ограниченности на Lp(T
m) пдо Ta вида (1.3)

с символами, не гладкими по пространственной переменной, по-видимому, до сих пор не рас-
сматривались. Достаточные условия ограниченности из Lp(Tm) в Lq(Tm) пдо Ta вида (1.3) в

терминах классов символов L(t)
r S τ

̺ (1 ≤ p, q ≤ ∞, r = r(p, q)) в стиле теоремы 1 будут рассмот-

рены в следующей работе. Пример пдо Tă с символом из S
m
2
ǫ(t)

1+ǫ 1 , построенный в замечании 2
(ǫ = ̺ − 1, 0 ≤ ̺ ≤ 1), показывает, что упомянутые результаты работ [15–17], вообще говоря,

не верны для операторов с символами из S
−m

2
̺(t)

1−̺ 1 . Как следствие теоремы 2, доказываемой в

разд. 3 ниже, из класса L(t)
∞ S0

1(m+1) выделяется подкласс Σ
(t)
ω , пдо с символами из которого

оказываются заведомо ограниченными на Lp(Tm) при всех 1 < p <∞.

3. Аналог теоремы А для периодических пдо

Всюду в этом разделе предполагается, что ω : [0,∞) → [0,∞) — непрерывная, возраста-
ющая, выпуклая (на [0, 1]) функция с ω(0) = 0. Следующая теорема является периодической

версией теоремы А из введения (класс символов Σ
(t)
ω — из определения 1.1).

Теорема 2. Псевдодифференциальный оператор Ta вида (1.3) ограничен на Lp(T
m) при

всех 1 < p < ∞ для любого a ∈ Σω(T
m × Z

m) тогда и только тогда, когда ω2 удовлетворяет

условию Дини:
∫ 1

0
ω2(t)

dt

t
< +∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2 следует в основном схеме рассуждений из [7] и исполь-
зует три ключевые идеи: мультипликаторный подход к пдо (см. предложение 1 ниже), микро-

локализацию, теорию Литлвуда — Пэли. Прежде всего отметим, что условие
∫ 1

0
ω2(t)

dt

t
<∞

равносильно условию
∑∞

j=0 ω(2
−j) <∞ (в силу монотонности ω).

Сначала докажем необходимость условия теоремы 2. Предположим, что ω не удовле-
творяет условию Дини, и, следовательно, расходится ряд

∑∞
j=0 ω(2

−j) = +∞. Построим пдо

вида (1.3) с символом a ∈∑(t)
ω , который не будет ограниченным на L2(T

m).

Выберем неотрицательные пробные функции ψ,ϕ ∈ C∞
0 (Rm) такие, что suppψ =

{
ξ ∈

R
m | 2

3
≤ |ξ| ≤ 4

3

}
, suppϕ =

{
ξ ∈ R

m | 4
5

≤ |ξ| ≤ 6

5

}
, ψ(ξ) = 1 при

4

5
≤ |ξ| ≤ 6

5
. Положим

λj = (2j , . . . , 2j) ∈ Z
m (j ∈ N0) и определим символ a : Tm × Z

m → C по формуле

a(x, ξ) = aω,ψ(x, ξ) =

∞∑

j=0

ω(2−j)ψ(2−jξ)e−2πiλjx.

Покажем, что a ∈∑(t)
ω . Во-первых, ∀α ∈ N

m
0 имеем

∂αξ a(x, ξ) =
∞∑

j=0

ω(2−j)2−j|α|∂αψ(2−jξ)e−2πiλjx,

и поскольку открытые сферические слои �
j
0 =

{
ξ ∈ R

m | 2
3
2j < |ξ| < 4

3
2j
}

попарно не пе-

ресекаются, то a(x, ξ) 6= 0 ⇒ ∃ !j0 = j0(ξ) ∈ N0 : ξ ∈ �
j0
0 ; следовательно, 〈ξ〉 ≍ |ξ| ≍ 2j0 .

Поэтому
|∂αξ a(x, ξ)| ≤ ω(2−j0)‖∂αψ |L(r)

∞ ‖〈ξ〉−|α|.

Во-вторых, предполагая сначала, что 0 < 2j0 |x− y| < 1, находим

|∂αξ a(x, ξ)− ∂αξ a(y, ξ)| ≤ ω(2−j0)‖∂αψ |L(r)
∞ ‖〈ξ〉−|α||e−2πiλj0x − e−2πiλj0y|
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≤ 2π
√
m‖∂αψ |L(r)

∞ ‖〈ξ〉−|α|ω(2−j0)2j0 |x− y| ≤ 2π
√
m‖∂αψ |L(r)

∞ ‖〈ξ〉−|α|ω(|x− y|).
На последнем шаге использована выпуклость ω на [0, 1]; если же 2j0 |x− y| ≥ 1, то, поскольку
2−j0 ≤ |x− y|, получаем

|∂αξ a(x, ξ)− ∂αξ a(y, ξ)| ≤ 2ω(2−j0)‖∂αψ |L(r)
∞ ‖〈ξ〉−|α| ≤ 2‖∂αψ |L(r)

∞ ‖〈ξ〉−|α|ω(|x− y|).

Таким образом, a ∈∑(t)
ω . Теперь докажем, что оператор Ta не ограничен на L2(T

m). Для этого
достаточно построить такую функцию u = uω,ϕ ∈ L2(T

m), что Tau /∈ L2(T
m). По функции ϕ

определим полином φ(x) по формуле (2.33), затем функцию u = uω,ϕ(x) =
∑∞

j=0 dje
2πiλjxφ(x),

где положительная числовая последовательность (dj)j∈N0 выбрана из условий ‖(dj) | ℓ2‖ = 1,∑∞
j=0 djω(2

−j) = +∞. Ясно, что спектр функции u есть множество

Λ(u) =

∞⋃

j=0

(
λj + {ξ ∈ Z

m |ϕ(ξ) 6= 0}
)
=:

∞⋃

j=0

Λj(u) ⊂
∞⋃

j=0

(
λj +

{
ξ ∈ Z

m | 4
5
≤ |ξ| ≤ 6

5

})
,

причем множества Λj(u) попарно не пересекаются. Следовательно, u = uω,ϕ ∈ L2(T
m), при

этом по равенству Парсеваля ‖u |L(t)
2 ‖2 =

∑∞
j=0 d

2
j

∑
ξ∈Zm ϕ2(ξ) =

∑
ξ∈Zm ϕ2(ξ). Дальнейшие

рассуждения аналогичны приведенным в замечании 2 разд. 2, поэтому мы их не приводим.
Для непустого конечного множества Λ ⊂ Z

m пусть d(Λ) = max{|ξ − ζ| : ξ, ζ ∈ Λ }, d̄(Λ) =
max (1, d(Λ)) и

T(Λ) =
{

t(x) =
∑

ξ∈Λ

t̂(ξ)e2πi ξx | t̂(ξ) ∈ C, ξ ∈ Λ
}

— пространство тригонометрических полиномов со спектром Λ. Нам понадобятся пространство
бесселевых потенциалов Hκ(Rm) (см., например, [20, ch. 9], там оно обозначается Lκ

2 (R
m)):

Hκ(Rm) =
{
g ∈ S ′(Rm) | ‖g |Hκ‖ = ‖Fg(ξ)〈ξ〉κ |L(r)

2 ‖ <∞
}

(κ ∈ R)

и пространство Hω = Hω(Tm) всех функций u : Tm → C таких, что конечна величина

‖u |Hω‖ := sup
x∈Tm

|u(x)|+ sup
x,y∈Tm : x 6=y

|u(x) − u(y)|
ω(|x− y|) ,

которая, очевидно, является нормой для Hω(Tm). Положим Λ0 = {ξ ∈ Z
m | |ξ| ≤ 2}, Λj = {ξ ∈

Z
m | 2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1}, j ∈ N. Будем ради краткости использовать обозначение

‖(fj) |L(t)
p (ℓ2)‖ :=

∥∥∥
( ∞∑

j=0

|fj(·)|2
)1/2

|L(t)
p

∥∥∥

для функциональной последовательности (fj(x))j∈N0 (x ∈ T
m).

Следующее утверждение — основной ингредиент доказательства достаточности в теореме 2.

Предложение 1. Предположим, что 1 < p < ∞, ω2 удовлетворяет условию Дини:∫ 1

0
ω2(t)

dt

t
< +∞. Пусть (mj(x))j∈N0 — ограниченная последовательность в Hω. Тогда су-

ществует постоянная c(m, p) > 0 такая, что для любой последовательности (vj(x))j∈N0

тригонометрических полиномов vj ∈ T(Λj) имеет место неравенство

∥∥
∞∑

0

mj(x)vj(x) |L(t)
p

∥∥ ≤ c(m, p)
∥∥(vj) |L(t)

p (ℓ2)
∥∥. (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Следующий результат легко вытекает из теоремы 1 работы [21]:

∀m ∈ N ∀ α > m− 1

2
∃c(m,α) > 0 ∀ f : Tm → C — непрерывной функции справедлива оценка

(r > 0)
‖f − tr(f) |L(t)

∞ ‖ ≤ c(m,α) sup
|h|r≤1

‖f(·+ h)− f(·) |L(t)
∞ ‖. (3.2)
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Здесь tr(f, x) =
∑

ξ∈Zm : |ξ|<r

(
1 − |ξ|2

r
2

)α
f̂(ξ)e2πiξx — средние Рисса порядка α ряда Фурье

функции f . В силу оценки (3.2) и условия предложения 1 представим функцию mj(x) в сле-

дующем виде mj(x) = tj(x) + wj(x), где tj(x) = t2j−2(mj, x) (j ∈ N); при этом ‖wj |L(t)
∞ ‖ ≤

c(m,α)c⋆ω(2−j), ‖tj |L(t)
∞ ‖ ≤ c(m,α)c⋆ (постоянная c

⋆ > 0 — это радиус шара в простран-
стве Hω, которому принадлежит последовательность (mj)). Теперь рассмотрим функции

g(x) =
∞∑

j=0

tj(x)vj(x), h(x) =
∞∑

j=0

wj(x)vj(x),

и оценим их нормы в Lp(Tm) по отдельности. По неравенству Гельдера для рядов имеем

|h(x)| ≤
( ∞∑

j=0

|wj(x)|2
)1/2( ∞∑

j=0

|vj(x)|2
)1/2

≤ c(m,α)c⋆
( ∞∑

j=0

ω2(2−j)
)1/2( ∞∑

j=0

|vj(x)|2
)1/2

следовательно,

‖h |L(t)
p ‖ ≤ c(m,α)c⋆

( ∞∑

j=0

ω2(2−j)
)1/2

‖(vj(x)) |L(t)
p (ℓ2)‖. (3.3)

Для оценки нормы g применим следующие неравенства. Введем операторы ∆η
j (j ∈ N0; глад-

кое разбиение единицы η = {ηj}j∈N0 на R
m — из (2.8)) следующим образом: для u ∈ L1(T

m)
положим

∆η
j (u, x) =

∑

ξ∈Zm

ηj(ξ)û(ξ)e
2πi ξx.

По теореме типа Литтлвуда — Пэли для “гладких двоичных пачек” [22, ch. 3, Theorem 3.4.4] при
1 < p <∞ существует постоянная c(p,m, η) > 1 такая, что для всех u ∈ Lp(T

m) справедливы
неравенства

c(p,m, η)−1‖u |L(t)
p ‖ ≤ ‖ (∆η

j (u , · )) |L(t)
p (ℓ2) ‖ ≤ c(p,m, η)‖u |L(t)

p ‖. (3.4)

Далее, по теореме о мультипликаторах Фурье [22, ch.3, Theorem 3.4.1(2)] при 1 < p < ∞,
κ > 3/2m существует константа c = c(p,m,κ) > 0 такая, что для любой совокупности (Γj)j∈N0

конечных множеств ∅ 6= Γj ⊂ Z
m выполняется неравенство

∥∥∥
( ∑

ξ∈Zm

Mj(ξ)T̂j(ξ)e
2πi ξx

)
|L(t)

p (ℓ2)
∥∥ ≤ c sup

j∈N0

(
‖Mj(d̄(Γj)x) |Hκ ‖

)∥∥(Tj(x))|L(t)
p (ℓ2)

∥∥∥ (3.5)

для всех последовательностей функций (мультипликаторов)
(
Mj(x)

)
⊂ Hκ(Rm) и полиномов

(Tj(x)) с Tj(x) ∈ T(Γj). Поскольку tj(x)vj(x) ∈ T(Λj), где Λj = {ξ ∈ Z
m | 2j−2 ≤ |ξ| ≤ 2j+2}, и

следовательно,

∆η
k(g, x) = Θk ∗ g(x) = Θk ∗

∑

|j−k|≤3

tj(x)vj(x), Θj(x) =
∑

ξ∈Zm

ηj(ξ)e
2πiξx (j ∈ N0),

то последовательно применяя соотношение (3.4) и неравенство (3.5), получаем

‖g |L(t)
p ‖ ≤ c(p,m, η)‖(∆ϑ

l (g, x)) |L(t)
p (ℓ2)‖ ≤ c(p,m, η)c(p,m,κ)

× ‖(tj(x)vj(x)) |L(t)
p (ℓ2)‖ ≤ c(p,m, η)c(p,m,κ)c(m,α)c⋆‖(vj) |L(t)

p (ℓ2)‖. (3.6)

Из соотношений (3.3) и (3.6) следует требуемая оценка (3.1). Итак, предложение 1 доказано.

Теперь достаточность в теореме 2 легко доказывается с использованием предложения 1,
соотношения (3.4), неравенства (3.5) и того факта, что символы aj(x, ξ) = a(x, ξ)ηj(ξ), как

нетрудно показать, принадлежат Σ
(t)
ω .

Автор признателен Стефану Хайнриху (Университет Кайзерслаутерна) за обсуждение
ряда аспектов теории пдо, инициировавшее исследование, частью которого стали результа-
ты настоящей работы.
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