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Рассматривается обобщенное ядро Пуассона Πq,α(t) = cos(απ/2)P (t)+sin(απ/2)Q(t), q ∈ (−1, 1), α ∈ R,
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k=1
qk cos kt и сопряженного

ядра Пуассона Q(t) =
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∞

k=1
qk sinkt. Найдены величины наилучшего интегрального приближения снизу

и сверху ядра Πq,α тригонометрическими полиномами порядка не выше заданного и соответствующие

полиномы наилучшего одностороннего приближения.
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Введение

В настоящее время наблюдается повышенный интерес к задачам одностороннего инте-
грального приближения конкретных функций полиномами. Такого рода задачи возникают в
теории чисел, теории кодирования и других областях математики. Первые результаты в этом
направлении были получены в 1880-е годы А.А.Марковым и Т.И. Стилтьесом. В дальнейшем
эти исследования были продолжены в работах Карамата (1930), Фройда и Ганелиуса (середина
XX века). Теория одностороннего взвешенного интегрального приближения функций алгеб-
раическими многочленами впервые была разработана в статье Р.Бояника и Р.ДеВора [11]. В
монографии Н.П.Корнейчука, А.А.Лигуна и В. Г.Доронина [8] содержится теория односто-
роннего приближения функций полиномами по чебышевской системе, в частности, довольно
подробно рассмотрены вопросы одностороннего интегрального приближения периодических
функций тригонометрическими полиномами. В. Г.Доронин и А.А.Лигун [7] нашли величины
наилучшего одностороннего интегрального приближения классического ядра Пуассона три-
гонометрическими полиномами на периоде. В данной работе решена аналогичная задача для
произвольной линейной комбинации ядра Пуассона и сопряженного ядра Пуассона. Насколь-
ко нам известно, полученный результат является новым даже в случае сопряженного ядра
Пуассона.

1Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-11-00702).
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1. Обозначения. Формулировка основного результата

В дальнейшем используются следующие обозначения: T = R/(2πZ) — период длины 2π,
т. е. полуинтервал [η, η+2π) с отождествленными концами, где η — произвольное фиксирован-
ное вещественное число, C — пространство 2π-периодических непрерывных вещественнознач-
ных функций с нормой ‖f‖C = max

t∈T
|f(t)|; L — пространство 2π-периодических измеримых

вещественнозначных функций с нормой ‖f‖ =
1

2π

∫

T

|f(t)| dt; Tn−1 — подпространство триго-

нометрических полиномов τ(t) = a0 +
∑n−1

ν=1 (aν cos νt+ bν sin νt) порядка не выше n − 1 с ве-
щественными коэффициентами; как обычно, для g, f ∈ C равенство g = f (неравенство g ≤ f)
означает, что g(x) = f(x) (g(x) ≤ f(x)) для всех x ∈ R;

En−1(g) := inf
τ∈Tn−1

‖g − τ‖, E−
n−1(g) := inf

τ∈Tn−1, τ≤g
‖g − τ‖, E+

n−1(g) := inf
τ∈Tn−1, g≤τ

‖g − τ‖ (1.1)

— величины наилучшего приближения, наилучшего приближения снизу и сверху функции
g ∈ C подпространством Tn−1 соответственно по норме пространства L. Тригонометрические
полиномы, реализующие точные нижние грани в правых частях равенств (1.1), называются
полиномами наилучшего (интегрального) приближения функции g и наилучшего односторон-

него приближения (снизу и сверху) соответственно.

Зафиксируем произвольное число q ∈ (−1, 1). Ядром Пуассона и сопряженным ядром

Пуассона называются соответственно (см. [6, т. 1, гл. 1, § 1, с. 12; гл. 3, § 6, формулы (6.2),
(6.3)]) функции

P (t) = Re
(1
2
+

∞∑

k=1

qkeikt
)
=

1

2
+

∞∑

k=1

qk cos kt =
1− q2

2(1− 2q cos t+ q2)
, (1.2)

Q(t) = Im
(1
2
+

∞∑

k=1

qkeikt
)
=

∞∑

k=1

qk sin kt =
q sin t

1− 2q cos t+ q2
.

Линейную комбинацию
(
cos

απ

2

)
P (t) +

(
sin

απ

2

)
Q(t) = Πq,α(t) условимся называть обобщен-

ным ядром Пуассона с параметрами q ∈ (−1, 1) и α ∈ R.

Задачу наилучшего одностороннего интегрального приближения ядра Πq,α в важном част-
ном случае α = 0 исследовали В. Г.Доронин и А.А.Лигун. Они нашли величины наилучшего
интегрального приближения снизу и сверху ядра Пуассона P = Πq,0 тригонометрическими
полиномами [7, лемма 3] (см. [8, теорема 3.2.2]), а именно,

E−
n−1(P ) =

qn

1 + qn
, E+

n−1(P ) =
qn

1− qn
, 0 < q < 1, n ∈ N.

Основным результатом данной работы является следующее утверждение, которое частично
вместе с краткой схемой доказательства было анонсировано в [1, теорема 1, лемма 1].

Теорема. При любых n ∈ N, q ∈ (−1, 1), α ∈ R справедливы равенства

E−
n−1(Πq,α) =

|q|n
1− q2n

(
1− |q|n cos απ

2

)
, E+

n−1(Πq,α) =
|q|n

1− q2n

(
1 + |q|n cos απ

2

)
. (1.3)

Полином τ
−
q,α ∈ Tn−1 наилучшего приближения функции Πq,α снизу имеет вид

τ
−
q,α(t) = Πq,α(t)−B(t) =

Υq,α(t)

1− q2n
,
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где

Υq,α(t) =
(1 + q2n) cos

απ

2
− 2qn

2
+

n−1∑

k=1

qk
(
1−q2(n−k)

)[(1 + q2n) cos
απ

2
− 2qn

1− q2n
cos kt+sin

απ

2
sin kt

]
,

B = Bq,α,n — неотрицательная дробь

B(t) =
γ
(
cosn(t−ξ)

2

)2

1 + q2 − 2q cos t
=

γ

2

1 + cosnt cosnξ + sinnt sinnξ

1 + q2 − 2q cos t
, (1.4)

γ

2
=

qn(1− q2)

(1− q2n)2

(
1 + q2n − 2qn cos

απ

2

)
,

cosnξ =
(1 + q2n) cos

απ

2
− 2qn

1 + q2n − 2qn cos
απ

2

, sinnξ =
(1− q2n) sin

απ

2

1 + q2n − 2qn cos
απ

2

.

Полином τ
+
q,α наилучшего интегрального приближения сверху функции Πq,α связан с полином

τ
−
q,α+2 наилучшего приближения снизу функции Πq,α+2 равенством τ

+
q,α = −τ

−
q,α+2.

Обратим внимание, что сумма E−
n−1(Πq,α) + E+

n−1(Πq,α) = 2|q|n/(1 − q2n) не зависит от α;
кроме того, неотрицательная дробь B, определенная формулой (1.4), явно выражается в тер-
минах параметров q, α, n (без использования параметра ξ)

(1− q2n)2

qn(1− q2)
B(t)

=
1 + q2n − 2qn cos

απ

2
+

(
(1 + q2n) cos

απ

2
− 2qn

)
cosnt+ (1− q2n) sin

απ

2
sinnt

1 + q2 − 2q cos t
.

З а м е ч а н и е. В случае α = 0 c помощью замены переменной x = cos t задача одно-
стороннего интегрального приближения ядра Пуассона P = Πq,0 сводится к задаче односто-
роннего приближения простейшей алгебраической дроби на отрезке [−1, 1] алгебраическими
многочленами в интегральной метрике с весом Чебышева первого рода. Производная произ-
вольного порядка указанной простейшей дроби сохраняет знак на [−1, 1]. Поэтому применение
результата Р.Бояника и Р.ДеВора [11, теорема 4 и замечание к ней] дает конструкцию полино-
мов наилучшего одностороннего приближения. В общем случае α ∈ R этот способ нахождения
полиномов наилучшего одностороннего приближения неприменим, в том числе в важном част-
ном случае α = 1, т. е. в случае сопряженного ядра Пуассона Q = Πq,1.

Принципиальное различие указанных в замечании двух случаев хорошо иллюстрируют
приведенные ниже рис. 1, 2, соответствующие случаю q = 1/2, n− 1 = 3. На рис. 1 приведены
графики ядра Пуассона P (утолщенная линия) и полиномы его наилучшего приближения
снизу и сверху, а на рис. 2 — графики сопряженного ядра Пуассона Q (утолщенная линия) и
полиномы его наилучшего одностороннего приближения.

2. Вспомогательные утверждения

Для α ∈ R, q ∈ (−1, 1), n ∈ N положим2

E−
n−1(q, α) := E−

n−1(Πq,α), E+
n−1(q, α) := E+

n−1(Πq,α). (2.1)

2Краткая запись обозначений (2.1) имеет вид E±

n−1
(q, α) := E±

n−1
(Πq,α); такой прием сокращенной

записи часто используется в литературе, в данной работе он также будет применяться.
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Рис. 1. Рис. 2.

Имеем

Πq,α(t) = cos
απ

2
P (t) + sin

απ

2
Q(t) =

1

2
cos

απ

2
+

∞∑

k=1

qk cos
(
kt− απ

2

)

=
(1− q2) cos

απ

2
+ 2q sin

απ

2
sin t

2(1− 2q cos t+ q2)
. (2.2)

Поскольку Πq,α(t+ π) = Π−q,α(t), то

E±
n−1(q, α) = E±

n−1(−q, α) = E±
n−1(|q|, α) при α ∈ R, q ∈ (−1, 1), n ∈ N. (2.3)

Поэтому задача вычисления величин (2.1) при q ∈ (−1, 1) сводится к случаю3 q ∈ (0, 1),
который в дальнейшем и будет рассматриваться.

Приведем еще одно свойство обобщенного ядра Пуассона

Πq,α+2(t) = −Πq,α(t) при α ∈ R, q ∈ (0, 1), t ∈ R. (2.4)

Отсюда следует, что полином τ
+
q,α наилучшего приближения сверху функции Πq,α связан с

полиномом τ
−
q,α+2 наилучшего приближения снизу функции Πq,α+2 формулой

τ
+
q,α = −τ

−
q,α+2. (2.5)

Из (2.4) вытекает также 4-периодичность величин E−
n−1(q, α), E+

n−1(q, α) по α, т. е.

E±
n−1(q, α+ 4) = E±

n−1(q, α), α ∈ R, q ∈ (0, 1), n ∈ N, (2.6)

поэтому в дальнейшем ограничимся рассмотрением случая α ∈ [0, 4]. Кроме того, из (2.4)
вытекает, что

E±
n−1(q, α + 2) = E∓

n−1(q, α) при α ∈ [0, 2], q ∈ (0, 1), n ∈ N. (2.7)

Следовательно, E+
n−1(q, α) выражается через E−

n−1(q, α) с помощью формулы (2.7), а именно

E+
n−1(q, α) =

{
E−
n−1(q, α+ 2) при α ∈ [0, 2],

E−
n−1(q, α− 2) при α ∈ [2, 4].

(2.8)

3Случай q = 0 тривиален: E±

n−1
(0, α) = 0.
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Перейдем к задаче нахождения минимума и максимума ядра Πq,α. Для q ∈ (0, 1), α ∈ [0, 4]
определим t1 = t1(q, α), t2 = t2(q, α) следующим образом:

t1 = t1(q, α) =





απ

2
− 2arctg

1 + q cos
απ

2

q sin
απ

2

при 0 < α < 2,

απ

2
− 2arctg

1 + q cos
απ

2

q sin
απ

2

− 2π при 2 < α < 4;

(2.9)

при α = 0, 2, 4 соответствующие значения t1 доопределим по непрерывности, т. е. положим

t1(q, 0) = −π, t1(q, 2) = 0, t1(q, 4) = π;

t2 = t2(q, α) =
απ

2
− 2arctg

q sin
απ

2

1− q cos
απ

2

. (2.10)

Величины t1(q, α), t2(q, α) являются непрерывными возрастающими функциями параметра
α ∈ [0, 4]. Если α пробегает отрезок [0, 4], значения каждой из этих функций пробегает свой
отрезок длины 2π, причем t1(q, 0) = −π, t2(q, 0) = 0.

Лемма 1. При q ∈ (0, 1), α ∈ [0, 4] выполняются равенства

min
t∈T

Πq,α(t) =
1 + q2

2(1− q2)
cos

απ

2
− q

1− q2
, max

t∈T
Πq,α(t) =

1 + q2

2(1− q2)
cos

απ

2
+

q

1− q2
.

Существуют единственные точки t1 = t1(q, α), t2 = t2(q, α), расположенные на периоде T,

в которых функция Πq,α(t) достигает своего минимума и максимума соответственно. Яв-

ные формулы для указанных точек имеют вид (2.9), (2.10).

Д о к а з а т е л ь с т в о. С учетом (2.2) имеем Π′
q,α(t) =

−q ϕq,α(t)

(1− 2q cos t+ q2)2
, где

ϕq,α(t) = 2q sin
απ

2
+ sin

(
t− απ

2

)
− q2 sin

(
t+

απ

2

)
. (2.11)

С помощью замены y = tg
x

2

(
sinx =

2y

1 + y2
, cos x =

1− y2

1 + y2

)
, где x = t − απ

2
, задача

нахождения корней тригонометрического полинома ϕq,α(t) сводится к квадратному уравнению
относительно неизвестного y. Решив это уравнение и сделав обратную замену, получим общий
вид корней указанного тригонометрического полинома

t1 =
απ

2
− 2arctg

1− q cos
απ

2

q sin
απ

2

+ 2πk, t2 =
απ

2
− 2arctg

q sin
απ

2

1 + q cos
απ

2

+ 2πk, k ∈ Z.

Таким образом, эти два равенства задают счетное число корней полинома ϕq,α(t), определенно-
го формулой (2.11), при каждом фиксированном α. Два таких корня t1 = t1(q, α), t2 = t2(q, α),
заданные формулами (2.9), (2.10), являются непрерывными возрастающими функциями пара-
метра α ∈ [0, 4]. Значения обобщенного ядра Пуассона в этих точках t1, t2 имеют вид

Πq,α(t1) =
1 + q2

2(1 − q2)
cos

απ

2
− q

1− q2
, Πq,α(t2) =

1 + q2

2(1− q2)
cos

απ

2
+

q

1− q2
.

Поскольку Πq,α(t1) < Πq,α(t2) и кроме t1, t2 на периоде у производной Π′
q,α нет других нулей,

то t1 и t2 являются соответственно точками минимума и максимума ядра Πq,α на периоде. �
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3. Оценки снизу

Обобщенное ядро Пуассона является непрерывно дифференцируемой 2π-периодической
функцией, поэтому в силу теоремы 1.8.1 из [8, гл. 1, § 1.8] существует единственный полином
τ
−
n−1 = τ

−
n−1,q,α ∈ Tn−1 наилучшего интегрального приближения снизу для Πq,α.

Предположим, что квадратурная формула

1

2π

π∫

−π

τ(x) dx =

m∑

k=1

pkτ(xk)

с неотрицательными коэффициентами p1, . . . , pm справедлива для любого полинома τ ∈ Tn−1.
Тогда, как известно (см. [8, гл. 1, § 1.7, теорема 1.7.5]), для любой непрерывной 2π-периодичес-
кой функции g выполняются неравенства (см. [8, гл. 1, § 1.7, теорема 1.7.5])

E+
n−1(g) ≥

m∑

k=1

pkg(xk)−
1

2π

π∫

−π

g(x) dx, E−
n−1(g) ≥

1

2π

π∫

−π

g(x) dx −
m∑

k=1

pkg(xk). (3.1)

С помощью этих неравенств в дальнейшем будет получена оценка снизу величин E±
n−1(Πq,α).

Зафиксируем произвольное вещественное число ϑ. Хорошо известна (см. [6, т. 2, гл. 10,
формула (2.5); 8, гл. 1, § 1.7, предложение 1.7.2]) квадратурная формула

1

2π

π∫

−π

τ(x) dx =
1

n

n−1∑

k=0

τ

(
ϑ+

2kπ

n

)
, (3.2)

которая выполняется для любого полинома τ ∈ Tn−1.

Обратим внимание на то, что правой частью формулы (3.2) определяется линейный опе-
ратор, сопоставляющий полиному τ ∈ Tn−1 усреднение его сдвижек. Этот оператор можно
продолжить на пространство L естественным образом, положив

Mnf(t) =
1

n

n∑

k=1

f
(
t+

2kπ

n

)
, f ∈ L.

Для произвольной функции g ∈ C с помощью неравенств (3.1) и формулы (3.2) приходим к
неравенствам [8, гл. 1, § 1.7, следствие 1.7.2]

E+
n−1(g) ≥ sup

ϑ∈R
Mng(ϑ) −

1

2π

π∫

−π

g(x) dx, E−
n−1(g) ≥

1

2π

π∫

−π

g(x) dx − inf
ϑ∈R

Mng(ϑ). (3.3)

Оператор Mn переводит 2π-периодические функции в
2π

n
- периодические, оставляет без из-

менения гармоники eν(t) = eiνt порядка ν = mn, где m — произвольное целое число, а осталь-

ные гармоники аннулирует. Таким образом, функции f ∈ L с рядом Фурье f(t) ∼
∑

ν∈Z

f̂νe
iνt

оператор Mn сопоставляет функцию F = Mnf ∈ L с рядом Фурье [6, т. 1, гл. 2, § 1, теоре-

ма (1.1)] Mnf(t) ∼
∑

m∈Z

f̂mne
imnt. В частности, обобщенное ядро Пуассона с параметрами q и α

оператор Mn переводит в “n-сжатие” обобщенного ядра Пуассона с параметрами qn и α, т. е.

MnΠq,α(t) =
(
cos

απ

2

)
MnP (t) +

(
sin

απ

2

)
MnQ(t) = Πqn,α(nt).
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Отсюда с учетом (3.3) и леммы 1 получаем следующие оценки при q ∈ (0, 1):

E+
n−1(Πq,α) ≥ sup

ϑ∈R
Πqn,α(nϑ)−

1

2
cos

απ

2
= max

t∈T
Πqn,α(t)−

1

2
cos

απ

2

= Πqn,α(t2(α, q
n))− 1

2
cos

απ

2
=

qn

1− q2n

(
1 + qn cos

απ

2

)
, (3.4)

E−
n−1(Πq,α) ≥

1

2
cos

απ

2
− inf

ϑ∈R
Πqn,α(nϑ) =

1

2
cos

απ

2
−min

t∈T
Πqn,α(t)

=
1

2
cos

απ

2
−Πqn,α(t1(α, q

n)) =
qn

1− q2n

(
1− qn cos

απ

2

)
; (3.5)

формулы для t1(α, q
n), t2(α, q

n) получаются соответственно из формул (2.9), (2.10) путем за-
мены q на qn.

Оценки (3.4), (3.5) для односторонних приближений классического ядра Пуассона P = Πq,0

были получены в [7] (см. [8, гл. 3, § 3.2]).

4. Оценки сверху. Доказательство теоремы

В данном разделе построен полином порядка n−1, приближающий Πq,α снизу, с помощью
которого получена оценка сверху для E−

n−1(Πq,α), совпадающая с нижней оценкой (3.5).

Задача о приближении в L обобщенного ядра Пуассона Πq,α возникла в конце 1930-х
годов при нахождении наилучшего приближения в равномерной метрике класса функций

W∞(Πq,α) = {f : f(x) = c +

∫

T

Πq,α(x − t)ϕ(t) dt, ‖ϕ‖∞ ≤ 1} тригонометрическими полино-

мами порядка не выше заданного (одновременно с задачей Фавара для класса функций W r
∞).

Подробную историю и основные результаты см. в работах М.Г.Крейна [9] (α = 0), Б.Надя [12]
(α = 0, α = 1), А.В.Бушанского [5] (α ∈ R). Отметим также обзор близких результатов в мо-
нографии А.И.Степанца [13, Ch. 7]. Н.А.Барабошкина [2] вычислила величину En−1(Πq,α)
новым методом, отличным от классического, и получила [3, теорема 1] еще одно выражение
для указанной величины, а именно,

En−1(Πq,α) =
1

2π
An−1

(
q,

απ

2

)
, q ∈ (0, 1), α ∈ R, n ∈ N,

где An−1(q, θ) определяется с помощью s(q, θ, n) :=
√

1− 2q2n cos 2θ + q4n по формуле

An−1(q, θ) = (2 cos θ) arctg
2qn cos θ

s(q, θ, n)
+ (sin θ) ln

s(q, θ, n) + 2qn sin θ

s(q, θ, n)− 2qn sin θ
.

При этом для построения полинома наилучшего интегрального приближения функции Πq,α

на периоде был предложен подход, основанный на представлении тригонометрической дроби

Bn(t) =
γ∗ sinn(t− ξ∗)

1 + q2 − 2q cos t
в виде суммы Bn = τ+r, в которой τ — некоторый тригонометрический

полином порядка не выше n − 1, a r — остаток. Реализация указанного подхода заключается
в подборе параметров γ∗, ξ∗ таким образом, чтобы остаток r совпал с Πq,α. Как отмечается
в [2, разд. 1], указанный подход основан на идеях, содержащихся в работах П.Л.Чебышева
(1859) [10, разд. 9 –11] и С.Н.Бернштейна (1912) [4, ст. 7].

Перейдем к построению полинома наилучшего интегрального приближения снизу яд-
ра Πq,α. Введем следующие величины:

γ̃ = γ̃(q, α, n) =
2qn(1− q2)

(1− q2n)2

(
1 + q2n − 2qn cos

απ

2

)
, (4.1)
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σ = σ(q, α, n) =
2qn

1 + q2n

(
1− q2

γ̃(q, α, n)
cos

απ

2
− 1

)
=

(1 + q2n) cos
απ

2
− 2qn

1 + q2n − 2qn cos
απ

2

. (4.2)

Заметим, что

γ̃(q, α, n) > 0 и |σ(q, α, n)| ≤ 1 при q ∈ (0, 1), α ∈ R, n ∈ N. (4.3)

Ключевую роль в дальнейшем играет тригонометрическая дробь

Bq,α,n(t) =
γ̃
(
cos

n(t− ξ̃)

2

)2

1 + q2 − 2q cos t
,

в которой величина γ̃ = γ̃(q, α, n) задана формулой (4.1), а параметр ξ̃ связан с величиной (4.2)
соотношением

cosnξ̃ = σ(q, α, n). (4.4)

При заданных q ∈ (0, 1), α ∈ R, n ∈ N дробь Bq,α,n(t) неотрицательна при всех t ∈ R в силу
первого неравенства в (4.3). Связь этой дроби с обобщенным ядром Пуассона выражает

Лемма 2. Пусть q ∈ (0, 1), α ∈ R, n ∈ N. Тогда разность Bq,α,n − Πq,α = Yq,α,n пред-

ставляет собой тригонометрический полином порядка не выше n− 1. При этом полином

τ
− := −Yq,α,n ∈ Tn−1 удовлетворяет неравенству τ

− ≤ Πq,α. Кроме того,

E−
n−1(Πq,α) ≤ ‖Πq,α − τ

−‖ = ‖Bq,α,n‖ =
qn

1− q2n

(
1− qn cos

απ

2

)
. (4.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Паре вещественных чисел γ и ξ сопоставим дробь

B(t) =
γ
(
cosn(t−ξ)

2

)2

1 + q2 − 2q cos t
=

γ

2

1 + cosnt cosnξ + sinnt sinnξ

1 + q2 − 2q cos t
. (4.6)

Применив лемму 1 из [2] к (4.6), получим представление B = Y +H, в котором Y — некоторый
полином из Tn−1, а H — остаток от деления, который задается формулой

H(t) =
γ

2

1 + c(n) cosnξ + d(n) sin nξ sin t

1 + q2 − 2q cos t
, c(n) =

1 + q2n

2qn
, d(n) =

1− q2n

(1− q2)qn−1
. (4.7)

Подберем положительный параметр γ и вещественный параметр ξ так, чтобы остаток H совпал
с ядром Πq,α. Для этого по переменной t ∈ R должно выполняться тождество

γ

2

1 + c(n) cosnξ + d(n) sinnξ sin t

1 + q2 − 2q cos t
≡

(1− q2) cos
απ

2
+ 2q sin

απ

2
sin t

2(1 − 2q cos t+ q2)
,

которое равносильно тождеству

γ
(
1 + c(n) cosnξ + d(n) sinnξ sin t

)
≡ (1− q2) cos

απ

2
+ 2q sin

απ

2
sin t.

Отсюда приходим к системе двух уравнений

γ
(
1 + c(n) cos nξ

)
= (1− q2) cos

απ

2
, γd(n) sin nξ = 2q sin

απ

2
(4.8)

с двумя неизвестными γ и ξ, причем нас интересует решение с положительным числом γ.

Перепишем систему в эквивалентном виде, используя обозначение λ :=
1

γ
,

cosnξ =
1

c(n)

(
λ(1− q2) cos

απ

2
− 1

)
, sinnξ =

2λq

d(n)
sin

απ

2
. (4.9)
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Возведя оба равенства системы в квадрат и складывая, получим уравнение для неизвестного
положительного λ:

1 =
1

c2(n)

(
λ(1− q2) cos

απ

2
− 1

)2
+

4λ2q2

d2(n)
sin2

απ

2
.

После элементарных преобразований получим квадратное уравнение aλ2 + bλ+ v = 0 с коэф-
фициентами

a = (1− q2)2 cos2
απ

2
+

(2qc(n)
d(n)

)2
sin2

απ

2
, b = −2(1− q2) cos

απ

2
, v = 1− c2(n).

Используя формулы для c(n), d(n) (см. (4.7)), находим

a =
(1− q2)2

(1− q2n)2

(
(1 + q2n)2 − 4q2n cos2

απ

2

)
.

Вычислим коэффициент v = 1 − c2(n) = 1 − (1 + q2n)2

4q2n
= −(1− q2n)2

4q2n
и дискриминант квад-

ратного уравнения

D = b2 − 4av = 4(1− q2)2 cos2
απ

2
+ 4

(1− q2)2

(1 − q2n)2
(1− q2n)2

4q2n

(
(1 + q2n)2 − 4q2n cos2

απ

2

)

= 4(1− q2)2 cos2
απ

2
+

4(1 − q2)2

4q2n

(
(1 + q2n)2 − 4q2n cos2

απ

2

)
=

(1− q2)2(1 + q2n)2

q2n
.

Дискриминант D и коэффициент a являются положительными, кроме того |b| <
√
D, поэто-

му квадратное уравнение имеет два различных корня λ1 < λ2, причем разных знаков. Нас
интересует положительный корень λ = λ2. Учитывая найденные выше выражения для a и b,
получаем

γ =
1

λ
=

2a

−b+
√
D

=
2qn(1− q2)

(1− q2n)2

(
1 + q2n − 2qn cos

απ

2

)
= γ̃(q, α, n). (4.10)

Отсюда с помощью первого уравнения системы (4.9) приходим к равенствам

cosnξ =
1

c(n)

(
λ(1− q2) cos

απ

2
− 1

)
=

2qn

1 + q2n

(1− q2

γ
cos

απ

2
− 1

)
, (4.11)

которые с учетом (4.2) равносильны соотношению (4.4).
Таким образом, первое утверждение леммы 2 доказано. Проверим справедливость остав-

шихся утверждений. Неравенство τ
− ≤ Πq,α следует из неотрицательности дроби B, поскольку

γ > 0 в силу (4.10). Отсюда получаем первое неравенство в (4.5). Осталось доказать последнее
равенство в (4.5). Имеем

‖B‖ =
1

2π

π∫

−π

B(t) dt=
γ

2π

π∫

−π

1 + cosnt cosnξ + sinnt sinnξ

2(1 + q2 − 2q cos t)
dt

=
γ

2π

π∫

−π

1

2(1 + q2 − 2q cos t)
dt+

γ

2π

π∫

−π

cosnt cosnξ

2(1 + q2 − 2q cos t)
dt

=
γ

1− q2
1

2π

π∫

−π

P (t) dt+
γ cosnξ

1− q2
1

2π

π∫

−π

P (t) cosnt dt =
γ(1 + qn cosnξ)

2(1− q2)
,
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где P — ядро Пуассона (см. (1.2)). Таким образом, ‖B‖ =
γ(1 + qn cosnξ)

2(1− q2)
. Отсюда с учетом

формул (4.10), (4.11) приходим к равенству ‖B‖ =
qn

1− q2n

(
1− qn cos

απ

2

)
. �

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы. Первое равенство в (1.3) при q ∈ (0, 1) следует
из (3.5) и (4.5). Отсюда с помощью (2.3), (2.6) и (2.8) получаем оба равенства в (1.3) при
q ∈ (−1, 1). Второе утверждение теоремы следует из того, что первое неравенство в (4.5)
обращается в равенство, а также из равенств (4.1), (4.2), (4.4) и второго равенства в (4.8).
Равенство (2.5) влечет последнее утверждение теоремы. �
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