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Введение

В теории всплесков (см., например, [1–4]) для построения кратномасштабного анализа вло-
женных друг в друга замкнутых подпространств {Vj ⊂ L2(R), j ∈ Z} основную роль играют
двухмасштабные соотношения для специальной выбранной функции ϕ : R → C, ϕ ∈ L2(R)
(она называется масштабирующей) вида

ϕ(x) =
∑

j∈Z

γjϕ(2x − jh) (x ∈ R, h > 0). (0.1)

При построении всплесков с компактным носителем эта сумма состоит из конечного числа
слагаемых, и в качестве функции ϕ может быть выбран полиномиальный базисный сплайн
(B-сплайн) порядка r (степени r − 1) с равномерными узлами 0, h, 2h, . . . , rh (см., например,
монографию [1] К.Чуи). Напомним, что полиномиальным B-сплайном порядка r (см., напри-
мер, [5]) называется функция

Br,h(x) = mr(h)∆
r
h((x− rh)+)

r−1 (x ∈ R),

где ∆r
hf(x) — конечная разность порядка r с шагом h > 0, определенная для функций

f : R → R. Здесь mr(h) > 0 — нормирующий множитель (будем полагать его равным 1) и
t+ = max{0; t}. При этом (см. [1])

γj = Cj
r =

r!

j(r − j)!
(j = 0, r), γj = 0 (j < 0, j > r).

1Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-11-00702).
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Для B-L-сплайнов (см., например, [6; 7] и определения в следующем разделе) с равномер-
ными узлами, соответствующих произвольному линейному дифференциальному оператору L
с постоянными действительными коэффициентами, в отличие от полиномиального случая
L = Dr (r ∈ N) соотношение (0.1) может не иметь места, поскольку если функция eβx (β ∈ C)
принадлежит ядру оператора L, т. е. eβx ∈ KerL, то функция e2βx, вообще говоря, не лежит
в этом ядре. Несмотря на это обстоятельство, в [8] без применения аппарата преобразования
Фурье были построены аналоги масштабирующих соотношений (по форме близких к (0.1)) для
базисных экспоненциальных сплайнов с равномерными узлами, соответствующих линейному
дифференциальному оператору с постоянными коэффициентами, все корни характеристиче-
ского многочлена которого были действительными. При этом вместо формулы (0.1), в кото-
рой масштабирующая функция ϕ(x) была представлена в виде линейной комбинации сдвигов
функции ϕ(2x), вдвое сжатой по горизонтальной оси по сравнению с ϕ(x), были получены
“двухмасштабные соотношения” для одних и тех же экспоненциальных B-сплайнов, рассмат-
риваемых на равномерных сетках с шагом, который каждый раз увеличивается в два раза.

В данной статье в разд. 1 по схеме работы [8] получены подобные соотношения для три-
гонометрических B-сплайнов с равномерными узлами, определяемых линейным дифференци-
альным оператором порядка 2r + 1 вида

L2r+1 = L2r+1(D) = D(D2 + α2
1)(D

2 + α2
2) · · · (D

2 + α2
r), (0.2)

где α1, α2, . . . , αr — произвольные положительные числа. Для такого оператора и достаточно
малых шагов h > 0 в разд. 2 уточняются связи построенных “вложенных” подпространств
сплайнов (т. е. аналогов пространств Vj и Wj в [1]). С помощью матриц задача сводится к
изучению результантов соответствующих алгебраических многочленов, но в отличие от экс-
поненциальных сплайнов, ее решение существенно зависит от шага сетки h.

1. Двухмасштабные соотношения

Дадим необходимые определения. Пусть h > 0, D — оператор дифференцирования, r ∈ N и
L2r+1 = L2r+1(D) — линейный дифференциальный оператор с постоянными действительными
коэффициентами вида (0.2), причем все числа αj (j = 1, r) в его представлении являются
положительными. Характеристический многочлен оператора L2r+1 может быть записан в виде

p2r+1(x) = pL2r+1
(x) = x

r
∏

j=1

(x2 + α2
j ).

Автором ([9], см. также [10]) для функций f : R → R был построен разностный оператор с
шагом h > 0

∆
L2r+1

h f(x) = (T − E)

r
∏

j=1

(T 2 − 2T cosαjh+ E)f(x)

=

2r+1
∑

s=0

(−1)2r+1−sµ(2r+1)
s (h)f(x+ sh) (x ∈ R), (1.1)

соответствующий дифференциальному оператору L2r+1. Здесь Tf(x) = f(x+ h), E — тожде-

ственный оператор, и числа µ
(2r+1)
s (h) (s = 0, 2r + 1) находятся из следующего равенства:

P2r+1(x) = PL2r+1,h(x) = (x− 1)
r
∏

j=1

(x2 − 2x cosαjh+ 1) =
2r+1
∑

s=0

(−1)2r+1−sµ(2r+1)
s (h)xs. (1.2)
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Многочлен P2r+1(x) является характеристическим многочленом разностного оператора ∆
L2r+1

h

и имеет нули x = 1, x = e±iαjh (j = 1, r). Ясно, что

µ
(2r+1)
2r+1 (h) = 1, µ

(2r+1)
2r (h) = 2

r
∑

j=1

cosαjh, . . . , µ
(2r+1)
0 (h) = 1.

Разностный оператор ∆
L2r+1

h выбран таким образом, что для любого решения линейного од-

нородного уравнения L2r+1(D)f = 0 имеет место тождество ∆
L2r+1

h f(x) ≡ 0.

В частности, если все αj = 0 (j = 1, r), т. е. L2r+1 = D2r+1, то ∆
L2r+1

h = ∆2r+1
h — ко-

нечная разность порядка 2r + 1 с шагом h и при этом P2r+1(x) = (x − 1)2r+1, µ
(2r+1)
j =

Cj
2r+1 (j = 0, 2r + 1). Пусть ϕ2r+1 = ϕ2r+1(x) — решение линейного однородного уравнения

L2r+1(D)f = 0, удовлетворяющее условиям ϕ
(j)
2r+1(0) = δj,2r (j = 0, 2r), где δj,2r — символ

Кронекера. Справедливы следующие рекуррентные соотношения:

ϕ2k+1(t) =

t
∫

0

sinαk(t− x)

αk

ϕ2k−1(x) dx (k = 1, r), ϕ′′
2k+1(x)+α

2
kϕ2k+1(x) = ϕ2k−1(x) (k = 1, r),

ϕ1(x) = 1.

B-L-сплайн с равномерными узлами 0, h, 2h, . . . , 2rh, (2r+1)h, соответствующий дифференци-
альному оператору L2r+1 вида (0.2), определяется равенством (см., например, [7])

BL2r+1,h
(x) = mL2r+1

(h)∆
L2r+1

h ϕ2r+1((x− (2r + 1)h)+) (x ∈ R). (1.3)

Нормализующий множитель mL2r+1
положим равным 1. Такой сплайн будем называть три-

гонометрическим. Заметим, что данное определение не совсем корректно, поскольку в ра-
боте И.Шенберга [11], в которой впервые были введены тригонометрические сплайны, они
определялись только для оператора L2r+1(D) = D(D2 + 12)(D2 + 22) · · · (D2 + r2), т. е. при
α1 = 1, α2 = 2, . . . , αr = r.

Носителем тригонометрического B-сплайна BL2r+1,h
является отрезок [0; (2r + 1)h] и

BL2r+1,h
∈ C2r−1(R). С учетом (1.1) данная функция может быть записана в виде

BL2r+1,h
(x) = µ

(2r+1)
2r+1 (h)ϕ2r+1(x+)− µ

(2r+1)
2r (h)ϕ2r+1((x− h)+) + · · ·

· · · − µ
(2r+1)
0 (h)ϕ2r+1((x− (2r + 1)h)+). (1.4)

Наряду с функцией BL2r+1,h
рассмотрим функцию BL2r+1,2h

вида

BL2r+1,2h
(x) = ∆

L2r+1

2h ϕ2r+1((x− 2(2r + 1)h)+)

= µ
(2r+1)
2r+1 (2h)ϕ2r+1(x+)− µ

(2r+1)
2r (2h)ϕ2r+1((x− 2h)+) + · · ·

· · · − µ
(2r+1)
0 (2h)ϕ2r+1((x− 2(2r + 1)h)+), (1.5)

которая получена из функции BL2r+1,h
формальной заменой параметра h на 2h. Ясно, что

график функции BL2r+1,2h
не является растяжением по горизонтальной оси графика функ-

ции BL2r+1,h
. Носителем функции BL2r+1,2h

является отрезок [0; 2(2r + 1)h], узлами — точки
0, 2h, 4h, . . . , 2(2r+1)h, и эта функция (как и функция BL2r+1,h

) принадлежит ядру оператора
L2r+1 на любом интервале между двумя соседними узлами. Характеристический многочлен,

соответствующий оператору ∆
L2r+1

2h , имеет вид

PL2r+1,2h
(x) = (x2 − 1)

r
∏

j=1

(x4 − 2x2 cos 2αjh+ 1) =
2r+1
∑

s=0

(−1)2s+1−rµ(2r+1)
s (2h)x2s, (1.6)
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поскольку

∆
L2r+1

2h f(x) = (T 2 − E)

r
∏

j=1

(T 4 − 2T 2 cos 2αjh+ 1)f(x) =

2r+1
∑

s=0

(−1)2r+1−sµ(2r+1)
s (2h)f(x+ 2sh).

(1.7)
Напомним, что в этой формуле Tf(x) = f(x+ h) и E — тождественный оператор.

Нас интересует возможность представления функции BL2r+1,2h
в виде

BL2r+1,2h
(x) =

∑

s∈Z

γsBL2r+1,h
(x− (2r + 1− s)h) (x ∈ R) (1.8)

и явный вид коэффициентов γs = γs(h), если последняя формула имеет место. Формула (1.8)
является аналогом двухмасштабного соотношения (0.1). Для ее доказательства (в отличие от
классического кратномасштабного анализа) мы не будем привлекать аппарат преобразования
Фурье. Поскольку suppBL2r+1,2h

= [0; 2(2r + 1)h], сумма (1.8) состоит из конечного числа сла-
гаемых и представима в виде

BL2r+1,2h
(x) = γ2r+1BL2r+1,h

(x) + γ2rBL2r+1,h
(x− h) + · · ·+ γ0BL2r+1,h

(x− (2r + 1)h). (1.9)

Теорема 1. При любом h > 0 имеет место равенство

BL2r+1,2h
(x) = µ

(2r+1)
2r+1 (h)BL2r+1,h

(x) + µ
(2r+1)
2r (h)BL2r+1,h

(x− h) + · · ·

· · ·+ µ
(2r+1)
0 (h)BL2r+1,h

(x− (2r + 1)h), (1.10)

в котором коэффициенты µ
(2r+1)
s (h) (s = 0, 2r + 1) определены формулой (1.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1 будет проведем по схеме [8, теорема 1, способ 1], ис-
пользуя связь между характеристическими многочленами PL2r+1,h

и PL2r+1,2h
разностных опе-

раторов ∆
L2r+1

h и ∆
L2r+1

2h (т. е. иным способом, чем в монографии К.Чуи [1] при выводе соотно-
шения (0.1) для полиномиального B-сплайна ϕ(x) = Br,h(x)). Из равенств (1.1)–(1.7) следует,
что коэффициенты γs = γs(h) (s = 0, 2r + 1) в формулах (1.8) и (1.9) могут быть найдены из
равенства

∆
L2r+1

2h f(x) = γ2r+1∆
L2r+1

h f(x+ (2r + 1)h) + γ2r∆
L2r+1

h f(x+ 2rh) + · · ·+ γ0∆
L2r+1

h f(x).

При этом

PL2r+1,2h
(x)

PL2r+1,h
(x)

=
(x2 − 1)

∏r
j=1(x

4 − 2x2 cos 2αjh+ 1)

(x− 1)
∏r

j=1(x
2 − 2x cosαjh+ 1)

=
x2 − 1

x− 1

r
∏

j=1

(x2 − e2iαjh)(x2 − e−2iαjh)

(x− eiαjh)(x− e−iαjh)

= (x+ 1)

r
∏

j=1

(x2 + 2x cosαjh+ 1) =

2r+1
∑

s=0

µ(2r+1)
s (h)xs = γ2r+1x

2r+1 + γ2rx
2r + · · ·+ γ1x+ γ0.

Поэтому
γs = µ(2r+1)

s (h) (s = 0, 2r + 1),

т. е. γ2r+1 = 1, γ2r = 2
∑r

j=1 cosαjh, . . . , γ0 = 1 — коэффициенты при степенях x в многочлене

(x+ 1)
∏r

j=1(x
2 + 2x cosαjh+ 1). Теорема 1 доказана. �

З а м е ч а н и е 1. В теореме 1 установлен аналог двухмасштабного соотношения для три-
гонометрических B-сплайнов с равномерными узлами, определяемых оператором вида (1.1).
При этом расстояния между соседними узлами сплайна при переходе от функции BL2r+1,h

к
функции BL2r+1,2h

увеличивается в два раза. Из способа доказательства теоремы 1 становится
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ясно, как найти коэффициенты γs,k = γs,k(h) (k = 3, 4, . . .) и в аналогичном k-масштабном
соотношении, т. е. в формуле

BL2r+1,kh
(x) =

∑

s∈Z

γs,kBL2r+1,h
(x− (2r + 1− s)h).

Для их нахождения нужно разделить соответствующий многочлен

PL2r+1,kh
(x) = (xk − 1)

r
∏

j=1

(x2k − 2xk cos kαjh+ 1) = (xk − 1)

r
∏

j=1

(xk − eikαjh)(xk − e−ikαjh)

на многочлен

PL2r+1,h
(x) = (x− 1)

r
∏

j=1

(x2 − 2x cosαjh+ 1) = (x− 1)
r
∏

j=1

(x− eiαjh)(x− e−iαjh)

и вычислить коэффициенты γs,k алгебраического многочлена, полученного в результате ука-
занного деления.

2. Свойства “вложенных” подпространств тринометрических сплайнов

По аналогии с [8, теорема 2] назовем ψ-всплеском функцию вида

ψL2r+1,2h
(x) = µ

(2r+1)
0 (h)BL2r+1,h

(x)− µ
(2r+1)
1 (h)BL2r+1,h

(x− h) + · · ·

· · · − µ
(2r+1)
2r+1 (h)BL2r+1,h

(x− (2r + 1)h),

где функция BL2r+1,h
и числа µ

(2r+1)
s (h) (s = 0, 2r + 1) определены равенствами (1.3) и (1.2).

Поскольку оператор L2r+1 и число h > 0 у нас фиксированы, то в дальнейшем для краткости
будем записывать

µs = µ(2r+1)
s (h) (s = 0, 2r + 1).

Системы функций {BL2r+1,h
(x−kh)}k∈Z, {BL2r+1,2h

(x−kh)}k∈Z, {ψL2r+1,2h
(x−kh)}k∈Z линейно

независимы на R. Положим V1,h = span {BL2r+1,h
(x−kh)}k∈Z, V2,2h = span {BL2r+1,2h

(x−kh)}k∈Z
и W2,2h = span {ψL2r+1,2h

(x − kh)}k∈Z. При этом V2,h ⊂ V1,h. Следующая теорема указывает
связь определенных выше подпространств.

Теорема 2. При 0 < h < h0 = π/(2max1≤j≤r αj) имеет место равенство

V1,h = V2,h +W2,2h. (2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства теоремы 2 требуется установить, что су-
ществуют такие действительные числа {aj} и {bj}, что при 0 ≤ x ≤ (2r + 1)h имеет место
тождество

BL2r+1,h
(x) ≡

∑

j

ajBL2r+1,2h
(x− jh) +

∑

j

bjψL2r+1,2h
(x− jh).

Дальнейшее доказательство теоремы 2 практически полностью повторяет доказательство [8,
теорема 2]. Оно сводится к проверке того, что корни алгебраических многочленов степени 2r+1

T1(x) = µ0x
2r+1 + µ1x

2r + · · ·+ µ2rx+ µ2r+1 и T2(x) = −µ2r+1x
2r+1 + µ2rx

2r − · · · − µ1x+ µ0

являются попарно различными. В силу (1.2) имеем

T1(x) = −x2r+1P2r+1

(

−
1

x

)

= µ0(x+ 1)
r
∏

j=1

(1 + 2x cosαjh+ x2),
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T2(x) = −P2r+1(x) = −(x− 1)

r
∏

j=1

(x2 − 2x cosαjh+ 1).

Нулями многочлена T1(x) являются числа

x1 = −1, x2 = −eiα1h, x3 = −e−iα1h, x4 = −eiα2h, . . . , x2r+1 = −e−iαrh,

а многочлена T2(x) — числа

y1 = 1, y2 = eiα1h, y3 = e−iα1h, y4 = eiα2h, . . . , y2r+1 = e−iαrh.

Заметим, что условие 0 < h < h0 = π/(2max1≤j≤r αj) теоремы 2 гарантирует неравенства
xi 6= yj (i, j = 1, 2r + 1). Поэтому, учитывая, что µ2r+1 = µ0 = 1, теорема 2 доказана. �

З а м е ч а н и е 2. Равенство (2.1) является ключевым для дальнейшего построения си-
стемы вложенных подпространств предложенного выше варианта кратномасштабного анали-
за. А именно, положим

V1,2n−1h = span
{

BL
2r+1,2n−1h

(x− 2n−1kh)
}

k∈Z
, V2,2nh = span

{

BL2r+1,2nh
(x− 2n−1kh)

}

k∈Z
,

V2,2nh = span
{

ψL2r+1,2nh
(x− 2n−1kh)

}

k∈Z
(n ∈ N).

Тогда V2,2nh ⊂ V1,2n−1h и при достаточно малом h > 0 (см. ограничения в условии теоремы 2)
имеет место равенство

V1,2n−1h = V2,2nh +W2,2nh (n ∈ N).

З а м е ч а н и е 3. Анализ доказательств теорем 1 и 2 (для тригонометрических B-сплай-
нов) и работы [8] (экспоненциальные B-сплайны) показывает, что аналогичные результаты
справедливы и в более общем случае, а именно, для любого линейного дифференциального
оператора Ln произвольного порядка n с постоянными действительными коэффициентами
(старший коэффициент полагаем равным 1), который может быть записан в виде

Ln = Ln(D) =
k
∏

s=1

(D2 − 2γsD + γ2s + α2
s)

n−2k
∏

j=1

(D − βj),

где βj , γs, αs ∈ R, причем можно считать, что αs > 0 (если k ≥ 1). Соответствующий разност-
ный оператор для Ln имеет вид (см., например, [9])

∆Ln

h f(x) =

k
∏

s=1

(T 2 − 2Teγsh cosαsh+ e2γshE)

n−2k
∏

j=1

(T − eβjhE)f(x) =

n
∑

s=0

(−1)n−sµ(n)s (h)f(x+ sh),

а его характеристический многочлен —

PLn,h
(x) =

k
∏

s=1

(x2 − 2xeγsh cosαsh+ e2γsh)
n−2k
∏

j=1

(x− eβjh) =
n
∑

s=0

(−1)n−sµ(n)s (h)xs.

Масштабирующее соотношение для B-L-сплайнов вида (1.10) в общем случае также имеет
место, поскольку

PLn,2h
(x)

PLn,h
(x)

=

∏k
s=1(x

4 − 2e2γshx2 cos 2αsh+ e4γsh)
∏n−2k

j=1 (x2 − e2βjh)
∏k

s=1(x
2 − 2eγshx cosαsh+ e2γsh)

∏n−2k
j=1 (x− eβjh)

=
k
∏

s=1

(x2 + 2eγshx cosαsh+ e2γsh)
n−2k
∏

j=1

(x+ eβjh) = γnx
n + γn−1x

n−1 + · · ·+ γ1x+ γ0.
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Доказательство теоремы 2 для произвольного оператора Ln будет отличаться только более
общей формой многочленов T1(x) и T2(x), а именно,

T1(x) = −PLn,h
(x) = −

k
∏

s=1

(x2 − 2xeγsh cosαsh+ e2γsh)
n−2x
∏

j=1

(x− eβjh),

T2(x) = (−xn)PLn,h

(

−
1

x

)

= µ
(n)
0

k
∏

s=1

(1 + 2xeγsh cosαsh+ e2γshx2)

n−2x
∏

j=1

(1 + xeβjh).

Если шаг h > 0 брать достаточно малым (например, 0 < h < h0 = π/(2max1≤j≤k αj)), то нули
этих многочленов попарно не совпадают. Поэтому имеет место теорема 2.
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