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В работе получена оценка величины наилучшего среднеквадратического приближения En−1(f) про-

извольной комплекснозначной 2π-периодической функции f ∈ L2 подпространством ℑ2n−1 тригономет-

рических полиномов порядка не выше n−1 через ее неклассический модуль непрерывности ω∗
2m−1(f, δ) в

L2, порожденный конечно-разностным оператором порядка 2m − 1 с постоянными знакочередующимися

коэффициентами, равными по модулю единице. А именно, доказано, что для любых натуральных n ≥ 1
и m ≥ 2 справедливо соотношение
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We obtain an estimate for the best mean-square approximation En−1(f) of an arbitrary complex-valued

2π-periodic function f ∈ L2 by the subspace ℑ2n−1 of trigonometric polynomials of degree at most n − 1 in

terms of the nonclassical modulus of continuity ω∗
2m−1(f, δ)2 generated by a finite-difference operator of order

2m − 1 with alternating constant coefficients equal to 1 in absolute value. The following relation is proved for

any natural n ≥ 1 and m ≥ 2:
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1. Введение

Результат Н.П.Корнейчука 1961 г. (см. [1, гл. 6, § 6.2, теорема 6.2.2]) о точной константе в
неравенстве Джексона между величиной наилучшего равномерного приближения непрерыв-
ной 2π-периодической функции тригонометрическими полиномами порядка не выше n − 1 и
равномерным модулем непрерывности приближаемой функции в точке π/n получил широкое
развитие. В частности, в 1967 г. Н.И.Черных [2] установил аналогичный результат в про-
странстве L2 на периоде, а именно нашел точную константу в соответствующем неравенстве
Джексона (с первым L2-модулем непрерывности). Он также получил [3] точное неравенство
Джексона— Стечкина со старшим L2-модулем непрерывности. Относительно недавно в про-
странстве L2 стали изучаться неравенства Джексона— Стечкина с обобщенными модулями
непрерывности, порожденными как конечно-разностными операторами с переменными коэф-
фициентами (зависящими от шага) [4], так и бесконечно-разностными операторами с постоян-
ными коэффициентами [5; 6]. Кроме того, в процитированных работах [5; 6] С.Н.Васильева и
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совместных работах А.И.Козко, А.В.Рождественского [7;8] исследовались точные константы
в прямых теоремах теории приближения в пространстве L2 с модулем непрерывности Бо-
мана— Шапиро. В работе Н.А.Барабошкиной [9] была найдена точная константа в неравен-
стве Джексона— Стечкина между величиной наилучшего L2-приближения 2π-периодической
функции f ∈ L2 тригонометрическими полиномами порядка не выше n − 1 и ее некласси-
ческим модулем непрерывности ω∗

2m−1(f, δ) при δ = 2π/n; указанный неклассический модуль
непрерывности порожден конечно-разностным оператором порядка 2m−1 с постоянными зна-
кочередующимися коэффициентами, равными по модулю единице.

В данной работе получено точное неравенство между величиной наилучшего приближения
функции f из L2 тригонометрическими полиномами порядка не выше n − 1 и усредненным
значением квадрата модуля непрерывности ω∗

2m−1(f, t) по отрезку [0, π/n] с весом sinnt.

Перейдем к более детальному изложению результата и соответствующей истории вопроса.
Нам понадобятся следующие обозначения:

L2 — пространство 2π-периодических комплекснозначных измеримых функций f , квадрат
которых суммируем на периоде T = R/(2πZ) = [0, 2π), с конечной нормой

‖f‖ := ‖f‖L2 =

(
1

2π

2π∫

0

|f(x)|2 dx
)1/2

;

L
(0)
2 = L2, L

(r)
2 (r ∈ N) — множество функций f, у которых производные f (r−1) порядка r − 1

абсолютно непрерывны на T, а производные f (r) принадлежат L2;

ℑ2n−1 :=
{
Tn−1 : Tn−1(x) =

n−1∑

k=−(n−1)

ake
ikx, ak ∈ C

}

— подпространство тригонометрических полиномов порядка не выше n − 1 с комплексными
коэффициентами;

En−1(f) := inf
{
‖f − Tn−1‖ : Tn−1 ∈ ℑ2n−1

}
(1.1)

— величина наилучшего приближения функции f ∈ L2 подпространством ℑ2n−1.

Хорошо известно, что точную нижнюю грань в правой части равенства (1.1) реализует
частная сумма

Sn−1(f, x) =
∑

|k|≤n−1

ck(f)e
ikx

порядка n− 1 ряда Фурье

f(x) =
+∞∑

k=−∞
ck(f)e

ikx, ck(f) =
1

2π

2π∫

0

f(t)e−ikt dt,

функции f. При этом

En−1(f) =
( ∑

|k|≥n

|ck(f)|2
)1/2

=
( ∞∑

k=n

ρ2k(f)
)1/2

, (1.2)

где положено ρ20(f) = |c0(f)|2, ρ2k(f) = |ck(f)|2 + |c−k(f)|2, k ∈ N.

Модуль непрерывности порядка m ∈ N функции f ∈ L2 определяется равенством

ωm(f, δ) = sup
{
‖∆m

t f‖ : |t| ≤ δ
}
, δ ≥ 0, (1.3)

где ∆m
t f(x) =

∑m
ν=0(−1)m−νCν

mf(x+ νt) — разность m-го порядка функции f с шагом t.
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Напомним, что среди экстремальных задач теории аппроксимации функций одной из важ-
ных является задача о точных неравенствах типа Джексона— Стечкина

En−1(f) ≤ χn−rωm(f (r), τ/n)
(
r ∈ Z+, n,m ∈ N, τ > 0

)

на классах L
(r)
2 (L

(0)
2 ≡ L2), где χ — величина, не зависящая от f. Эту задачу в разное время

исследовали многие математики (см., например библиографию, в [10; 11]).
Как уже говорилось выше, в последнее время вместо модуля непрерывности вводят в рас-

смотрение различные обобщенные модули непрерывности, частным случаем которых является
классический модуль непрерывности (1.3) порядка m, и для них исследуют неравенство типа
Джексона – Стечкина. Следуя работам [4; 9], при любом m ∈ N введем разностный оператор

∆∗
t,2m−1f(x) =

2m−1∑

ν=0

(−1)ν+1f(x+ νt), (1.4)

действующий из L2 в L2. Определим соответствующий модуль непрерывности функции f ∈ L2 :

ω∗
2m−1(f, δ) := sup

{
‖∆∗

t,2m−1f‖ : |t| ≤ δ
}
, δ ≥ 0. (1.5)

Заметим, что при m = 1 модуль непрерывности (1.5) совпадает с классическим модулем
непрерывности первого порядка ω(f ; δ) при всех f ∈ L2 и δ ≥ 0.

Фиксируя m,n ∈ N и γ > 0, рассмотрим задачу отыскания точной константы K
∗ =

K
∗(m,n; γ) в неравенстве Джексона— Стечкина

En−1(f) ≤ K
∗ω∗

2m−1

(
f,

γ

n

)
, f ∈ L2.

Иными словами, требуется определить значение следующей величины:

K
∗(m,n; γ) := sup

{ En−1(f)

ω∗
2m−1 (f, γ/n)

: f ∈ L2, f 6≡ const
}
. (1.6)

Задачу (1.6) при m = 1 и γ = π решил Н.И.Черных [2; 3]. Он доказал, что K
∗(1, n;π) =

1√
2
.

Для произвольных m,n ∈ N, m ≥ 2 и γ > 0 из [4, теорема 1] следует, что

K
∗(m,n; γ) ≥ 1√

2m
. (1.7)

Это неравенство вытекает также из результатов [7, теорема 1; 8, следствия 1.1, 1.3; 6, теоре-
ма 2].

В [9] доказано, что для любых m,n ∈ N,m ≥ 2, n ≥ 1 и произвольной функции f ∈ L2

справедливо неравенство

En−1(f) ≤
1√
2m

[
n

4

2π/n∫

0

(
ω∗
2m−1(f, t)

)2
ϕn(t) dt

]1/2
, (1.8)

где ϕn(t) = sin
nt

2
+

1

2
sinnt. Отсюда вытекают следующие неравенства, установленные в [9]:

En−1(f) ≤
1√
2m

ω∗
2m−1

(
f,

2π

n

)
, f ∈ L2,

K
∗(m,n; 2π) ≤ 1√

2m
. (1.9)

В результате сопоставления (1.7) и (1.9) в [9] доказано, что K
∗(m,n; 2π) =

1√
2m

при

m,n ∈ N, m ≥ 2.
В данной статье продолжается указанная тематика для характеристик гладкости (1.4).

Здесь получены точные неравенства вида (1.8), где вместо весовой функции ϕn(t) выступает
функция sinnt для t ∈ (0, π/n].
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2. Основной результат

Основным результатом этой работы является следующее утверждение.

Теорема 1. Для любых m,n ∈ N, m ≥ 2, n ≥ 1 и для произвольной функции f ∈ L2

справедливы неравенства

En−1(f) ≤
χm√
2

[
n

2

π/n∫

0

(
ω∗
2m−1(f, t)

)2
sinntdt

]1/2
, (2.1)

где

χm =
(
m− 2

m−1∑

l=1

l

4(m− l)2 − 1

)−1/2
. (2.2)

В частности, χ1 = 1, χ2 =

√
3

2
, χ3 =

√
15

23
, χ4 =

√
105

176
, χ5 =

√
315

563
, · · · .

Неравенство (2.1) точно в том смысле, что существует функция f0 ∈ L2, f0 6≡ const, для

которой (2.1) обращается в равенство.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся равенством, доказанным в работе [9]:

‖∆∗
t,2m−1f(·)‖22 =

∞∑

k=1

ρ2kPk(t), t ∈ R, (2.3)

где

Pk(t) = 2m− 2

2m−1∑

l=1

(−1)l+1(2m− j) cos jkt. (2.4)

Сгруппируем косинусы с четными и нечетными l, как это сделано в работе [9], и, заметив,
что сумма в правой части (2.4) не изменится, если суммирование производить по l от 1 до 2m,
представим равенство (2.4) в виде

Pk(t) = 2m− 2

m∑

l=1

[
(2m− 2l + 1) cos(2l − 1)kt − 2(m− l) cos 2lkt

]
. (2.5)

Учитывая равенство (2.5), из (2.3) получаем

(
ω∗
2m−1(f, t)

)2 ≥ ‖∆∗
t,2m−1f(·)‖22 ≥

∞∑

k=n

ρ2kPk(t)

= 2m
∞∑

k=n

ρ2k − 2
∞∑

k=n

ρ2k

m∑

l=1

[
(2m− 2l + 1) cos(2l − 1)kt− 2(m− l) cos 2lkt

]
. (2.6)

Для ν ∈ Z+ определим величину ϕ̂(ν) =

∫ π/n

0
sinnt cos νtdt. Легко проверить, что ϕ̂(0) =

2/n, ϕ̂(n) = 0 и кроме того при любом l ∈ N и k ≥ n, k, n ∈ N выполняются неравенства

ϕ̂(2lk) = − 2n

(2lk)2 − n2
cos2

lk

n
π ≤ 0, (2.7)

ϕ̂((2l − 1)k) = − 2n

((2l − 1)k)2 − n2
cos2

(2l − 1)k

2n
π ≤ 0. (2.8)
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Заметим, что

ϕ̂(2ln) = − 2

n((2l)2 − 1)
, ϕ̂((2l − 1)n) ≡ 0, l ∈ N. (2.9)

Умножив неравенства (2.6) на функцию sinnt и проинтегрировав обе части полученного таким
образом соотношения по переменному t от 0 до π/n, затем поделив обе части полученного
результата на число (4m)/n с учетом (2.7) и (2.8), приходим к неравенству

E2
n−1(f) ≤

n

4m

π/n∫

0

(
ω∗
2m−1(f, t)

)2
sinntdt+

n

2m

∞∑

k=n

ρ2k

m∑

l=1

[
(2m−2l+1)ϕ̂((2l−1)k)−2(m−l)ϕ̂(2lk)

]
.

Прибавляя и вычитая внутри суммы по l от 1 до m выражения

2(m− l)ϕ̂(2ln) = − 4(m− l)

n((2l)2 − 1)
(2.10)

и учитывая равенства (1.2) и (2.10), запишем неравенство

E2
n−1(f) ≤

n

4m

π/n∫

0

(
ω∗
2m−1(f, t)

)2
sinntdt

+
n

2m

∞∑

k=n

ρ2k

m∑

l=1

[
(2m−2l+1)ϕ̂((2l−1)k)−2(m−l)

(
ϕ̂(2lk)−ϕ̂(2ln)

)]
+

2

m
E2

n−1(f)
m−1∑

l=1

l

4(m− l)2 − 1
.

Отсюда получаем

(
m− 2

m−1∑

l=1

l

4(m− l)2 − 1

)
E2

n−1(f) ≤
n

4

π/n∫

0

(
ω∗
2m−1(f, t)

)2
sinntdt

+
n

2

∞∑

k=n

ρ2k

m∑

l=1

{
(2m− 2l + 1)ϕ̂((2l − 1)k) − 2(m− l)

[
ϕ̂(2lk) − ϕ̂(2ln)

]}
. (2.11)

Из (2.11) следует, что для получения неравенства En−1(f) ≤
χm√
2

[
n

2

∫ π/n

0

(
ω∗
2m−1(f, t)

)2
sinntdt

]1/2

достаточно доказать, что при любых m ≥ 2, 1 ≤ l ≤ m, k ≥ n величины

µl,k = (2m− 2l + 1)ϕ̂((2l − 1)k)− 2(m− l)
[
ϕ̂(2lk) − ϕ̂(2ln)

]
≤ 0, (2.12)

m− 2
m−1∑

l=1

l

4(m− l)2 − 1
≥ 0. (2.13)

Докажем по индукции неравенство (2.13). При m = 2 условие выполняется. Пусть оно
выполняется при m = k, докажем его выполнение при m = k + 1 :

k + 1− 2

k∑

l=1

l

4(k + 1− l)2 − 1
≥ k + 1− 2

k∑

l=1

l

4(k − l)2 − 1

= k − 2
k−1∑

l=1

l

4(k − l)2 − 1
+ 1− 2

k

4(k − k)2 − 1
= k − 2

k−1∑

l=1

l

4(k − l)2 − 1
+ 1 + 2k ≥ 0.

Для доказательства (2.12) рассмотрим сначала случай l = 1 и k = n. В этом случае имеем
µ1,n = (2m− 1)ϕ̂(n) = 0. Далее при k > n, 1 ≤ l ≤ m, (l, k) 6= (1, n) значение ϕ̂((2l − 1)k) ≤ 0,
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а потому для выполнения (2.12) нужно доказать, что ϕ̂(2lk) − ϕ̂(2ln) ≥ 0. Но это очевидно,
поскольку

ϕ̂(2lk)− ϕ̂(2ln) = − 2n

(2lk)2 − n2
cos2

lk

n
π +

2n

(2ln)2 − n2

=
2n

(2ln)2 − n2
− 2n

(2lk)2 − n2
+

2n

(2lk)2 − n2
sin2

lk

n
π

=
2(2l)2(k2 − n2)

n((2l)2 − 1)((2lk)2 − n2)
+

2n

(2lk)2 − n2
sin2

lkπ

n
> 0.

Этим неравенство (2.12) и вместе с ним неравенство (2.1) доказаны.
Докажем, что для функции f0(x) = cosnx ∈ L2 в неравенстве (2.1) имеет место знак

равенства. В самом деле, из (2.3) с учетом (2.4) получаем

(
ω∗
2m−1(f0, t)

)2
= 2m− 2

m∑

l=1

[
(2m− 2l + 1) cos(2l − 1)nt− 2(m− l) cos 2lnt

]
. (2.14)

Интегрируя равенство (2.14) по отрезку [0, π/n] с весом sinnt, в силу равенств (2.9) имеем

π/n∫

0

(
ω∗
2m−1(f0, t)

)2
sinntdt = 2m

2

n
− 2

m∑

l=1

[
(2m− 2l + 1)ϕ̂((2l − 1)n)− 2(m− l)ϕ̂(2ln)

]

= m
4

n
− 8

n

m−1∑

l=1

m− l

(2l)2 − 1
=

4

n

(
m− 2

m−1∑

l=1

m− l

4l2 − 1

)
=

4

n

(
m− 2

m−1∑

l=1

l

4(m− l)2 − 1

)
=

4

n
χ−2
m ,

откуда
χm√
2

[n
2

∫ π/n

0

(
ω∗
2m−1(f0, t)

)2
sinnt dt

]1/2
= 1 = En−1(f0), чем и завершаем доказатель-

ство теоремы 1.

Следствие 1. Для любых m,n ∈ N, m ≥ 2, n ≥ 1 и произвольной функции f ∈ L2 спра-

ведливо равенство

sup
f∈L2

f 6=const

En−1(f)
[n
2

∫ π/n

0

(
ω∗
2m−1(f,t)

)2
sinntdt

]1/2 =
χm√
2
. (2.15)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, с одной стороны, из неравенства (2.1) следует,
что

sup
f∈L2

f 6=const

En−1(f)
[n
2

∫ π/n

0

(
ω∗
2m−1(f,t)

)2
sinntdt

]1/2 ≤ χm√
2
, (2.16)

а с другой стороны, для рассмотренной в конце теоремы 1 функции f0(x) = cosnx ∈ L2

получаем

sup
f∈L2

f 6=const

En−1(f)
[n
2

∫ π/n

0

(
ω∗
2m−1(f,t)

)2
sinntdt

]1/2 ≥ En−1(f0)
[n
2

∫ π/n

0

(
ω∗
2m−1(f0,t)

)2
sinntdt

]1/2 =
χm√
2
. (2.17)

Сопоставляя неравенствf (2.16) и (2.17), получаем требуемое равенство (2.15), откуда и
следует утверждение следствия 1. �

Следствие 2. Для произвольной функции f ∈ L2 справедливо неравенство

En−1(f) ≤
χm√
2
ω∗
2m−1

(
f,

π

n

)
. (2.18)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, учитывая, что модуль непрерывности ω∗
2m−1(f, t)

является неубывающей функцией по t, из (2.1) получаем

En−1(f) ≤
χm√
2

[
n

2

π/n∫

0

{
ω∗
2m−1(f, t)

}2
sinntdt

]1/2

≤ χm√
2
ω∗
2m−1

(
f,

π

n

) [
n

2

π/n∫

0

sinntdt

]1/2
=

χm√
2
ω∗
2m−1

(
f,

π

n

)
,

откуда и следует (2.18). �

Поскольку все промежуточные производные функции f ∈ L
(r)
2 также принадлежат про-

странству L2, как и сама функция f, то определенный интерес представляет вычисление экс-
тремальных характеристик, содержащих величины наилучших приближений промежуточных
производных f (r−ν) элементами подпространства ℑ2n−1 в L2.

Теорема 2. Пусть r ∈ Z+, m,n ∈ N и ν = 0, 1, 2, . . . , r. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

nνEn−1(f
(r−ν))

[n
2

∫ π/n

0

{
ω∗
2m−1(f

(r), t)
}2

sinntdt
]1/2 =

χm√
2
, (2.19)

где число χm определяется формулой (2.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение теоремы при ν = r = 0 совпадает с утверждением
следствия 1. Поэтому далее будем рассматривать случай r ≥ 1. Если ν = 0, то, используя
(2.15) и учитывая, что f (r) ∈ L2, согласно утверждению следствия 1 имеем

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

En−1(f
(r))

[n
2

∫ π/n

0

{
ω∗
2m−1(f

(r), t)
}2

sinntdt
]1/2 = sup

g∈L2
g6=const

En−1(g)
[n
2

∫ π/n

0

{
ω∗
2m−1(g, t)

}2
sinntdt

]1/2 =
χm√
2
.

(2.20)
Здесь мы учли, что функция f0(x) = cosnx (на которой неравенство (2.16) обращается в

равенство) принадлежит L
(r)
2 .

Пусть натуральное число ν ∈ [1, r]. В [12, с. 122–124] для произвольной функции f ∈ L
(r)
2

доказано неравенство типа Колмогорова

En−1(f
(r−ν)) ≤

(
En−1(f

(r))
)1−ν/r(

En−1(f)
)ν/r

. (2.21)

Из первого равенства в (2.20) для f ∈ L
(r)
2 получаем

En−1(f
(r)) ≤ χm√

2

[
n

2

π/n∫

0

(
ω∗
2m−1(f

(r), t)
)2

sinntdt

]1/2
. (2.22)

Для произвольной функции f ∈ L
(r)
2 хорошо известно неравенство [3]

En−1(f) ≤
1

nr
En−1(f

(r)). (2.23)

Учитывая (2.22), из (2.23) для произвольной f ∈ L
(r)
2 выводим

En−1(f) ≤
χm√
2

1

nr

[
n

2

π/n∫

0

(
ω∗
2m−1(f

(r), t)
)2

sinntdt

]1/2
. (2.24)
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Подставляя в правую часть формулы (2.21) вместо En−1(f
(r))2 и En−1(f) соответствующие

оценки сверху из формулы (2.22) и (2.24), будем иметь

En−1(f
(r−ν)) ≤ χm√

2

1

nν

[
n

2

π/n∫

0

(
ω∗
2m−1(f

(r), t)
)2

sinntdt

]1/2
. (2.25)

Из (2.25) для любого натурального ν = 1, 2, . . . , r следует оценка сверху экстремальной харак-
теристики

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

nνEn−1(f
(r−ν))

[n
2

∫ π/n

0

(
ω∗
2m−1(f

(r), t)
)2

sinntdt
]1/2 ≤ χm√

2
. (2.26)

Для рассмотренной выше функции f0(x) = cosnx ∈ L
(r)
2 , для которой

En−1(f
(r−ν)) = nr−ν ,

[
n

2

π/n∫

0

(
ω∗
2m−1(f

(r)
0 , t)

)2
sinntdt

]1/2
=

√
2nr χ−1

m ,

получаем оценку снизу величины, стоящей в левой части неравенства (2.26):

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

nνEn−1(f
(r−ν))

[n
2

∫ π/n

0

(
ω∗
2m−1(f

(r), t)
)2

sinntdt
]1/2 ≥ nνEn−1(f

(r−ν)
0 )

[n
2

∫ π/n

0

(
ω∗
2m−1(f

(r)
0 , t)

)2
sinntdt

]1/2 =
χm√
2
.

(2.27)
Требуемое неравенство (2.19) получаем из сопоставления оценки сверху (2.26) и оценки

снизу (2.27), чем и завершаем доказательство теоремы 2.
Из доказанной теоремы вытекает

Следствие 3. В условиях теоремы 2 справедливы неравенства

En−1(f
(r−ν)) ≤ χm√

2

1

nν
ω∗
2m−1

(
f (r),

π

n

)
(ν = 1, 2, . . . , r − 1 r ∈ N),

где константа χm определена равенством (2.2).

Авторы благодарят доктора физ.-мат. наук А. Г.Бабенко за полезное обсуждение резуль-
татов статьи и ценное замечание.
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