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Изучены три взаимосвязанные экстремальные задачи в пространстве H аналитических в единичном

круге функций, граничные значения которых на части γ1 единичной окружности Γ принадлежат про-

странству L∞

ψ1
(γ1) функций существенно ограниченных на γ1 с весом ψ1, а на множестве γ0 = Γ \ γ1
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ψ0
(γ0) с весом ψ0. А именно, на классе Q функций из H с нормой L∞

ψ0
(γ0)
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1. Введение

1.1. Обозначения. В дальнейшем D = {z : |z| < 1} — открытый единичный круг, ограни-
ченный единичной окружностью Γ =

{
z = eit : t ∈ [0, 2π]

}
. Пусть E1 — измеримое подмноже-

ство отрезка [0, 2π] положительной меры и γ1 =
{
z = eit : t ∈ E1

}
соответствующее подмноже-

ство окружности Γ. Естественно считать меру E1 мерой множества γ1; для этой меры будет
использоваться обозначение m(γ1).

Рассмотрим пространство Харди H1(D) функций, аналитических в круге D. Известно (см.,
например, [15, гл. III, § 1, п.1.7]), что для функции f из пространства H1(D) почти всюду на
Γ существуют некасательные предельные граничные значения, которые составляют функцию
из L1(Γ); эту функцию обозначают тем же символом f.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 15-01-02705), Программы государственной под-
держки ведущих научных школ (НШ-9356.2016.1) и Программы повышения конкурентоспособности
УрФУ (постановление № 211 Правительства РФ от 16.03.2013, контракт № 02.A03.21.0006 от 27.08.2013).
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Через φ обозначим неотрицательную суммируемую на [0, 2π] функцию, а через φ1 и φ0 — ее
сужения соответственно на E1 и E0 = [0, 2π]\E1. На γ1 и γ0 = Γ\γ1 определим функции ψk, k =
0, 1, равенствами

ψk(e
it) = 1/φk(t), t ∈ Ek, k = 0, 1.

Введем подпространство H = H(φ) пространства H1(D) функций, граничные значения
которых на γk, k = 0, 1, имеют конечные L∞-нормы с весом ψk, т. е.

‖f‖L∞

ψk
(γk) =

∥∥f(ei·)/φk
∥∥
L∞(Ek)

< +∞, k = 0, 1;

функция f ∈ H1(D) принадлежит H в том и только том случае, если существует констан-
таM, 0 ≤M < +∞, такая, что почти всюду на [0, 2π] справедливо неравенство |f(eit)| ≤Mφ(t).

В H(φ) выделим класс Q функций, граничные значения которых на γ0 удовлетворяют усло-
вию ‖f‖L∞

ψ0
(γ0) = ‖f(ei·)/φ0‖L∞(E0) ≤ 1, или, другими словами, почти всюду на E0 справедливо

неравенство |f(eit)| ≤ φ0(t).
Пусть K — подмножество единичного круга D и пусть B = B(K) — некоторое банахо-

во пространство функций, определенных на множестве K, с нормой ‖ · ‖B , такое, что имеет
место вложение Q ⊂ B(K). Обозначим через Υ оператор, определенный на подпространстве
L1(γ1) функций, являющихся граничными значениями на γ1 функций пространства H1(D), и
ставящий в соответствие граничным значениям аналитической функции на γ1 ее сужение на
множество K.

Функцию вещественного переменного δ ∈ [0,∞), определяемую равенством

ω(δ) = ω(δ; Υ, Q) = sup
{
‖f‖B : f ∈ Q, ‖f‖L∞

ψ1
(γ1) ≤ δ

}
, (1.1)

называют модулем непрерывности оператора Υ на классе Q. Из определения (1.1) следует,
что для функций пространства H(φ) справедливо точное неравенство

‖f‖B ≤ ‖f‖L∞

ψ0
(γ0) ω

(‖f‖L∞

ψ1
(γ1)

‖f‖L∞

ψ0
(γ0)

)
.

1.2. Постановка и обсуждение задач. В данной статье рассматривается три взаимо-
связанные экстремальные задачи на классе функций Q.

Изначальной является задача оптимального восстановления аналитической в единичном
круге функции по заданным с известной погрешностью δ по норме L∞

ψ1
(γ1) ее граничным

значениям на γ1 и дополнительной информации принадлежности функции классу Q. Более
точно, пусть для неизвестной функции f из класса Q задана функция q ∈ L∞

ψ1
(γ1) такая,

что почти всюду на E1 справедливо неравенство |f(eit) − q(eit)| ≤ δφ1(t), или, что то же
самое, ‖f − q‖L∞

ψ1
(γ1) ≤ δ. Мы хотим наилучшим (оптимальным) способом восстановить по q

функцию f на K. В качестве множества методов восстановления R, из которых выбирается
оптимальный, будем рассматривать множество O всех возможных, B-ограниченных, или L-
линейных операторов из L∞

ψ1
(γ1) в B(K). Формальная постановка задачи такова. Для числа

δ ≥ 0 и метода восстановления T ∈ R величина

U(T, δ) = sup
{
‖f − Tq‖B : f ∈ Q, q ∈ L∞

ψ1
(γ1), ‖f − q‖L∞

ψ1
(γ1) ≤ δ

}
(1.2)

является погрешностью восстановления функций класса Q по их граничным значениям на γ1,
заданным с ошибкой δ по норме L∞

ψ1
(γ1), методом T. Тогда

E(δ) = ER(δ) = inf {U(T, δ) : T ∈ R} (1.3)

есть величина оптимального восстановления на множестве K (или, что то же самое, опти-
мального восстановления оператора Υ) функций класса Q по их δ-приближенным граничным
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значениям на γ1 с помощью методов восстановления R. Задача состоит в вычислении величи-
ны E(δ) и определении оптимального метода восстановления — оператора, на котором в (1.3)
достигается нижняя грань.

Задача (1.3) есть частный случай задачи оптимального восстановления операторов на клас-
се элементов банахова пространства по неполной (в частности, неточной) информации; общие
результаты в этой тематике и дальнейшие ссылки можно найти в [3–5; 11; 13]. Результаты,
связанные с оптимальным восстановлением на классах аналитических функций, можно найти
в монографии [14] и в работе автора [2].

Так как множество γ1 имеет положительную меру, то оно является множеством единствен-
ности (см., например, [9, гл. X, § 2]) для функций пространства H1(D). Метод восстановления
функции f ∈ H1(D) по ее (точным) граничным значениям на γ1 дает формула Карлемана —
Голузина — Крылова [8] (см. также [1, гл. I, § 1])

f(z) = lim
σ→−∞

1

2πi

∫

γ1

f(ζ)

ζ − z

(ϕ(z)
ϕ(ζ)

)σ
dζ, z ∈ D,

где ϕ — произвольная аналитическая и ограниченная в D функция, удовлетворяющая усло-
виям

|ϕ(ζ)| = 1, ζ ∈ γ0 = Γ \ γ1; |ϕ(z)| > 1, z ∈ D.

В случае, когда граничные значения функции на γ1 заданы с погрешностью, задача вос-
становления значения аналитической функции в точке z ∈ D (аналитического продолжения
с части границы области) является некорректной. Эту задачу исследовал М.М.Лаврентьев
[10, гл. II, § 1, п. 4–5] (см. также [1, гл. I, § 2]). Предложенные методы регуляризации имеют в
качестве ядра введенные им функции Карлемана, являющиеся по сути аппроксимациями ядра
Коши. Примером такого регуляризующего метода является конструкция, основанная на фор-
муле Карлемана — Голузина — Крылова. Регуляризирующий метод (метод восстановления)
Rσ имеет вид

(Rσq)(z) =
1

2πi

∫

γ1

q(ζ)

ζ − z

(ϕ(z)
ϕ(ζ)

)σ
dζ.

Нашей же целью при исследовании задачи (1.3) является построение наилучшего (оптималь-
ного) метода восстановления.

В данной работе наряду с задачей (1.3) рассмотрена задача об оптимальном выборе ин-
формационного множества γ1 в (1.3) в классе множеств с заданной мерой. Более точно, для
параметров δ, µ, удовлетворяющих условиям δ > 0, 0 < µ < 2π, положим

ER(δ, µ) = inf {ER(δ) : m(γ1) ≤ µ} . (1.4)

Задача состоит в том, чтобы найти величину (1.4) и множество γ1, на котором она достигается.
Общую постановку задачи выбора оптимальной информации можно найти в работе [12].

С задачей восстановления (1.3) тесно связана задача наилучшего приближения операто-
ра Υ линейными ограниченными операторами. Точная постановка задачи такова. Пусть L(N)
есть множество линейных ограниченных операторов из L∞

ψ1
(γ1) в B(K), норма которых не

превосходит число N ≥ 0. Величина

U(T ) = sup {‖f − Tf‖B : f ∈ Q} (1.5)

является уклонением оператора T ∈ L(N) от оператора Υ на классе функций Q. Соответ-
ственно величина

E(N) = inf {U(T ) : T ∈ L(N)} (1.6)
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есть наилучшее приближение оператора Υ множеством линейных ограниченных оператор-
ов L(N) на классе Q. Задача состоит в том, чтобы вычислить величину E(N) и найти экстре-
мальный оператор, на котором в (1.6) достигается нижняя грань.

Задача (1.6) является частным случаем задачи Стечкина о приближении неограниченно-
го оператора ограниченными операторами на классе элементов банахова пространства; этой
задаче к настоящему времени посвящено большое число исследований (см. работы [4; 5] и
приведенную в них библ.). В частности, известна взаимосвязь задачи Стечкина с задачами
оптимального восстановления и модулем непрерывности оператора. Для задач (1.3), (1.6) и
модуля непрерывности (1.1) эта взаимосвязь будет существенно использоваться в данной ра-
боте и выражается следующим образом. Введем обозначения

∆(N) = sup {ω(δ) −Nδ : δ ≥ 0} , N > 0; (1.7)

l(δ) = inf {E(N) +Nδ : N > 0} , δ ≥ 0.

Как частный случай результата С.Б.Стечкина [16] (см. также [5, теорема 1.1]), для вели-
чин (1.6) и (1.1) справедливы неравенства

E(N) ≥ ∆(N), N > 0; (1.8)

ω(δ) ≤ l(δ), δ ≥ 0. (1.9)

Следующее уточнение неравенства (1.9) является частным случаем общего утверждения, свя-
зывающего задачу о модуле непрерывности оператора и задачу Стечкина с задачами опти-
мального восстановления (см. [5, теорема 2.1])

ω(δ) ≤ EO(δ) ≤ EL(δ) = EB(δ) ≤ l(δ), δ ≥ 0. (1.10)

В настоящей работе в подразд. 2.1 с помощью теоремы Сегё будет выписан модуль непре-
рывности (1.1) оператора Υ. В подразд. 2.2 получено решение задач (1.3) и (1.6) в случае,
когда множество K есть точка z0 ∈ D, т. е. задач оптимального восстановления и наилучшего
приближения функционала. В подразд. 2.3 будет получено решение задачи (1.3) оптимально-
го восстановления оператора Υ для произвольного множества K и задачи (1.6) наилучшего
приближения оператора Υ в случае, когда K — подмножество линии уровня гармонической
меры множества γ1 относительно круга D. Наконец, в подразд. 2.4 изучена задача (1.4), если
K есть подмножество радиуса круга D.

2. Оптимальное восстановление и наилучшее приближение оператора

аналитического продолжения с части границы

2.1. Теорема Сегё и модуль непрерывности оператора Υ. Для η > 0 определим
функцию Φη равенством

Φη(t) =

{
φ0(t), t ∈ E0,
ηφ1(t), t ∈ E1;

(2.1)

в случае η = 1 имеет место равенство Φ1 = φ. В дальнейшем предполагается, что функции
lnφk, k = 0, 1, суммируемы соответственно на Ek. Ясно, что в этом случае при всех η > 0
функции Φη и ln Φη суммируемы на (0, 2π).

Предположим, что на множестве K задана конечная мера m̃ и, что B = B(K) есть функци-
ональная банахова структура (функциональная банахова решетка) — банахово пространство
функций, измеримых по мере m̃ на множестве K, с монотонной нормой, а точнее, обладающих
свойством

(B) если f2 ∈ B(K) и почти всюду на K |f1(z)| ≤ |f2(z)|, то f1 ∈ B(K) и ‖f1‖B ≤ ‖f2‖B .
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Будем считать, что функция ǫ ≡ 1 принадлежит пространству B(K) и ее норма равна единице:
‖ǫ‖B = 1. Отсюда следует, что все существенно ограниченные функции принадлежат B(K).

В дальнейших рассуждениях будет использоваться приведенный ниже в тереме А хоро-
шо известный результат Г.Сегё [17] (см. также [15, гл II, § 6, п. 6.1]). Для неотрицательной
функции ϕ ∈ L1(0, 2π) такой, что lnϕ ∈ L1(0, 2π), функция

s(z, ϕ) = exp

(
1

2π

2π∫

0

eit + z

eit − z
lnϕ(t) dt

)
(2.2)

называется функцией Сегё (максимальной функцией). Для предельных граничных значений
почти всюду на (0, 2π) имеет место равенство |s(eit, ϕ)| = ϕ(t).

Теорема А (Г.Сегё, 1921). Пусть ϕ — периодическая, неотрицательная, измеримая на

[0, 2π] функция, для которой выполняются условия ϕ ∈ Lp(0, 2π), p ≥ 1; lnϕ ∈ L1(0, 2π).
Тогда функция s(z, ϕ) принадлежит пространству Харди Hp(D), и для любой функции f ∈
Hp(D), удовлетворяющей почти всюду на (0, 2π) неравенству

|f(eit)| ≤ ϕ(t),

в произвольной точке z круга D справедливо неравенство

|f(z)| ≤ |s(z, ϕ)|.

При этом, если хотя бы в одной точке z∗ круга D имеет место равенство |f(z∗)| = |s(z∗, ϕ)|,
то существует ε, |ε| = 1, такое, что f(z) = εs(z, ϕ), z ∈ D.

Для функции Сегё с граничной функцией Φδ, т. е. функцией, определенной равенством (2.1)
при η = δ, введем специальные обозначения

sδ(z) = s(z,Φδ), s(z) = s1(z) = s(z, φ).

Пусть w = w(·, γ1,D) — гармоническая в круге D функция, имеющая почти всюду на γ1
граничные значения, равные единице, и на γ0 = Γ \ γ1 равные нулю. Значение w(z, γ1,D) этой
функции в точке z ∈ D называется (см., например, [9, гл. VIII, § 4]) гармонической мерой

множества γ1 относительно точки z и области D. Для гармонической меры множества γ1
относительно точки z = reiτ , 0 ≤ r < 1, и круга D справедливо представление

w(z, γ1,D) =
1

2π

2π∫

0

P (r, t − τ)χE1
(t) dt,

в котором P — ядро Пуассона круга D, определяемое равенством

P (r, t) = ℜ
eit + r

eit − r
=

1− r2

1− 2r cos t+ r2
,

и χE1
— характеристическая функция множества E1. Некасательные предельные граничные

значения функции w(z, γ1,D), как интеграла Пуассона — Лебега от функции χE1
, почти всюду

на γ1 равны единице и почти всюду на γ0 равны нулю (см., например, [15, гл. I, § 5, п. 5.3]).
Для числа α ∈ (0, 1) через γα будем обозначать подмножество точек z круга D, в которых

функция w(z, γ1,D) принимает значение α:

γα = {z ∈ D : w(z, γ1,D) = α} .

Отметим, что во всех точках z ∈ γα функция w(z, γ0,D) — гармоническая мера γ0 относительно
точки z и круга D — также принимает постоянное значение, равное β = 1− α.
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В случае, когда множество γ1 есть дуга единичной окружности, множества γα, α ∈ (0, 1),
являются дугами окружностей, пересекающих единичную окружность Γ в двух концевых точ-
ках дуги γ1. Выделим случай, когда γ1 =

{
eit : t ∈ [0, π]

}
— верхняя половина единичной

окружности и α = 1/2, тогда линией уровня γ1/2 является интервал (−1, 1). В этом случае
в качестве пространства B = B(γ1/2) можно рассматривать, например, классические про-
странства Lp(−1, 1), p ≥ 1.

Зададим функцию h формулой

h(z) = exp (w(z) + iv(z)) , (2.3)

где w(z) = w(z, γ1,D) — гармоническая мера γ1 относительно круга D и точки z, а v —
гармонически сопряженная к w функция в круге D. Функция h является аналитической и
ограниченной в круге D, и по формуле Шварца для нее справедливо представление

h(z) = exp

(
1

2π

2π∫

0

eit + z

eit − z
χE1

(t) dt

)
. (2.4)

Используя теорему Сегё, нетрудно выписать решение задачи (1.1). Оно и приведено в сле-
дующем утверждении.

Теорема 1. Пусть s ∈ B(K). Тогда имеет место вложение Q ⊂ B(K) и для функции ω,
определенной соотношением (1.1), справедливо равенство

ω(δ) = ‖sδw‖B . (2.5)

В случае, когда K ⊂ γα, равенство (2.5) примет вид

ω(δ) = Cδα, (2.6)

где коэффициент C определяется равенством C = ‖s‖B . При этом верхняя грань в (1.1) до-

стигается на функциях εsδ, |ε| = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольного δ > 0 из условий Φδ, ln Φδ ∈ L1(0, 2π), в силу
теоремы A следует, что функция Сегё sδ принадлежит пространству H1(D). При этом спра-
ведливы равенства ‖sδ‖L∞

ψ0
(γ0) = 1 и ‖sδ‖L∞

ψ1
(γ1) = δ. Следовательно, функция sδ принадлежит

классу Q.
В силу (2.1) имеем ln Φδ = lnφ+ χE1

ln δ. Поэтому определение (2.2) влечет представление

sδ(z) = s(z,Φδ) = s(z) exp

(
ln δ

2π

2π∫

0

eit + z

eit − z
χE1

(t) dt

)
,

которое с помощью (2.4) можно записать в виде

sδ(z) = s(z)hσ(z), σ = ln δ, z ∈ D, (2.7)

Из определения (2.3) функции h следует, что |h| = expw. Поэтому

|h|σ = exp(σw) = δw. (2.8)

Так как 0 ≤ w(z) ≤ 1, z ∈ D, то в кругеD справедлива оценка |h(z)|σ ≤M, M = max{1, δ}. По
предположению s ∈ B(K). Таким образом, согласно (2.7), для любого δ > 0 функция sδ явля-
ется произведением функции s ∈ B(K) на ограниченную функцию hσ. Согласно условию (B)
функция sδ также принадлежит B(K).
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Пусть δ > 0 и f есть функция класса Q со свойством ‖f‖L∞

ψ1
(γ1) ≤ δ. Этот факт означа-

ет, что модуль граничных значений функции f почти всюду на окружности не превосходит
функции Φδ. А это согласно теореме A влечет неравенство

|f(z)| ≤ |sδ(z)|, z ∈ D.

Отсюда, учитывая условие (B), заключаем, что имеет место вложение Q ⊂ B(K) и справедлива
оценка сверху для модуля непрерывности ω(δ) ≤ ‖sδ‖B . С другой стороны, так как sδ ∈ Q,
то для величины модуля непрерывности (1.1) имеет место оценка снизу ω(δ) ≥ ‖sδ‖B . Таким
образом

ω(δ) = ‖sδ‖B .

Соотношения (2.7) и (2.8) влекут теперь утверждение (2.5). Из доказательства видно, что
функция εsδ с |ε| = 1 является экстремальной.

Равенства (2.6) вытекают из того факта, что на множестве γα функция |h| имеет постоянное
значение, равное числу eα. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 1. Если норма пространства B(K) удовлетворяет условию

(B∗) если f1, f2 ∈ B и всюду на K|f1(z)| < |f2(z)|, то ‖f1‖B < ‖f2‖B ,

то в теореме 1 других экстремальных функций нет.

Действительно, пусть норма функции f равна норме sδ, т. е. ‖f‖B = ‖sδ‖B , тогда из
условия (B∗) вытекает существование точки z∗ ∈ K ⊂ D такой, что |f(z∗)| ≥ |sδ(z

∗)|. С
другой стороны, если f из класса Q и ‖f‖L∞

ψ1
(γ1) ≤ δ, то по теореме A для точек z ∈ K спра-

ведливо неравенство |f(z)| ≤ |sδ(z)|, и, следовательно, |f(z∗)| = |sδ(z
∗)|. Тогда по теореме A

существует ε, |ε| = 1, такое, что f(z) = εsδ(z), z ∈ D. �

В частном случае, когда функция φ (и, соответственно, веса) тождественно равна едини-
це, функция s в круге D также тождественно равна единице, откуда получаем следующее
утверждение.

З а м е ч а н и е 2. В случае ψ1 = ψ0 ≡ 1 равенство (2.5) примет вид ω(δ) = ‖δw‖B , а при
дополнительном предположении K ⊂ γα — вид ω(δ) = δα.

2.2. Наилучшие восстановление и приближение функционала значения в точ-
ке. Будем теперь рассматривать случай, когда множество K есть точка z0, а ‖f‖B = |f(z0)|.
В этом случае оператор Υ является функционалом, ставящим в соответствие граничным зна-
чениям аналитической функции на γ1 ее значение в точке z0. Известно, что неравенства (1.8)
и (1.10) для задач восстановления и приближения функционала можно усилить. А именно
(см. [5; 7; 11; 14] и приведенную там библ.), в задаче оптимального восстановления линейного
функционала на выпуклом центрально симметричном классе с помощью множества O всех
возможных функционалов существует наилучший линейный функционал, и сама величина
уклонения равна модулю непрерывности восстанавливаемого функционала. Следовательно с
учетом теоремы 1 справедливы равенства

EO(δ) = EL(δ) = EB(δ) = ω(δ) = |s(z0)|δ
α, (2.9)

где α = w(z0, γ1,D) — гармоническая мера γ1 относительно круга D и точки z0. Кроме того,
для задач (1.3) и (1.6) взаимосвязь выражается в следующих соотношениях:

E(N) = ∆(N); ω(δ) = l(δ).

Поэтому
E(N) = |s(z0)|

1/β βαα/β N−α/β , β = 1− α. (2.10)

В результате для случая, когда множество K есть точка z0, к настоящему моменту вели-
чины EO(δ), EL(δ), EB(δ) и E(N) известны. Для решения задач (1.3) и (1.6) остается найти
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экстремальные функционалы. В работе [2] эти задачи решены в случае весов, тождественно
равных единице. Используя аналогичный подход, исследуем здесь общий случай задач для
широкого класса весов.

Произвольной функции q ∈ L∞
ψ1
(γ1) поставим в соответствие функцию Fσ, определенную

на единичном круге следующей формулой

Fσ(z) =
1

2π

∫

E1

P (r, t− τ)
sδ(z)

sδ(eit)
q(eit) dt

=
1

2π

∫

E1

P (r, t− τ)
s(z)

s(eit)

( h(z)

h(eit)

)σ
q(eit) dt, z = reiτ , (2.11)

где σ = ln δ ∈ R, P — ядро Пуассона, а функция h определена соотношением (2.3). Рассмотрим
функционал Tσ на L∞

ψ1
(γ1), определяемый равенством

Tσq = Fσ(z0), (2.12)

как значение функции Fσ в точке z0. Вычислим для функционала Tσ, заданного равенст-
вом (2.12), его норму и уклонение (1.5).

Лемма 1. Для функционала (2.12) при σ = ln δ имеют место равенства

‖Tσ‖ = α|s(z0)| δ
−β , U(Tσ) = β|s(z0)| δ

α.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Напомним, что для граничных значений sδ = shσ, σ = ln δ,
почти всюду на [0, 2π] имеет место равенство

|sδ(e
it)| = |Φδ(t)| =

{
φ0(t), t ∈ E0,
δφ1(t), t ∈ E1,

и в точке z0 ∈ D — равенство

|sδ(z0)| = |s(z0)|δ
α, α = w(z0, γ1,D).

В силу неотрицательности ядра Пуассона для нормы Tσ имеем оценку сверху

‖Tσ‖ = sup

{∣∣∣
1

2π

∫

E1

P (r, t− τ)
sδ(z0)

sδ(eit)
q(eit) dt

∣∣∣ : q ∈ L∞
ψ1
(γ1), ‖q‖L∞

ψ1
(γ1) ≤ 1

}

≤
1

2π

∫

E1

P (r, t − τ) dt |sδ(z0)| δ
−1 = α|s(z0)| δ

α−1 = α|s(z0)| δ
−β .

С другой стороны, рассматривая в качестве q граничные значения на γ функции δ−1sδ, полу-
чаем оценку снизу

‖Tσ‖ ≥
1

2π

∫

E1

P (r, t − τ) dt |sδ(z0)| δ
−1 = α|s(z0)| δ

−β .

Таким образом, действительно, ‖Tσ‖ = α|s(z0)| δ
−β .

Теперь вычислим уклонение (1.5) для функционала Tσ. Применение формулы Пуассона к
аналитической и ограниченной в круге D функции f/sδ, f ∈ Q, дает равенство

f(z)

sδ(z)
=

1

2π

2π∫

0

P (ρ, t− θ)
f(eit)

sδ(eit)
dt, z = ρeiθ.
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Отсюда вытекает представление

f(z)− Fσ(z) = f(z)−
1

2π

∫

E1

P (ρ, t− θ)
sδ(z)

sδ(eit)
f(eit) dt =

1

2π

∫

E0

P (ρ, t− θ)
sδ(z)

sδ(eit)
f(eit) dt.

Это представление с учетом неравенства
∣∣f(eit)/sδ(eit)

∣∣ ≤ 1 почти всюду на E0 для произволь-
ной функции f ∈ Q влечет оценку уклонения (1.5) для функционала Tσ

U(Tσ) ≤
1

2π

∫

E0

P (ρ, t− θ) dt |sδ(z0)| = β|s(z0)| δ
α.

Для оценки снизу уклонения рассмотрим в качестве f функцию sδ, принадлежащую классу Q.
Тогда

U(Tσ) ≥

∣∣∣∣
1

2π

∫

E0

P (ρ, t− θ)
sδ(z0)

sδ(eit)
sδ(e

it) dt

∣∣∣∣ =
1

2π

∫

E0

P (ρ, t− θ) dt |sδ(z0)| = β|s(z0)| δ
α.

Тем самым доказано, что U(Tσ) = β|s(z0)| δ
α. Лемма 1 доказана.

Положив N = |s(z0)|αδ
−β , получим для уклонения U(Tσ) выражение

U(Tσ) = |s(z0)|
1/β β αα/β N−α/β . (2.13)

Объединение равенств (2.10) и (2.13) влечет следующее утверждение о задаче наилучшего
приближения функционала (1.6).

Теорема 2. В случае K = z0 для произвольного N > 0 справедливо равенство

E(N) = |s(z0)|
1/β β αα/β N−α/β.

При этом функционалом наилучшего приближения является определяемый соотноше-

нием (2.12) функционал Tσ с параметром

σ =
1

β

(
ln
α

N
+ ln |s(z0)|

)
.

Полученные только что результаты позволяют выписать в случае K = z0 и решение зада-
чи (1.3). Вычислим вначале величину погрешности (1.2) для метода Tσ.

Лемма 2. Для функционала, определяемого соотношением (2.12), при σ = ln δ имеет

место равенство

U(Tσ, δ) = |s(z0)| δ
α. (2.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя лемму 1, оценим уклонение U(Tσ, δ) сверху

U(Tσ , δ) = sup
{
|f(z0)− Tσq| : f ∈ Q, q ∈ L∞

ψ1
(γ1), ‖f − q‖L∞

ψ1
(γ1) ≤ δ

}

≤ sup {|f(z0)− Tσf | : f ∈ Q} + sup
{
|Tσ(f − q)| : f ∈ Q, q ∈ L∞

ψ1
(γ1), ‖f − q‖L∞

ψ1
(γ1) ≤ δ

}

≤ U(Tσ) + ‖Tσ‖δ = |s(z0)|β δ
α + |s(z0)|α δ

−β δ = |s(z0)| δ
α.

Выбор q ≡ 0 и f = sδ дает оценку уклонения снизу

U(Tσ, δ) ≥ |sδ(z0)| = |s(z0)| δ
α.

Лемма доказана.

Равенства (2.9) и (2.14) позволяют сформулировать следующее утверждение о задаче оп-
тимального восстановления (1.3).
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Теорема 3. В случае K = z0 для произвольного δ > 0 справедливо равенство

EO(δ) = EL(δ) = EB(δ) = ω(δ) = |s(z0)| δ
α.

При этом оптимальным методом восстановления является определяемый соотноше-

нием (2.12) метод Tσ с параметром σ = ln δ.

В заключениe этой части статьи отметим, что теоремы 2 и 3 могут быть получены как
следствие из частного случая для весов, тождественно равных единице, — случая φ ≡ 1,
исследованного в работе [2]. Экстремальный функционал Tσ в общем случае выражается через
экстремальный функционал T̃σ при φ ≡ 1 по формуле

Tσg = s(z0)T̃σ

(g
s

)
.

2.3. Оптимальное восстановление и наилучшее приближение оператора Υ.
На пространстве L∞

ψ1
(γ1) зададим оператор Tσ, который ставит в соответствие функции q

сужение на множество K функции Fσ, определяемой равенством (2.11). Таким образом, опе-
ратор Tσ с параметром σ = ln δ определяется формулой

(Tσq)(z) =
1

2π

∫

E1

P (r, t− τ)
sδ(z)

sδ(eit)
q(eit) dt

=
1

2π

∫

E1

P (r, t− τ)
s(z)

s(eit)

( h(z)

h(eit)

)σ
q(eit) dt, z = reiτ ∈ K. (2.15)

При произвольных z ∈ D и q ∈ L∞
ψ1
(γ1) для функции Fσ справедлива оценка

|Fσ(z)| ≤ |sδ(z)|
1

2π

∫

E1

P (r, t − τ)
|q(eit)|

δφ1(t)
dt ≤M(q, δ)|sδ(z)|, M(q, δ) = δ−1‖q‖L∞

ψ1
(γ1).

Поэтому из ранее доказанного факта sδ ∈ B(K), согласно условию (B), следует, что Fσ ∈ B(K).
Таким образом, оператор Tσ является оператором из L∞

ψ1
(γ1) в B(K).

Связь между оператором Tσ и экстремальным в теоремах 2 и 3 функционалом Tσ выра-
жается соотношением

(Tσq) (z0) = Tσq.

Следствием этой взаимосвязи, лемм 1 и 2 является утверждение о норме Tσ и его уклонении
от оператора Υ.

Лемма 3. Для оператора Tσ, определяемого соотношением (2.15), при σ = ln δ для вели-

чины погрешности восстановления (1.2) имеет место равенство

U(Tσ, δ) = ‖sδw‖B ; (2.16)

для нормы и уклонения (1.5) — равенства

‖Tσ‖ = ‖wsδw−1‖B , U(Tσ) = ‖(1 − w)sδw‖B . (2.17)

В случае K ⊂ γα равенство (2.16) примет вид

U(Tσ, δ) = ‖s‖B δ
α;

равенства (2.17) — вид

‖Tσ‖ = α‖s‖B δ
−β , U(Tσ) = β‖s‖B δ

α, β = 1− α. (2.18)
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В следующих двух теоремах приведено решение задач оптимального восстановления и
наилучшего приближения оператора Υ.

Теорема 4. Для произвольного K ⊂ D и δ > 0 справедливо равенство

EO(δ) = EB(δ) = EL(δ) = ω(δ) = ‖sδw‖B . (2.19)

При этом оптимальным методом восстановления является определяемый соотноше-

нием (2.15) метод Tσ с параметром σ = ln δ.

В случае, когда K ⊂ γα, равенства (2.19) примут вид

EO(δ) = EB(δ) = EL(δ) = ω(δ) = Cδα,

где коэффициент определяется равенством C = ‖s‖B .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Объединяя вместе (2.5), (1.10) и (2.16), получим

‖sδw‖B = ω(δ) ≤ EO(δ) ≤ EL(δ) = EB(δ) ≤ U(Tσ, δ) = ‖sδw‖B .

Откуда следуют равенства (2.19) и экстремальность оператора Tσ. Теорема доказана.

Теорема 5. В случае K ⊂ γα для произвольного N > 0 справедливо равенство

E(N) = C1/β β αα/β N−α/β ,

где коэффициент определяется равенством C = ‖s‖B . При этом оператором наилучшего при-

ближения является оператор Tσ, определяемый соотношением (2.15) с параметром

σ =
1

β

(
ln
α

N
+ ln C

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим N = α‖s‖B δ
−β и выразим U(Tσ) из равенства (2.18)

через N

U(Tσ) = C1/β β αα/β N−α/β . (2.20)

С другой стороны, вычислив величину ∆(N), определенную равенством (1.7), получим

∆(N) = C1/β β αα/β N−α/β . (2.21)

Объединяя вместе равенства (2.20), (2.21) и неравенство (1.8), получаем

C1/β β αα/β N−α/β = ∆(N) ≤ E(N) ≤ U(Tσ) = C1/β β αα/β N−α/β.

Откуда вытекает утверждение теоремы 5.

2.4. Выбор оптимальной информации при восстановлении оператора Υ. В этой
части работы рассмотрим задачу (1.4) оптимального восстановления оператора Υ с наилучшим
выбором множества γ1, на котором заданы граничные значения функции с погрешностью по
норме L∞

ψ1
(γ1) на классе Q. В постановке задачи (1.4) предполагается, что весовые функции

ψk являются сужением на γk одной функции ψ(eit) = 1/φ(t), t ∈ [0, 2π].

Сначала рассмотрим случай, когда множество K состоит из точки z0 и, соответственно,
Υ является функционалом — значением функции в точке z0 ∈ D : Υf = f(z0). Подставив в
определение (1.4) величину оптимального восстановления функционала (2.9), получим

ER(δ, µ) = inf
{
|s(z0)|δ

w(z0,γ1,D) : m(γ1) ≤ µ
}
= |s(z0)| exp {ln δ sup {w(z0, γ1,D) : m(γ1) ≤ µ}} .
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Выражая гармоническую меру через ядро Пуассона, нетрудно вычислить ее верхнюю грань

sup
{
w(reiτ , γ1,D) : m(γ1) ≤ µ

}
sup

{
1

2π

∫

E1

1− r2

1− 2r cos(t− τ) + r2
dt : m(E1) ≤ µ

}

=
1

2π

µ/2∫

−µ/2

1− r2

1− 2r cos t+ r2
dt =

2

π
arctg

(1 + r

1− r
tg
µ

4

)
.

В результате получаем решение задачи (1.4) выбора оптимальной информации при восстанов-
лении функционала. Обозначим через uµ функцию, определяемую в круге D равенством

uµ(z) =
2

π
arctg

(1 + |z|

1− |z|
tg
µ

4

)
.

Ясно, что функция uµ является радиальной, т. е. uµ(z) = u(|z|), z ∈ D.

Вышеизложенное доказывает справедливость следующего утверждения.

Теорема 6. В случае, когда множество K есть точка z0 = reiτ , 0 < r < 1, при 0 < δ ≤ 1
и 0 < µ < 2π для величины (1.4) справедливо равенство

ER(δ, µ) = |s(reiτ )|δuµ(r).

При этом нижняя грань в (1.4) достигается на дуге окружности

γ1 =
{
eit : |t− τ | <

µ

2

}
.

Из теоремы 6 и монотонности нормы B(K) при произвольном K ⊂ D для задачи выбора
оптимальной информации при восстановлении оператора Υ вытекает оценка снизу.

Следствие. При 0 < δ ≤ 1 и 0 < µ < 2π для величины (1.4) справедливо неравенство

ER(δ, µ) ≥ ‖sδuµ‖B . (2.22)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, из теоремы 6 следует, что для произвольной
точки z0 ∈ D и произвольного множества γ1, m(γ1) ≤ µ, имеет место неравенство

|s(z0)|δ
uµ(z0) ≤ |s(z0)|δ

w(z0,γ1,D).

Тогда в силу монотонности нормы B(K) справедливо неравенство

‖sδuµ‖B ≤ ‖sδw‖B .

Рассмотрев в последнем неравенстве нижнюю грань по γ1 и используя равенство (2.19), полу-
чим утверждение следствия.

В случае, когда все точки множества K имеют один аргумент, т. е. множество K принадле-
жит некоторому радиусу Kτ = {z ∈ D : arg z = τ} круга D, для каждой точки множества K
нижняя грань в задаче выбора оптимальной информации при восстановлении функционала —
значения аналитической функции в этой точке — достигается на одной и той же дуге и, следо-
вательно, в неравенстве (2.22) имеет место равенство. Поэтому, в силу теоремы 6 справедливо
следующее утверждение.

Теорема 7. В случае K ⊂ Kτ при 0 < δ ≤ 1 и 0 < µ < 2π для величины (1.4) справедливо

равенство

ER(δ, µ) = ‖sδuµ‖B .

При этом нижняя грань в (1.4) достигается на дуге окружности

γ1 =
{
eit : |t− τ | <

µ

2

}
.
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В полученных в этой части результатах экстремальные множества не зависят от весов. Эти
результаты являются следствием экстремального свойства гармонической меры относительно
фиксированной точки и круга D: максимум гармонической меры (а впрочем, и минимум)
достигается на связной дуге окружности. Связная дуга окружности является экстремальным
множеством и в других задачах, например, в задаче о полиномах, наименее уклоняющихся от
нуля на компактном подмножестве единичной окружности (см. работу [6]).

Автор выражает благодарность В.В.Арестову за плодотворные обсуждения результатов;
Е. Е.Бердышевой, прочитавшей рукопись статьи и сделавшей полезные замечания.
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