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Введение

Впервые необходимые условия оптимальности для задач управления на бесконечном про-
межутке (с фиксированным правым концом) были показаны Л.С. Понтрягиным и его учени-
ками на рубеже 1950-60-х гг. Существенно позднее Халкиным в максимально общей для таких
задач постановке необходимые условия оптимальности в виде принципа максимума Понтря-
гина были показаны, но эти соотношения не содержали какого-либо краевого условия на бес-
конечности, следовательно, не являлись полной системой соотношений.

Предложено достаточно много краевых условий на бесконечности, самыми простыми из
них являются построенные по аналогии с задачами на конечном промежутке условия

limT→∞ ψ(T ) = 0, limT→∞H∗[T ] = 0;

в общем случае они не являются необходимыми условиями.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 16-01-00505).
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Принципиальной сложностью для получения в подобного рода задачах дополнительных
условий на бесконечности, условий трансверсальности, является необходимость нахождения
для сопряженного уравнения (т. е. для линейной системы) такой асимптотики, что была бы
выполнена хотя бы для одного, но и не для континуального числа решений. Впервые это было
сделано в [1] для линейного случая и при достаточно сильных предположениях переходом к
подходящему функциональному пространству, содержащему в точности одну сопряженную
переменную. Там же для этой сопряженной переменной была найдена формула, дополняю-
щая принцип максимума до полной системы соотношений. Указать для нелинейного случая
соответствующую формулу (типа формулы Коши) в виде несобственного интеграла удалось
в ряде работ С.М.Асеева и А.В.Кряжимского (затем и В.М.Вельева, А.O.Белякова) [2–5].
В частности, эта формула дополняет систему принципа максимума до полной системы соотно-
шений при дополнительных предположениях, гарантирующих абсолютную сходимость соот-
ветствующего несобственного интеграла (например, условие доминирования дисконтирующего
множителя [2, § 12; 3, § 4] или условие [4, (A2),(3.10)]).

Другой метод модификации условия ψ(T ) → 0 (T → ∞) был предложен Сейерстадом в
[6, Theorem 8.1]: нужно искать сопряженную переменную как предел решений сопряженно-
го уравнения, зануляющихся во все более поздние моменты времени. Как было показано в
[7, Corollary 2], принцип максимума с таким дополнительным требованием на сопряженную
переменную, как необходимое условие оптимальности (для слабо равномерного критерия оп-
тимальности), не требует каких-либо дополнительных предположений, в том числе на асимп-
тотическое поведение целевой функции, траекторий или решений сопряженного уравнения.
Более того, начальное значение ψ(0) сопряженной переменной такого решения (предельного
решения [8] принципа максимума) также может быть выражено с помощью несобственного
интеграла, включая в себя формулу типа Коши как частный случай, см. [7, § 5]. Еще одно,
эквивалентное данному, представление для ψ(0) было получено в терминах предельных гра-
диентов платежной функции (по начальной позиции), см. [8, Theorem 3.1].

Необходимость условия H∗[T ] → 0(T → ∞) был показана Мишелем [9, Theorem] для задач
управления с автономной динамикой и дисконтирующим множителем экспоненциального типа
при достаточно мягких предположениях. Более того, там же была показана явная формула [9,
(9)] для начального значения максимизированного гамильтониана (а значит, и для зависимости
t 7→ H∗[t]). Позже метод был распространен на задачи более общего вида (см. ссылки в [2;10]).
В [10] было замечено, что для дисконтирующего множителя в виде экспоненты формула [9,
(9)] для максимизированного гамильтониана также может быть выражена в виде предельного
градиента (уже по времени) от платежной функции и этот максимизированный гамильтониан
можно выделить среди решений соответствующего дифференциального уравнения (см. (3.1a))
как предел решений того же уравнения, зануляющихся во все более поздние моменты времени.

В данной работе показывается, уже для задач управления с дисконтирующим множителем
общего вида, что пара (сопряженная переменная, гамильтониан) может быть описана в том же
виде: и как предельный градиент платежной функции, и как предел решений системы, постро-
енной на основе системы принципа максимума, решений, у которых компоненты зануляются
вдоль одной и той же неограниченно возрастающей последовательности моментов времени.
Показано, что существование такой пары (сопряженная переменная, гамильтониан) является
необходимым условием для оптимальности, в частности, если целевой функционал сходится
(в смысле Римана) вдоль оптимальной траектории. Отмечен также ряд условий на асимпто-
тики, выполнение которых позволяет гарантировать необходимость формулы типа Коши для
сопряженной переменной и соответствующего аналога формулы [9, (9)] для гамильтониана,
дополняя тем самым систему принципа максимума до полной системы соотношений. В случае
дисконтирующего множителя вида (1+t)−s для этого требуется лишь равномерная ограничен-
ность платежной функции и ее производной по начальному положению. Сходный результат,
также в предположении равномерной ограниченности, но для случая линейной динамики с
выпуклой функции мгновенной полезности и дисконтирующим множителем общего вида, был
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недавно получен принципиально иным способом в [5, Remark 1].

1. Основные определения и постановки

1.1. Управляемая система

Введем временной интервал T
△
= R≥0 и фазовое пространство исходной управляемой си-

стемы, некоторое конечномерное евклидово пространство X
△
= R

m. Рассмотрим задачу мини-
мизации на бесконечном промежутке

l(b) +

∞∫

0

r(t)f0(x, u) dt → min, (1.1a)

ẋ = f(x, u), u ∈ U, (1.1b)

x(0) ∈ C. (1.1c)

Здесь функции r, f0 скалярны; x — фазовая переменная, принимающая значения в X; u —
управляющий параметр из некоторого замкнутого подмножества U конечномерного евкли-

дового пространства. В качестве класса допустимых управлений возьмем множество U
△
=

L∞(T, U).

Мы будем предполагать выполненными следующие условия.

1. Непустое множество C замкнуто в X.

2. Функция l : X → R локально липшицева.

3. Функция f : X×U → X измерима по Борелю по u и непрерывно дифференцируема по x.

4. Для всякого допустимого управления u ∈ U отображение (t, x) 7→ f(x, u(t)) удовлетво-
ряет условию подлинейного роста.

5. Функция r : R → R непрерывно дифференцируема, а ее производная — локально лип-
шицева.

6. Функция f0 : X×U → R измерима по Борелю по u, непрерывно дифференцируема по x
и полунепрерывна снизу по u.

7. Функции
∂f

∂x
,
∂f0
∂x

измеримы по Борелю по u и локально липшицевы по x.

Теперь для каждого допустимого управления u. и начальной позиции b ∈ X найдется
решение системы (1.1b) с условием x(0) = b. Это решение единственным образом может быть
продолжено на все T, обозначим его через x(b, u; ·).

Пару (x, u) назовем допустимым управляемым процессом, если u ∈ U, x(0) ∈ C, x(·) =
x(x(0), u; ·).

1.2. О критериях оптимальности

Будем предполагать, что для некоторого допустимого управляемого процесса (x∗, u∗) най-
дутся такие сходящаяся к нулю последовательность чисел δn и неограниченно возрастающая
последовательность чисел τn, что при любом n ∈ N для всех положительных T ∈ [τn−1/2, τn+
1/2] выполнено

l(x∗(0))+

T∫

0

r(t)f0
(
x∗(t), u∗(t)

)
dt−δ2n ≤ inf

(b,u)∈C×U

(
l(b)+

T∫

0

r(t)f0
(
x(b, u; t), u(t)

)
dt

)
. (1.2)

Зафиксируем такие процесс (x∗, u∗) и последовательность чисел τn.
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Введем теперь вектор b∗
△
= x∗(0) и скалярную функцию J :

J(b,∆;T )
△
=

T∫

0

r(t+∆)f0
(
x(b, u∗; t), u∗(t)

)
dt ∀ b ∈ X, T > 0, ∆ ∈ R.

Приведем для сравнения с условием (1.2) следующие критерии оптимальности [11].

Если допустимый процесс (x∗, u∗) при некоторой неограниченно возрастающей последова-
тельности моментов времени tn, при некоторой сходящейся к нулю последовательности поло-
жительных чисел βn удовлетворяет условию

l(x∗(0)) +

tn∫

0

f0
(
t, x∗(t), u∗(t)

)
dt− β2n ≤ inf

(b,u)∈C×U

(
l(b) +

tn∫

0

f0
(
t, x(b, u; t), u(t)

)
dt

)
, (1.3)

то назовем этот процесс слабо равномерно оптимальным (weakly uniformly overtaking optimal)
в задаче (1.1a)–(1.1c) или, точнее, t-оптимальным. Если допустимый процесс (x∗, u∗) являет-
ся t-оптимальным для любой неограниченно возрастающей последовательности чисел tn, то
назовем его равномерно оптимальным в задаче (1.1a)–(1.1c).

Отметим, что

1. Условие (1.2) выполнено, если (x∗, u∗) равномерно оптимален, а предел

J∗∗
△
= lim

T→∞

T∫

0

r(t)f0(x
∗(t), u∗(t)) dt ∈ R (1.4)

конечен. Такой критерий применялся, в частности, в [10]. Более сильные, чем (1.4), предпо-
ложения использовались, например, в [13]. В некоторых случаях исходную задачу с равно-
мерно оптимальным управлением можно свести к задаче с выполненным условием (1.2) (см.,
например, [10, Corollary 3]). Отметим, что в случае равномерно оптимального управления в
качестве τ можно взять произвольную неограниченно возрастающую последовательность мо-
ментов времени.

2. Условие (1.2) выполнено, если u∗ слабо равномерно оптимально, и r(t)f0(x(t), u(t)) рав-
номерно по всем допустимым процессам стремится к 0 при t → +∞. Сходные условия, см.,
например, в [2, (A3); 12].

1.3. О предельных градиентах

Пусть даны некоторое конечномерное евклидово пространство E и полунепрерывная снизу
функция g : E → R∪{+∞} (см. [14, § 1.4]). Вектор ζ ∈ E назовем прокcимальным градиентом

функции g в y ∈ E, если для некоторых окрестности Ω точки y и положительного числа σ
выполнено g(ξ) ≥ g(y) + ζ(ξ − y)− σ||ξ − y||2 для всех ξ ∈ Ω. Множество всех прокcимальных
градиентов в y обозначим через ∂P g(y) и назовем проксимальным субдифференциалом. Это
множество непусто для всех y из некоторого плотного в {ξ | g(ξ) < +∞} множества. Введем
предельный субдифференциал ∂1g(y) функции g в точке y как множество всех ζ ∈ E, для
которых

∀n ∈ N ∃ yn ∈ X, ζn ∈ ∂P g(yn), yn → y, ζn → ζ, g(yn) → g(y).

Если g липшицева в окрестности точки y, то ∂1g(y) непусто, более того, co ∂1g(y) = ∂Clarkeg(y).
Через NC(y) будем обозначать предельный нормальный конус множества C в точке y.

Следуя [8], подобным образом введем субградиент на бесконечности или, более точно, вдоль

неограниченно возрастающей последовательности моментов времени τn. Зададим T
△
= {τn |n ∈
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N}. Для дифференцируемой функции g : E × T → X введем предельный и предельный сингу-
лярный субдифференциалы (∂1g и ∂0g соответственно) в бесконечно удаленной точке (y,∞τ )
правилом

∂λg(y,∞τ ) =
{
ζ | ∀n ∈ N∃yn ∈ E, tn ∈ T , λn ∈ T, ζn ∈ ∂1g(yn, tn),

yn → y, tn → ∞, λn → λ, λnζn → ζ, g(yn, tn)− g(y, tn) → 0
}
.

Далее нам также потребуется рассматривать такие градиенты для отображений X ∋ x →
J(x, s;T ), T ∋ t → J(b, t;T ) при фиксированных b ∈ X, s ∈ T. Будем обозначать их через
∂λxJ(b, s;∞τ ), ∂

λ
t J(b, s;∞τ ) соответственно.

2. Принцип максимума Понтрягина

Введем гамильтониан H правилом: для всех (x, u, ψ, λ, t) ∈ X× U × X× T× T

H(x, u, ψ, λ, t)
△
= ψf

(
x, u

)
− λr(t)f0

(
x, u

)
.

Наc будут интересовать следующие соотношения:

ẋ(t) = f
(
x(t), u(t)

)
, (2.1a)

−ψ̇(t) =
∂H

∂x

(
x(t), ψ(t), λ, t

)
, (2.1b)

H
(
x(t), u(t), ψ(t), λ, t

)
= sup

u′∈U(t)
H
(
x(t), u′, ψ(t), λ, t

)
. (2.1c)

Мы будем также использовать нормировочные условия

||ψ(0)|| + λ = 1, (2.1d)

λ ∈ {0, 1}. (2.1e)

Легко видеть, что каждое u ∈ U при каждом начальном условии задает единственное локаль-
ное решение системы (2.1a), (2.1b) и это решение можно продолжить на все T.

Введем ключевое определение.

Нетривиальное решение (λ∗, ψ∗) системы (2.1a), (2.1b) для пары (x∗, u∗) назовем τ -пре-

дельным (или просто предельным), если для некоторой подпоследовательности τ ′ ⊂ τ трой-
ка (x∗, ψ∗, λ∗) является пределом (равномерным на всяком отрезке времени) заданных на [0, τ ′n]
решений (xn, ψn, λn) следующих краевых задач:

ẋn(t) = f
(
xn(t), u

∗(t)
)
, (2.2a)

−ψ̇n(t) =
∂H

∂x

(
xn(t), u

∗(t), ψn(t), λn, t
)
, (2.2b)

λ̇n(t) = 0, (2.2c)

ψn(τ
′
n) = 0. (2.2d)

Назовем данное решение точным τ -предельным, если к тому же при n → ∞ имеет место
J(xn(0), 0; τ

′
n)− J(x∗(0), 0; τ ′n) → 0.

Как показано в [8, Proposition 2.1], всякому τ -оптимальному для задачи (1.1a)–(1.1c) про-
цессу (x∗, u∗) соответствует точное τ -предельное решение (ψ∗, λ∗) принципа максимума Понт-
рягина (2.1a)–(2.1c), удовлетворяющее (2.1d). При этом можно также считать выполненным
λn + ||ψn(0)|| = λ∗ + ||ψ∗(0)|| (или при λ∗ > 0 полагать λn = λ∗).

Определение τ -предельного решения (ψ∗, λ∗) системы (2.1a)–(2.1d) имеет несколько эк-
вивалентных формулировок. Прежде всего заметим, что система (2.2b), (2.2c) линейна. Для
каждого вектора ξ ∈ X существует решение A(ξ; t) матричной задачи Коши:

dA(ξ; t)

dt
=
∂f

∂x

(
x(ξ, u∗; t), u∗(t)

)
A(ξ; t), A(ξ; 0) = 1L.
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Определим вектор-функцию I правилом: для всех T ∈ T, ∆ ∈ R

I(ξ,∆;T )
△
=

T∫

0

r(t+∆)
∂f0
∂x

(
x(ξ, u∗; t), u∗(t)

)
A(ξ; t) dt.

Теперь для решения ψ уравнения (2.2b) выполнена формула Коши

ψ(t) =
(
ψ(0) + λI(x(0), 0; t)

)
A−1(x(0); t) ∀ t ∈ T, (2.3)

в частности ψn(0) = −λnI(xn(0), 0; τn).
Переходя к пределу, используя указанное выше соотношение для I, мы можем выразить

ψ∗(0). Как показано, например, в [7, Corollary 8], если I(b, 0; t) имеет конечный предел при
b→ b∗, t→ ∞, то предельное решение единственно с точностью до положительного множителя
и может быть выражено в виде несобственного интеграла

−ψ∗(0) =

∞∫

0

r(t)
∂f0
∂x

(
x∗(t), u∗(t)

)
A(b∗; t) dt, λ∗ = 1. (2.4)

Другие предположения, при которых это выражение описывает сопряженную переменную,
удовлетворяющую принципу максимума Понтрягина, а следовательно, дополняет принцип
максимума Понятрягина до полной системы соотношений, можно найти, например, в [2, § 11,
12; 3, § 4, 5; 7, § 5]. В общем случае эта формула может не указывать на решение принципа
максимума, даже если интеграл внутри нее сходится в смысле Лебега (см. [8, § 3.2]). О более
общих выражениях для ψ∗(0) см. [7, § 4].

Для более компактного выражения предельной сопряженной переменной можно исполь-
зовать предельный супердифференциал функции J на бесконечности, как, например, следует
из [8, Theorem 3.1], решение (ψ∗, λ∗) системы (2.1a), (2.1b) является точным предельным в
точности, если выполнено ψ∗(0) ∈ ∂λ

∗

x (−J)(x∗(0), 0;∞τ ).
Далее мы покажем, что более сильный критерий оптимальности (1.2) влечет подобные

формулы и выражения уже для пары (сопряженная переменная, гамильтониан). Для этого
введем функцию R правилом: для всех T ∈ T, ∆ ∈ R, ξ ∈ X

R(ξ,∆;T )
△
=
∂J

∂∆
(ξ,∆;T ) =

T∫

0

dr

dt
(t+∆)f0

(
x(ξ, u∗; t), u∗(t)

)
dt.

Отметим, что выражения для гамильтониана с R(ξ,∆;T ) (в том числе при ∆ 6= 0) рассматри-
вались, например, в [13].

3. Основной результат и его следствия

Теорема. Пусть процесс (x∗, u∗) удовлетворяет условию (1.2) для задачи (1.1a)–(1.1c) с

некоторой неограниченно возрастающей последовательностью моментов времени τn.
Тогда для (x∗, u∗) найдется нетривиальное решение (ψ∗, λ∗) принципа максимума Понт-

рягина (2.1b), (2.1c) при λ∗ ∈ {0, 1} такое, что отображение

T ∋ t 7→ H(x∗(t), u∗(t), ψ∗(t), λ∗, t) = ψ∗(t)f(x∗(t), u∗(t))− λ∗r(t)f0(x
∗(t), u∗(t))

для почти всех t ≥ 0 совпадает с некоторой непрерывной функцией H∗ : T → R и для всех

T ∈ T эта функция H∗ вместе с ψ∗ удовлетворяет соотношениям

−Ḣ∗[T ] = λ∗
dr(t)

dt
f0
(
x∗(T ), u∗(T )), (3.1a)

ψ∗(0) ∈ λ∗∂1l(x∗(0)) +NC
L(x

∗(0)), (3.1b)
(
ψ∗(0),H∗[0]

)
∈ ∂λ

∗

(−J)(x∗(0), 0;∞τ ). (3.1c)
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Более того, для некоторых последовательностей точек bn ∈ X, чисел ∆n ∈ R и λn ∈ (0, 1],
сходящихся к b∗, 0, λ

∗ соответственно, и неограниченно возрастающей последовательности

чисел tn ∈ T выполнено

−ψ∗(0) = limn→∞ λnI(bn,∆n, tn), (3.1d)

−H∗[0] = limn→∞ λnR(bn,∆n, tn) = limn→∞ λn

τn∫

0

dr

dt
(t+∆n)f0

(
x(bn, u

∗; t), u∗(t)
)
dt. (3.1e)

Прежде чем перейти к доказательству теоремы (см. разд. 4), сформулируем и покажем ряд
следствий. Заметим, что в силу (3.1d) векторы λnI(bn,∆n, tn) ограничены, при этом векто-
ры λ∗, ψ∗(0) не могут одновременно равняться нулю. Теперь из (3.1a) и (3.1e) простой подста-
новкой получаем

З а м е ч а н и е 1. В условиях теоремы, λ∗ = 0 выполнено тогда и только тогда, когда
множество векторов I(bn,∆n, tn) неограничено. При этом λ∗ = 0 также влечет

H∗[T ] = ψ∗(T )f(x∗(T ), u∗(T )) = const ∀ п.в. T ≥ 0, (3.1f)

и или H∗ ≡ 0, или множество чисел R(bn,∆n, tn) неограничено.

Формулы (3.1d), (3.1e) можно в ряде случаев упростить. Справедливо следующее утвер-
ждение.

Следствие 1. Пусть для некоторой функции r1 : [−1/2,∞) → R>0 выполнены следующие

предположения:

1) отображение T ∋ t 7→
1

r1(t)

dr(t)

dt
абсолютно непрерывно, имеет ограниченную ва-

риацию и стремится к нулю при t → ∞, а при ∆ ∈ R из некоторой окрестности нуля,

отображения T ∋ t 7→
r(t+∆)

r(t)
равномерно ограничены;

2) для любого b из некоторой окрестности точки x∗(0), для любого T > 0 числа

T∫

0

r1(t)f0(x(b;u
∗)(t), u∗(t)) dt

равномерно ограничены.

Тогда, в условиях теоремы, максимизированный гамильтониан H∗ также удовлетворяет

lim
T→∞

H∗[T ] = 0, (3.2a)

−H∗[T ] = λ∗

∞∫

T

dr(t)

dt
f0(x

∗(t), u∗(t)) dt ∀T ≥ 0. (3.2b)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из первого условия и липшицевости
dr

dt
следует, что отображе-

ния T ∋ t 7→
1

r1(t)

dr(t+∆)

dt
абсолютно непрерывны, равномерно по ∆ стремятся к нулю при

t→ ∞, а их вариации на промежутках [T,∞) ограничены и также равномерно по ∆ стремятся
к нулю при T → ∞. Теперь найдутся такие число M и достаточно малые окрестности нуля и
x∗(0), что для любого ε > 0 существует такое Tε > 0, что при любых ∆, b из соответствующих
окрестностей при всех t > Tε выполнено

∣∣∣
1

r1(t)

dr(t+∆)

dt

∣∣∣ <
ε

4M
,

∣∣∣∣

T∫

0

r1(t)f0(x(b;u
∗)(t), u∗(t)) dt

∣∣∣∣ < M,
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а, кроме того, вариация функции t 7→
1

r1(t)

dr(t+∆)

dt
на промежутке [T,∞) не превосходит

ε/2M.
Зафиксируем некоторые ∆, b из соответствующих окрестностей. Введем для всех момен-

тов t, T > 0 числа

r2(t) =
1

r1(t)

dr(t+∆)

dt
, K(T ) =

T∫

0

r1(t)f0(x(b;u
∗)(t), u∗(t)) dt.

Отметим, что так определенные функции абсолютно непрерывны. Теперь, интегрируя по ча-
стям, для всех ε > 0, T > θ > Tε имеем

∣∣R(b,∆;T )−R(b,∆; θ)
∣∣ =

∣∣∣∣

T∫

θ

r2(t)
K(t)

dt
dt

∣∣∣∣ ≤
∣∣K(T )r2(T )

∣∣+
∣∣K(θ)r2(θ)

∣∣+
∣∣∣∣

T∫

θ

dr2(t)

dt
K(t) dt

∣∣∣∣

≤M
∣∣r2(T )

∣∣+M
∣∣r2(θ)

∣∣+M

T∫

θ

∣∣∣
dr2(t)

dt

∣∣∣ dt ≤ ε.

Отсюда для всякого ε > 0 для достаточно больших N при n > N выполнено |R(bn,∆n, tn)−
R(bn,∆n, tN )| < ε. В силу (3.1e) число −H∗[0] совпадает с

lim
n→∞

λnR(bn,∆n, tn)= lim
N→∞

lim
n→∞

λnR(bn,∆n, tN )= lim
N→∞

λ∗R(x
∗(0), 0, tN ).

Раскрывая R, получаем (3.2b) для T = 0, теперь из (3.1a) следует (3.2b) для T > 0. Поскольку
интеграл сходится в смысле Римана, имеем (3.2a). �

Можно упростить соответствующую формулу и для сопряженной переменной. Справедли-
вы следующие утверждения.

Следствие 2. Пусть функция r сохраняет знак, и для некоторой функции r1 : [−1/2,∞) →
R>0 выполнено следующее:

1) при ∆, достаточно близких к нулю, функции T ∋ t 7→
r(t+∆)

r1(t)
монотонно идут к нулю

при t→ ∞ и все они ограничены в совокупности;
2) для любого b из некоторой окрестности точки x∗(0) векторы

T∫

0

r1(t)
∂f

∂x
(x(b;u∗)(t), u∗(t))A(b; t) dt

имеют равномерный предел при T → ∞.

Тогда, в условиях теоремы, найдено единственное τ -предельное решение принципа макси-

мума Понтрягина с λ∗ = 1, при этом ψ∗ однозначно восстанавливается формулой (2.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По признаку Абеля предел

lim
T→∞

I(b,∆;T ) = lim
T→∞

T∫

0

r(t+∆)

r1(t)
r1(t)

∂f

∂x
(x(b;u∗)(t), u(t))A(b; t) dt

равномерен при ∆, b из соответствующих окрестностей, в частности, ограничен, следовательно
по замечанию 1 показано λ∗ = 1. Теперь для всякого ε > 0 для достаточно большого N
при n > N выполнено |I(bn,∆n, tn) − I(bn,∆n, tN )| < ε. В частности, −ψ∗(0) в силу (3.1e)
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совпадает с limn→∞ λnI(bn,∆n, tn) = limN→∞ limn→∞ λnI(bn,∆n, tN ) = limN→∞ I(x∗(0), 0, tN ),
т. е. выполнено (2.4). Как показано, например, в [7, Theorem 3], всякое решение соотношений
принципа максимума Понтрягина, удовлетворяющее (2.4), является τ -предельным. Поскольку
можно было взять произвольную сходящуюся к b∗ последовательность из bn, то множество
∂λ

∗

x (−J)(x∗(0), 0;∞τ ) — синглетон. Итак, других τ -предельных решений c λ∗ = 1 нет. �

Следствие 3. Пусть для некоторой функции r1 : [−1/2,∞) → R>0 выполнены следую-

щие предположения:

1) отображение T ∋ t 7→
1

r1(t)

dr(t)

dt
абсолютно непрерывно, имеет ограниченную ва-

риацию и стремится к нулю при t → ∞, а при ∆ ∈ R из некоторой окрестности нуля

отображения T ∋ t 7→
r(t+∆)

r(t)
равномерно ограничены;

2) для любых T > 0 и b из некоторой окрестности точки x∗(0) векторы

T∫

0

r1(t)
∂f

∂x
(x(b;u∗)(t), u∗(t))A(b; t) dt

равномерно ограничены.

Тогда, в условиях теоремы, найдено τ -предельное решение принципа максимума Понтря-

гина с λ∗ = 1, при этом ψ∗ однозначно восстанавливается формулой (2.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Повторяя начало доказательства следствия 1 с K(t) равной
каждой компоненте вектора

T∫

0

r1(t)
∂f

∂x
(x(b;u∗)(t), u∗(t))A(b; t) dt,

получаем
∣∣I(b,∆;T ) − I(b,∆; θ)

∣∣ ≤ ε для всех ε > 0, θ ≥ 0, T > Tε и b,∆ из соответствующих
окрестностей.

Теперь для всякого ε > 0 для достаточно больших N при n > N выполнено |I(bn,∆n, tn)−
I(bn,∆n, tN )| < ε. В частности, последовательность векторов I(x∗(0), 0, tn) имеет конечный
предел. Более того, −ψ∗(0) в силу (3.1e) совпадает с

lim
n→∞

λnI(bn,∆n, tn) = lim
N→∞

lim
n→∞

λnI(bn,∆n, tN ) = λ∗ lim
N→∞

I(x∗(0), 0, tN ).

Поскольку ψ∗(0), λ∗ не могут быть одновременно нулями, имеем λ∗ = 1 и (2.4). Как показано,
например, в [7, Theorem 3], всякое решение соотношений принципа максимума, удовлетворя-
ющее (2.4), является τ -предельным. �

Для задач экономического роста кроме дисконтирующего множителя r экспоненциального
вида в работе [15] предложено использовать функции типа (1 + t)−s при s > 0; обсуждение
разумных для дисконтирующего множителя r свойств смотрите в [16]. Специально для таких
r упростим формулировку следствий 1 и 3.

Следствие 4. Пусть для дисконтирующего множителя r : T → R>0 выполнено хотя бы

одно из следующих условий:
1) для некоторого s > 0 r(t) = (1 + t)−s при всех неотрицательных t;

2) при всяком ∆ из некоторой окрестности нуля отображения T ∋ t 7→
1

r(t)

dr(t+∆)

dt
равномерно стремятся к нулю при t → ∞, и все эти отображения ограничены в совокупно-

сти;
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3) при ∆ ∈ R из некоторой окрестности нуля отображения T ∋ t 7→
r(t+∆)

r(t)
равно-

мерно ограничены, отображение T ∋ t 7→
1

r(t)

dr(t)

dt
стремится к нулю при t → ∞ и имеет

ограниченную вариацию.

Тогда

1) если числа J(b, 0;u∗, T ) равномерно ограничены для всех T > 0 и b из некоторой окрест-

ности точки b∗ = x∗(0), то, в условиях теоремы, соответствующий паре (ψ∗, λ∗) максими-

зированный гамильтониан H∗ однозначно восстанавливается по формулам (3.2b),(3.2a);

2) если векторы I(b, 0;u∗, T ) равномерно ограничены для всех T > 0 и b из некоторой

окрестности точки b∗ = x∗(0), то, в условиях теоремы, пара (ψ∗, λ∗) является τ -предельным

решением принципа максимума Понтрягина, λ∗ = 1, а ψ∗ однозначно восстанавливается

формулой (2.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что каждое из предположений 1), 2) влечет 3), кото-
рое, в свою очередь, обеспечивает выполнение предположений следствий 1 и 3 для r1 ≡ r. �

Заметим, что проверка условий всех показанных следствий упрощается в случае монотон-
ности функций I, J . Подробнее этот случай рассмотрен в [2, § 10,11; 3, § 5; 7, § 5.3].

Отметим, что следствие 4 напрямую к дисконтирующим множителям экпоненциального
вида не применимо. С другой стороны, в отличие от следствия 1, в [10, Theorem 3] для r(t)
вида e−st (∀s ∈ R) необходимость для критерия (1.4) условий (3.2a), (3.2b) (наряду с усло-
виями (3.1a)–(3.1e)) была показана без каких-либо дополнительных предположений; там же
было показано, что ψ∗(T )∈∂λ

∗

x (−J)(x∗(0), 0;∞τ ) при выполнении второго условия следствия 2
автоматически обеспечивает λ∗ = 1 и (2.4).

Перейдем, собственно, к доказательству основного результата.

4. Доказательство теоремы

4.1. Построение последовательности γn

По условию в задаче (1.1a)–(1.1c), для u∗ выполнено (1.2) при некоторой неограниченно
возрастающей последовательности τn. Следуя идее [10, Lemma 5], покажем, что к l(b∗) сходятся
оптимальные значения задач

l(x(0)) +

τn∫

0

v(t)r(z(t))f0(x(t), u(t)) dt − J(b∗, 0; τn) → min, (4.1a)

ẋ = v(t) f
(
x(t), u(t)

)
, ż = v(t), (4.1b)

t > 0, u(t) ∈ U, |v(t) − 1| ≤ e−t, (4.1c)

x(0) ∈ C, z(0) = 0. (4.1d)

Действительно, управление (u∗, 1) допустимо в каждой такой задаче; в силу определения
J(b∗, 0; τn), для этой последовательности задач теперь можно гарантировать (при достаточно
больших n) платеж, равный l(b∗).

Пусть оптимальные значения задач (4.1a)–(4.1d) не сходятся к l(b∗). Тогда для некоторых
чисел ε > 0 последовательности начальных значений b̆n ∈ C и последовательности управлений
(ŭn, v̆n), удовлетворяющих (4.1c), траектории (x̆n, z̆n), порожденные этими управлениями из
позиции (b̆n, 0), удовлетворяют

l(b̆n) +

τn∫

0

v̆n(t)r(z̆n(t))f0(x̆n(t), ŭn(t)) dt ≤ l(b∗) + J(b∗, 0; τn)− ε.
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Отметим, что поскольку |v̆n(t)− 1| ≤ e−t для всех t ≥ 0, то |z̆n(τn)− τn| ≤ 1.

Для каждого n повторим доказательство [9, лемма]: непосредственной проверкой убежда-

емся, что для обратного к z̆n отображения ζn : T → T допустимое управление ûn(s)
△
= ŭn(ζn(s))

порождает траекторию x̂n(·)
△
= x(b̆n, ûn; ·), при этом x̂n(z̆n(t)) = x̆n(t), x(b̆n, ûn; t) = x̆n(ζn(t))

для всех t ≥ 0. Теперь из равенства

τn∫

0

v̆n(t)r(z̆n(t))f0(x̆n(t), ŭn(t)) dt =

z̆(τn)∫

0

r(t)f0(x̂n(t), ûn(t)) dt

следует

l(b̆n) +

z̆n(τn)∫

0

r(t)f0(x̂n(t), ûn(t)) dt ≤ l(b∗) + J(b∗, 0; τn)− ε.

Но в силу ε > 0 и |z̆n(τn)− τn| ≤ 1 это противоречит (1.2).

Итак, найдется такая сходящаяся к нулю последовательность положительных чисел γn,
что для всякого натурального n оптимальное значение задачи (4.1a)–(4.1d) ограничено снизу
числом l(b∗)− γ2n.

4.2. Построение набора метрических пространств для вспомогательной

системы

Примем Υ
△
= U × [1/2,∞), A = U × B(T, [1/2,∞)), α∗ = (u∗, 1). Установим также E

△
=

X × R × X × R × R, y∗
△
= (b∗, 0, 0, 0, 0) ∈ E. Пусть S — шар в E с центром в y∗ радиуса 3, Ω —

шар в X с центром в b∗ радиуса 1/2.

Для удобства обозначим через s функцию
dr

dt
, по условию ее можно считать локально

липшицевой. Зададим на фазовом пространстве E следующую систему:

ẋ = vf
(
x, u

)
, (4.2a)

ż = v, (4.2b)

ψ̇ = −v
∂f

∂x

(
x, u

)
+ λvr(z(t))

∂f0
∂x

(
x, u

)
, (4.2c)

φ̇ = λvs(z(t))f0
(
x, u

)
, (4.2d)

λ̇ = 0. (4.2e)

Всю правую часть системы (4.2a)–(4.2e) будем далее понимать как отображение a : T×E×
Υ → E. Теперь для всякой пары (y∗, ϑ) ∈ E × T найдется единственное решение y ∈ C(T, E)
уравнения

ẏ = a(t, y(t), α∗(t)), y(ϑ) = y∗. (4.3)

Обозначим его начальную позицию y(0) через κ(y∗, ϑ).

Для такой функции a с управлением α∗ и компактом S по конструкции из [8, Appendix A]
строим такую неотрицательную функцию w : Υ×Υ× T → T, что (см. [8, Lemma A.1])

1) для почти всех t ∈ T отображение Υ×Υ ∋ (α′, α′′) 7→ w(α′, α′′, t) полунепрерывно снизу
и задает метрику на Υ,

2) для всех T > 0 отображение A × A ∋ (α′, α′′) 7→ ρ(α′, α′′, T )
△
=

∫ T

0
w(α′(t), α′′(t), t)dt

корректно и задает на AT
△
= {α ∈ A |α(t) = α∗(t) ∀t > T} полную метрику.
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4.3. Построение оптимальных решений вспомогательных задач

Рассмотрим для всякого натурального n задачу

dr

dt

τn∫

0

v(t)r(t)f0(y(t), u(t)) dt + l(x(0)) − J(b∗, 0; τn)

+ γnρ(α
∗, α, τn) + γn||x(0) − b∗|| → min, (4.4a)

ẋ = v(t) f
(
x(t), u(t)

)
, ż = v(t), (4.4b)

t ≥ 0, α(t) = (u(t), v(t)), u(t) ∈ U, |v(t)− 1| ≤ e−t, (4.4c)

x(0) ∈ C ∩ Ω, z(0) = 0. (4.4d)

Заметим, что множество всех допустимых управлений в этой задаче содержит α∗ = (u∗, 1)
и замкнуто в Aτn , т. е. также является полным метрическим пространством. Обозначим его
через A′

τn
.

Отметим, что указанная в (4.4a) платежная функция является полунепрерывным снизу
отображением из полного метрического пространства (C ∩ Ω) × A′

τn
в R. В силу неотрица-

тельности w (а значит, и ρ) эта платежная функция, как и функция в задаче (4.1a)–(4.1d),
ограничена снизу числом l(b∗)−γ

2
n. Согласно принципу Экланда [17, Theorem 5.3.1] для всяко-

го натурального n у задачи (4.4a)–(4.4d) найдется оптимальная пара (bn, αn) ∈ (C ∩ Ω)×A′
τn

.
Эта пара задает некоторое решение (x̃n, z̃n) системы (4.4b), (4.4d), при этом управление αn

можно записать как αn = (un, vn) ∈ A′
τn

⊂ U ×B(T, [1/2,∞)).

По тому же принципу Экланда выполнены (см. [17, Theorem 5.3.1,(i)]) следующие соотно-
шения:

τn∫

0

r(t)f0(x
∗(t), u∗(t)) dt+ l(b∗)

≥

τn∫

0

vn(t)r(z̃n(t))f0(x̃n(t), un(t)) dt + l(x̃n(0)) + γnρ(α∗, αn, τn) + γn||x̃n(0)− b∗||, (4.5a)

||x̃n(0)− b∗||+ ρ(α∗, αn, τn) < γn → 0 при n→ ∞. (4.5b)

Напомним, что по построению функция w неотрицательна, тогда функция ρ как интеграл
этой функции не убывает; таким образом, для всякого положительного T < τn выполнено
ρ(α∗, α, T ) ≤ ρ(α∗, α, τn) для всех α ∈ A. В силу (4.5b) мы показали, что ρ(α∗, αn, T ) → 0
для всякого T > 0. Отсюда, поскольку функции αn = (un, vn) сходятся к α∗ = (u∗, 1) в
каждом метрическом пространстве AT , в силу [8, Lemma A.1] они сходятся и по мере на
всей полуоси. Переходя при необходимости к подпоследовательности, мы можем считать, что
(un, vn) сходится к (u∗, 1) почти всюду на T.

4.4. Принцип максимума для вспомогательных задач

Поскольку αn = (un, vn) обеспечивают минимум в задачах (4.4a)–(4.4d), мы можем приме-
нить для них принцип максимума Понтрягина [14, Theorem 5.1.1]. Без ограничения общности
мы можем в силу (4.5b) считать, что x̃n(0) ∈ int Ω для всех n ∈ N; теперь NC

L(x̃n(0)) =
NΩ∩C

L (x̃n(0)).

Зададим Hn : X× R×Υ× R× X× T× T× T 7→ R правилом

Hn(x, z, u, v, ψ, φ, λ, t)
△
= ψvf(x, u) + φv − λvf0(z, x, u) − λγnw(α

∗(t), (u, v), t).
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Теперь согласно принципу максимума Понтрягина [14, Theorem 5.1.1] найдутся λn ∈ (0, 1],
ψ̃n ∈ C(T,X), φ̃n ∈ C(T,R), удовлетворяющие

λ+ |φ̃n(0)| + ||ψ̃n(0)|| = 1, (4.6a)

для которых при некотором ζn ∈ X, ||ζn|| ≤ 1 выполнены

ψ̃n(0) ∈ λn∂
1l(x̃n(0)) + λnγnζ +NC

L(x̃n(0)), (4.6b)

φ̃n(τn) = 0, ψ̃n(τn) = 0, (4.6c)

а, кроме того, для почти всех t ∈ [0, τn] имеет место

−
˙̃
ψn(t) = vn(t)

∂f

∂x

(
x̃n(t), un(t)

)
−λnvn(t)r(z̃n(t))

∂f0
∂x

(
x̃n(t), un(t)

)
, (4.6d)

−
˙̃
φn(t) = −λnvn(t)s(z̃n(t))f0(x̃n(t), un(t)

)
, (4.6e)

supu′∈U,|v′−1|≤e−t Hn

(
x̃n(t), u

′, v′, ψ̃n(t), φ̃n(t), λn, t
)

= Hn

(
x̃n(t), un(t), vn(t), ψ̃n(t), φ̃n(t), λn, t

)
. (4.6f)

4.5. Принцип максимума для исходной задачи

Установим ỹn ≡ (x̃n, z̃n, ψ̃n, φ̃n, λn) для каждого n ∈ N; заметим, что это решения системы
(4.2a)–(4.2e). Напомним, что y∗ = (b∗, 0, 0, 0, 0). Благодаря (4.5b) при достаточно больших n
мы имеем

||ỹn(0) − y∗|| ≤ λn + ||ψ̃n(0)|| + |φ̃n(0)| + ||x̃n(0) − b∗||
(4.6a)

≤ 1 + γn < 3; (4.7)

в частности, ỹn(0) лежат в компакте S. Переходя к подпоследовательностям, если необхо-
димо, мы можем считать, что числа λn ∈ (0, 1] сходятся к некоторому λ∗ ∈ [0, 1], векторы
(
ψ̃n(0), φ̃n(0)

)
сходятся к некоторой паре (ψ∗

0 , φ
∗
0) ∈ X× R. Теперь с учетом (4.7) ỹn(0) → ξ∗

△
=

(b∗, 0, ψ
∗
0 , φ

∗
0, λ

∗) ∈ intS.
Выше было показано, что ρ(α∗, αn, T ) → 0 для любого T ≥ 0. В силу ξ∗ ∈ intS по [8,

Lemma A.3] решения ỹn равномерно на каждом отрезке времени сходятся к порожденному
управлением α∗ = (u∗, 1) решению y∗ системы (4.2a)–(4.2e) с начальным условием y∗(0) =
ξ∗; в частности, (x̃n, ψ̃n, λn) сходятся к решению системы (2.2a)–(2.2c). Теперь y∗ имеет вид
y∗(·) = (x∗(·), ·, ψ∗(·), φ∗(·), λ∗), где функции ψ∗, φ∗ суть решения уравнений (2.2b) и φ̇∗ =
−λ∗s(t)f0(x

∗(t), u∗(t)
)

с начальными условиями ψ∗(0) = ψ∗
0 и φ∗(0) = φ∗0.

Напомним, что (un, vn) сходятся почти всюду к (u∗, 1). Теперь w((u∗(t), 1),
(un(t), vn(t)), t) → w((u∗(t), 1), (u∗(t), 1), t) = 0 почти всюду на T. Сейчас, взяв предел в (4.6f),
мы для почти всех t ∈ T получаем

sup
u∈U,|v−1|≤e−t

[
ψ∗(t)vf

(
x∗(t), u, t

)
+ vφ∗(t)− λ∗vr(t)f0

(
x∗(t), u

)]

= ψ∗(t)f
(
x∗(t), u∗(t), t

)
+ φ∗(t)− λ∗r(t)f0

(
x∗(t), u∗(t)

)
. (4.8)

Приняв v = 1, мы имеем (2.1c) для (x∗, ψ∗, λ∗) при почти всех t > 0. Таким образом, (x∗, ψ∗, λ∗)
удовлетворяет системе (2.1a)–(2.1d) при u = u∗, т. е. системе (2.2a)–(2.2c).

4.6. Обратный ход

Из позиции ỹn(τn) выпустим в обратном времени решение yn системы (4.2a)–(4.2e), по-
рожденное управлением (u∗, 1). Поскольку (4.5b) и (4.7) влекут ρ(α∗, αn, τn) < γn < 1/2 <
dist(ỹn(0), bdS) и ỹn → y∗, γn → 0 при n→ ∞, то по [8, Lemma A.2] мы получаем

yn(0)
(4.3)
= κ(ỹn(τn), τn) → y∗(0). (4.9)
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При этом yn = (xn, zn, ψn, φn, λn) удовлетворяет соотношениям (2.2a)–(2.2c) и ψn(τn) =
ψ̃n(τn) = 0, φn(τn) = φ̃n(τn) = 0. По теореме о непрерывной зависимости решений дифференци-
альных уравнений от начальных условий из (4.9) следует, что решение y∗(·) =

(
x∗(·), ·, λ∗, ψ∗(·),

φ∗(·)
)

является пределом решений yn в компактно-открытой топологии.
Тогда для сходящихся к b∗, 0, λ

∗ соответственно последовательностей точек bn = xn(0) ∈ X

и чисел ∆n = zn(0), λn ∈ (0, 1], а также неограниченно возрастающей последовательности
чисел tn ∈ T (выбранной подпоследовательности из последовательности τn), из (4.2d) и (4.6c)
мы имеем zn(t) = t+∆n,

−ψn(0)=λnI(bn,∆n, tn)=λn

tn∫

0

r(t+∆n)
∂f0
∂x

(
x(bn, u

∗; t), u∗(t)
)
A(ξ; t)dt,

−φn(0)=λnR(bn,∆n, tn)=λn

tn∫

0

s(t+∆n)f0
(
x(bn, u

∗; t), u∗(t)
)
dt.

Теперь, поскольку ψ∗ и φ∗ суть пределы для ψn и ψn, мы получаем (3.1d) и

−φ∗(0) = lim
n→∞

λnR(bn,∆n, tn).

Отметим, что отображения b 7→ ∂1l(b), b 7→ NC
L(b) полунепрерывны сверху; взяв предел в

(4.6b), из ψ̃n(0) → ψ∗(0) и x̃n(0) → b∗ получаем (3.1b).
Поскольку в (4.8) линейная по v функция достигает максимума во внутренней точке v = 1,

то для почти всех t ∈ T выполнено

ψ∗(t)f
(
x∗(t), u∗(t), t

)
+ φ∗(t)− λ∗r(t)f0

(
x∗(t), u∗(t)

)
= 0.

Таким образом, φ∗(t) = −H(x∗(t), u∗(t), ψ∗(t), λ∗, t) для почти всех t ∈ T. Определим H∗[t] =
−φ∗(t) для всех t ≥ 0. Теперь как предел для φn оно удовлетворяет (3.1e), т. е. условию (3.1a):

Ḣ∗[t] = −λ∗s(t)f0
(
x∗(t), u∗(t)

)
= −λ∗

dr(t)

dt
f0
(
x∗(t), u∗(t)

)
.

Отметим, что хотя сконструированные последовательности сходятся к (ψ∗
0 , φ

∗, λ∗) со свой-
ством ||ψ∗

0 || + |φ∗0| + λ∗ = 1, также выполнено и ||ψ∗
0 || + λ∗ > 0. Действительно, предположим

обратное, тогда из равенств ψ∗ ≡ 0 и λ∗ ≡ 0 следует |φ∗(0)| = 1 и H(x∗(t), u∗(t), ψ∗(t), λ∗, t) ≡ 0,
т. е. H∗ ≡ 0, что противоречит H∗ ≡ −φ∗, |φ∗(0)| = 1. Итак, ||ψ∗

0 ||+ λ∗ > 0.
В случае λ∗ > 0, λ∗ 6= 1 заметим, что соотношения (2.1b),(2.1c),(3.1a)–(3.1e),(4.6b)–(4.6e)

сохранятся при умножении векторов (ψ∗, φ∗, λ∗) и (ψn, φn, λn) на одно и то же положительное
число. Теперь, воспользовавшись этим для числа 1 /λ∗, мы обеспечиваем равенство λ∗ = 1.
Таким образом, мы можем считать, что λ∗ ∈ {0, 1}.

Теперь из (3.1d), (3.1e) и определения ∂λ получаем (3.1c). �
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