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Получена оценка погрешности аппроксимации кривизны графиков функций класса W r при r > 3
в равномерной метрике.
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В работе [1] изучалась аппроксимация кривизны гладких плоских кривых в среднеквад-
ратической метрике L2. Настоящая работа посвящена подобным вопросам о приближении
в равномерной метрике.

Будем рассматривать кривые, являющиеся графиками 2π-периодических функций f клас-
са W r, r > 3, т. е. когда для f при всех x и y выполняется оценка

|f (r−1)(x)− f (r−1)(y)| 6 |x− y|.

В [1] для приближения кривизны графика функции f

K(f, x) =
f

′′

(x)

[1 + (f ′(x))2]3/2
(1)

использовались частные суммы ряда Фурье функции f (использовались также сплайны),
которые осуществляют наилучшее приближение в L2.

В настоящей работе для построения приближающих агрегатов производные f
′′

и f ′ в фор-
муле (1) заменяются средними Фавара их рядов Фурье (см., например, [2, § 4.1, п. 3]). Именно
если средние Фавара порядка n функции g(x) обозначить un(g, x), то приближать кривизну (1)
будем функцией

U(f, x) :=
un(f

′′

, x)

[1 + (un(f ′, x))2]3/2
. (2)

Будет показано, что функции U(f, x) хорошо приближают кривизну K(f, x).
Будем пользоваться тем, что для функций f(x) ∈ W r при r > 3 справедливы оценки

∣∣f ′′

(x)− un(f
′′

, x)
∣∣ 6 K̃r−2

nr−2
, (3)

∣∣f ′(x)− un(f
′, x)

∣∣ 6 K̃r−1

nr−1
, (4)

1Первым автором работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 14-01-00496).
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где K̃r =
4

π

∞∑

s=0

(−1)(r+1)s

(2s + 1)r+1
— константы Фавара.

Запишем неравенство

|K(f, x)− U(f, x)| =
∣∣∣

f
′′

(x)

[1 + (f ′(x))2]3/2
− un(f

′′

, x)

[1 + (un(f ′, x))2]3/2

∣∣∣

6

∣∣∣
f

′′

(x)

[1 + (f ′(x))2]3/2
− f

′′

(x)

[1 + (un(f ′, x))2]3/2

∣∣∣+
∣∣∣
f

′′

(x)− un(f
′′

, x)

[1 + (un(f ′, x))2]3/2

∣∣∣

6 |f ′′

(x)− un(f
′′

, x)| + |f ′′

(x)| |[1 + (un(f
′, x))2]3/2 − [1 + (f ′(x))2]3/2|

[1 + (f ′(x))2]3/2[1 + (un(f ′, x))2]3/2
(5)

и оценим множитель при |f ′′

(x)| во втором слагаемом из правой части (5).
Для сокращения записи введем обозначения u := f ′(x) и v := un(f

′, x). Тогда рассматри-
ваемый множитель при |f ′′

(x)| запишется так

|(1 + v2)3/2 − (1 + u2)3/2|
(1 + u2)3/2(1 + v2)3/2

=
|(1 + v2)3 − (1 + u2)3|

(1 + u2)3/2(1 + v2)3/2[(1 + v2)3/2 + (1 + u2)3/2]

= |v − u| |u+ v|[(1 + v2)2 + (1 + v2)(1 + u2) + (1 + u2)2]

(1 + u2)3/2(1 + v2)3/2[(1 + v2)3/2 + (1 + u2)3/2]
. (6)

Лемма. Максимальное при u > 0, v > 0 значение функции

J(u, v) :=
(u+ v)[(1 + v2)2 + (1 + v2)(1 + u2) + (1 + u2)2]

(1 + u2)3/2(1 + v2)3/2[(1 + v2)3/2 + (1 + u2)3/2]

не превосходит

9
√
3

16
= 0, 974 . . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

J(u, v) =
u+ v

(1 + u2)(1 + v2)

(1 + v2)2 + (1 + v2)(1 + u2) + (1 + u2)2

(1 + u2)2(1 + v2)1/2 + (1 + v2)2(1 + u2)1/2

6
u+ v

(1 + u2)(1 + v2)

(1 + v2)2 + (1 + v2)(1 + u2) + (1 + u2)2

(1 + u2)2 + (1 + v2)2

=
u+ v

(1 + u2)(1 + v2)

[
1 +

(1 + v2)(1 + u2)

(1 + u2)2 + (1 + v2)2

]

6
3

2

u+ v

(1 + u2)(1 + v2)
.

Для завершения доказательства леммы найдем максимальное значение дроби

u+ v

(1 + u2)(1 + v2)
. (7)

В стационарных точках этой дроби выполняются равенства

1− u2 − 2uv

(1 + u2)2(1 + v2)
= 0,

1− v2 − 2uv

(1 + u2)(1 + v2)2
= 0.

Отсюда следует, что максимальное значение дробь (7) имеет при u = v = 1/
√
3, и лемма

доказана.
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Таким образом, из (5) и (6) с помощью оценок (3) и (4) получаем

|K(f, x)− U(f, x)| 6 K̃r−2

nr−2
+

9
√
3

16
|f ′′

(x)|K̃r−1

nr−1
.

Пользуясь тем, что для функций f ∈ W r справедлива оценка (см. [3, п. 88])

|f ′′

(x)| 6 K̃r−2,

приходим к следующему утверждению.

Теорема. Для приближения кривизны функций f ∈ W r, r > 3, справедлива оценка

|K(f, x)− U(f, x)| 6 K̃r−2

nr−2

(
1 +

9
√
3

16n
K̃r−1

)
.

Отметим, что общая размерность подпространств, используемых при построении функций
U(f, x), равна 2n − 2, так как тригонометрические полиномы un в оценках (3) и (4) имеют
порядок n− 1 и как средние Фавара производных они не имеют свободных членов.

Оценки вида (3) и (4) справедливы также при приближении функций класса W r, r > 3,
сплайнами степени r−2 и r−1 соответственно с шагом π/n, но, если строить функции вида (2)
с помощью таких сплайнов, общая размерность используемых подпространств будет равна
4n+ 1.
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