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Получены точные по порядку оценки (в случае приближения в интегральной метрике) для наилуч-
шего m-членного тригонометрического приближения периодических функций с небольшой смешанной
гладкостью из классов, близких классам типа Никольского — Бесова. Полученные оценки (при тех же
ограничениях на гладкость) отличаются по порядку от соответствующих оценок m-членного тригономет-
рического приближения классов Бесова смешанной гладкости, установленных А.С.Романюком. Верхняя
оценка при этом реализуется конструктивным методом, основанным на жадном алгоритме.
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1. Введение

В настоящей работе изучаются вопросы, связанные с получением точных по порядку оце-
нок наилучшего m-членного тригонометрического приближения классов функций, которые
близки и тесно связаны (хотя и несколько шире в сравнении) с функциональными классами
типа Никольского — Бесова смешанной гладкости, для некоторого “точечного” значения пока-
зателя гладкости (r = 1/p), которое называют “критической” гладкостью. Полученная поряд-
ковая оценка наилучшего m-членного тригонометрического приближения упомянутых классов
является конструктивной, поскольку верхняя оценка реализуется конструктивным методом,
основанным на жадном алгоритме. Кроме того, установленные в работе оценки отличаются
по порядку от полученных А.С.Романюком [1] точных по порядку оценок наилучшего m-
членного тригонометрического приближения классов Бесова смешанной гладкости при тех же
значениях соответствующих параметров. Отметим, что в работах [1–4] как рассматриваемые
здесь классы, так и классы Бесова являются неразличимыми с точки зрения их наилучше-
го m-членного тригонометрического приближения, иными словами, в ранее рассмотренных в
[2–4] ситуациях, как в случае большой гладкости, так и в случае малой гладкости порядковые
оценки наилучшего m-членного тригонометрического приближения обоих классов совпадают
(более детально об этом еще будет идти речь в комментариях к результатам в разд. 2).

1Работа выполнена при частичной поддержке FP7-People-2011-IRSES (проект № 295164 (EUMLS:
EU–Ukrainian Mathematicians for Life Sciences)).
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Пусть Lp := Lp(T
d), 1 ≤ p < ∞, T

d :=
∏d

j=1[0, 2π), — пространство функций
f(x) = f(x1, . . . , xd), 2π-периодических по каждой переменной и суммируемых в степени p на
T
d с нормой

‖f‖p := ‖f‖Lp(Td) :=

(

(2π)−d
∫

Td

|f(x)|p dx

)1/p

.

Для 1 < p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r > 0 пространство MBr
p,θ определяется следующим обра-

зом (см. [5], случай θ = ∞, и [6], случай 1 ≤ θ < ∞):

MBr
p,θ :=

{

f ∈ Lp(T
d) : ||f ||MBr

p,θ
< ∞

}

, (1.1)

где

||f ||MBr
p,θ

:=
(

∑

s

(

2r||s||1 ||δs(f)||p
)θ
)1/θ

, 1 ≤ θ < ∞, (1.2)

||f ||MBr
p,∞

:= ||f ||MHr
p
:= sup

s

||δs(f)||p

2−r||s||1
, (1.3)

а ||s||1 := s1 + · · ·+ sd, δs(f) := δs(f,x) := (f ∗ Dρ(s))(x), Dρ(s) :=
∑

k∈ρ(s) e
i(k,x), (k,x) := k1x1 +

· · ·+kdxd, ρ(s) :=
{

k = (k1, . . . , kd) : [2
sj−1]≤ |kj | <2sj , sj∈ Z+, kj ∈ Z, j= 1, . . . , d

}

(символом “∗”

обозначена операция свертки двух функций, т. е. (ϕ ∗ g)(x) := (2π)−d

∫

Td

ϕ(y) g(x − y) dy для

ϕ, g ∈ L1(T
d)).

Заметим, что при предельном значении параметра θ, т. е. при θ = ∞, MBr
p,θ ≡ MHr

p —
пространства С.М.Никольского смешанной гладкости, а при конечном значении параметра θ,
т. е. при 1 ≤ θ < ∞, MBr

p,θ — пространства О.В.Бесова смешанной гладкости.
Единичные шары пространств MBr

p,θ будем обозначать MBr
p,θ и называть их классами.

С историей исследования классов MBr
p,θ (с аппроксимативной точки зрения) можно ознако-

миться, например, в монографии [7] и обзоре [8].
Наряду с пространствами MBr

p,θ рассмотрим близкие к ним пространства MHr
p,θ,

1 < p < ∞, 1 ≤ θ < ∞, r > 0, которые определяются таким образом:

MHr
p,θ :=

{

f ∈ Lp(T
d) : ||f ||MHr

p,θ
< ∞

}

, (1.4)

где

||f ||MHr
p,θ

:= sup
j

(

∑

||s||1=j

(

2r||s||1 ||δs(f)||p

)θ )1/θ
. (1.5)

При θ = ∞ полагаем MHr
p,∞ ≡ MHr

p , а ||f ||MHr
p,∞

:= ||f ||MHr
p

(см. (1.3)).
Для определенных выше функциональных пространств, исходя из определений (1.1)–(1.5),

выполняются вложения
MBr

p,θ ⊂ MHr
p,θ ⊂ MHr

p , 1 ≤ θ < ∞, (1.6)

MHr
p,θ1

⊂ MHr
p,θ2

, 1 ≤ θ1 < θ2 < ∞.
Через MHr

p,θ обозначим единичные шары пространств MHr
p,θ, которые будем называть

классами.
Классы MHr

p,θ введены В.Н.Темляковым [2]. Вопросы, связанные с нахождением поряд-
ковых оценок нелинейного приближения классов MHr

p,θ, изучались в [2–4; 8; 9] (для наилуч-
шего m-членного приближения по тригонометрической системе) и в [10] (для наилучшего m-
членного приближения по тензорной системе Хаара).

Пусть Θm — произвольный набор из m точек с целочисловой решетки Z
d. Для

P (Θm,x) :=

m
∑

k=1

cke
i(nk,x), ck ∈ C,
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и f ∈ Lq(T
d) рассмотрим величину

σm(f)q := inf
Θm

inf
P (Θm,·)

||f(·)− P (Θm, ·)||q , (1.7)

которая называется наилучшим m-членным тригонометрическим приближением (наилуч-

шим m-членным приближением по тригонометрической системе) функции f в метрике

пространства Lq(T
d) и является одним из видов разреженного тригонометрического прибли-

жения.

Для функционального класса F ⊂ Lq(T
d) положим

σm(F )q := sup
f∈F

σm(f)q. (1.8)

Детальнее с историей исследования величин (1.7) и (1.8) можно ознакомиться, например,
из монографии [7], обзора [8] и работ [2; 11].

Заметим, что для двух положительных величин A и B запись A ≍ B означает, что су-
ществует положительная величина C такая, что C−1A ≤ B ≤ CA. В случае B ≥ C−1A или
B ≤ CA будем писать B ≫ A или B ≪ A соответственно. Для величин Cj , j ∈ N, которые
будут встречаться в работе явным или неявным образом, существенным является то, что они
не зависят от одного обозначенного контекстом параметра.

В завершение этого раздела приведем определение еще одного функционального класса.

Для f ∈ L1 положим

fj :=
∑

||s||1=j

δs(f), j ∈ Z+,

и рассмотрим класс функций

MWr,b
p := {f : ||f ||

MW r,b
p

≤ 1},

где

||f ||
MW r,b

p
:= sup

j
||fj ||p · 2

rj(j̄)−(d−1)b, (1.9)

MW r,b
p := {f ∈ Lp(T

d) : ||f ||
MW r,b

p
< ∞},

а r > 0, b ∈ R, j̄ := max{1; j}.

Для r > 0, 1 < p ≤ 2, p ≤ θ ≤ ∞ имеет место вложение

MHr
p,θ ⊂ MW r,1/p−1/θ

p , (1.10)

доказательство которого содержится в завершающем разделе и предваряет доказательство
основного результата, базирующегося на использовании (1.10) и теоремы A.

Для классов MWr,b
p В.Н.Темляковым [3] установлено следующее утверждение.

Теорема А [3, Theorem 3.5]. Пусть 1 < p ≤ 2 < q < ∞ и r = 1/p. Тогда

σm(MWr,b
p )q ≍ m−1/2(logm)(d−1)(b+1−1/p)+1.

Оценка сверху обеспечивается конструктивным методом, основанным на жадном алгорит-

ме.
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2. Основные результаты и комментарии к ним

Имеет место следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть 1 < p ≤ 2 < q < ∞, p ≤ θ ≤ ∞ и r = 1/p. Тогда

σm(MHr
p,θ)q ≍ m−1/2(logm)(d−1)(1−1/θ)+1. (2.1)

Оценка сверху обеспечивается конструктивным методом, основанным на жадном алгорит-

ме.

В завершение сформулированного результата приведем некоторые комментарии.

З а м е ч а н и е 1. Точные по порядку оценки величины σm(MHr
p,θ)q при 1 < p ≤ 2 <

q < ∞ установлены в [2–4]. А именно, в [2] рассмотрен случай r > 1/p, 1 ≤ θ ≤ ∞, в [3] —
1/p − 1/q < r < 1/p, θ = ∞, а в [4] — max{1/p − 1/q; 1/p − q′/(qθ′)} < r < 1/p, 1 < θ < ∞
и 1/p − 1/q < r < 1/p, 1 ≤ θ < q, где a : 1/a + 1/a′ = 1. Поэтому данная теорема допол-
няет результаты работ [2–4] (см. также [8]), касающиеся точных по порядку оценок величин
σm(MHr

p,θ)q, которые совпадают по порядку с оценками величин σm(MBr
p,θ)q, установленными

А.С.Романюком [1]. В упомянутых работах [2; 3] оценки сверху для σm(MHr
p,θ)q обеспечива-

ются конструктивными методами, основанными на жадных алгоритмах.

З а м е ч а н и е 2. Еще одной отличительной особенностью результата теоремы 1 в срав-
нении с результатами работ [2–4] является то, что точные по порядку оценки σm(MHr

p,θ)q хуже
(за исключением лишь случая, когда θ = ∞, т. е. MHr

p,∞ ≡ MBr
p,∞ ≡ MHr

p), чем σm(MBr
p,θ)q

(см. [1, теорема 2.1]), а именно, при условиях теоремы 1 имеет место оценка

σm(MHr
p,θ)q ≍ (logm)1/θσm(MBr

p,θ)q.

З а м е ч а н и е 3. По-видимому, впервые различие в точных по порядку оценках ве-
личин σm(MBr

p,θ)q (см. [1, теорема 3.1]) и σm(MHr
p,θ)q (см. [9, теорема 6.1]) обнаружено

Д.Б.Базархановым [9], в частности, при рассмотрении им случая 1 < p ≤ q ≤ 2, 1 ≤ θ < q,
r = 1/p − 2/q + 1/θ имеем

σm(MHr
p,θ)q ≍ (log logm)1/θσm(MBr

p,θ)q.

3. Доказательство результатов

3.1. Доказательство вложения MHr
p,θ ⊂ MW

r,1/p−1/θ
p при r > 0, 1 < p ≤ 2,

p ≤ θ ≤ ∞

Рассмотрим последовательно случаи θ = p, θ = ∞, p < θ < ∞.

При θ = p согласно (1.9), следствию к теореме Литтлвуда — Пэли, которое выражается
соотношением

∥

∥

∥

∑

s

δs(f)
∥

∥

∥

p
≪

(

∑

s

||δs(f)||
p
p

)1/p
, 1 < p ≤ 2, (3.1)

и (1.5) имеем

||f ||MW r,0
p

= sup
j

∥

∥

∥

∑

||s||1=j

δs(f)
∥

∥

∥

p
· 2rj ≪ sup

j

(

∑

||s||1=j

(

2r||s||1 ||δs(f)||p
)p
)1/p

= ||f ||MHr
p,p

, (3.2)

откуда видим, что MHr
p,p ⊂ MW r,0

p .
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Вследствие (1.9), (3.1), (1.5) и
∑

||s||1=j

1 ≍ j d−1 (3.3)

при θ = ∞ получаем

||f ||
MW

r,1/p
p

= sup
j

∥

∥

∥

∑

||s||1=j

δs(f)
∥

∥

∥

p
· 2rj(j̄)−(d−1)/p ≪ sup

j

(

∑

||s||1=j

(

2r||s||1 ||δs(f)||p
)p
)1/p

· (j̄)−(d−1)/p

≤ sup
j:||s||1=j

(

2r||s||1 ||δs(f)||p

)

·
(

∑

||s||1=j

1
)1/p

(j̄)−(d−1)/p ≪ ||f ||MHr
p
, (3.4)

откуда делаем вывод о том, что MHr
p ≡ MHr

p,∞ ⊂ MW
r,1/p
p .

Для p < θ < ∞, учитывая (1.9), (3.1), неравенство Гельдера, а также (3.3), (1.5), выводим

||f ||
MW

r,1/p−1/θ
p

= sup
j

∥

∥

∥

∑

||s||1=j

δs(f)
∥

∥

∥

p
· 2rj(j̄)−(d−1)(1/p−1/θ)

≪ sup
j

(

∑

||s||1=j

(

2r||s||1 ||δs(f)||p

)p )1/p
· (j̄)−(d−1)(1/p−1/θ)

≤ sup
j

(

∑

||s||1=j

(

2r||s||1 ||δs(f)||p

)θ )1/θ
·
(

∑

||s||1=j

1
)1/p−1/θ

(j̄)−(d−1)(1/p−1/θ) ≪ ||f ||MHr
p,θ

, (3.5)

что указывает на справедливость вложения (1.10) для p < θ < ∞.
Ввиду (3.2), (3.4), (3.5) делаем вывод о том, что вложение (1.10) доказано.

3.2. Доказательство теоремы 1

Доказательство теоремы 1 в части, прежде всего, установления для (2.1) оценки сверху

базируется на использовании доказанного выше вложения (1.10) и теоремы A.

Теперь перейдем к установлению в (2.1) оценки снизу. Для заданного m выберем N и n из
соотношений

2N ≍ mq/2(logm)(d−1)(1−q) (3.6)

и
m ≍ 2nnd−1, (3.7)

соответственно.
Рассмотрим функцию g(x) := C1N

−(d−1)/θ
∑

n<j≤N

2−j
∑

||s||1=j

Dρ(s)(x). Покажем, что g ∈

MHr
p,θ для 1 ≤ θ ≤ ∞.

Поскольку
||Dρ(s)||p ≍ 2||s||1(1−1/p), 1 < p < ∞, (3.8)

то, согласно (3.3), для 1 ≤ θ < ∞ имеем

||g||
MH

1/p
p,θ

= sup
j

(

∑

||s||1=j

(

2||s||1/p||δs(g)||p
)θ
)1/θ

= C1N
−(d−1)/θ sup

j:n<j≤N

(

∑

||s||1=j

(

2−||s||1(1−1/p)||Dρ(s)||p
)θ
)1/θ

≍ N−(d−1)/θ sup
j : n<j≤N

(

∑

||s||1=j

1
)1/θ

≍ N−(d−1)/θ sup
j : n<j≤N

j(d−1)/θ = 1.
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Если же θ = ∞, то, принимая во внимание (3.8), получаем

||g||
MH

1/p
p

≪ sup
s:n<||s||1≤N

2−||s||1(1−1/p)||Dρ(s)||p ≍ 1.

Далее, возьмем произвольное множество Km, состоящее из m гармоник k. Рассмотрим
дополнительную функцию h(x) :=

∑

k∈∆(n,N)\Km

ei(k,x), где

∆(n,N) :=
⋃

s:n<||s||1≤N

ρ(s). (3.9)

Для произвольного тригонометрического полинома t с гармониками из Km, с одной сто-
роны, имеем

〈g − t, h〉 ≤ ||g − t||q · ||h||q′ . (3.10)

Но в то же время, с другой стороны,

〈g − t, h〉 = 〈g, h〉 =
∑

k∈∆(n,N)\Km

ĝ(k). (3.11)

Принимая во внимание (3.6), (3.7), (3.9), имеем

∑

k∈∆(n,N)\Km

ĝ(k) ≫ (N − n)N (d−1)(1−1/θ). (3.12)

Далее, учитывая (3.6), (3.7), (3.9), получаем

||h||q′ ≤
∥

∥

∥

∑

k∈∆(n,N)

ei(k,x)
∥

∥

∥

q′
+

∥

∥

∥

∑

k∈∆(n,N)∩Km

ei(k,x)
∥

∥

∥

q′

≪ 2N(1−1/q′)N (d−1)/q′ +
∥

∥

∥

∑

k∈Km

ei(k,x)
∥

∥

∥

2
≪ 2N/qN (d−1)/q′ +m1/2 ≍ m1/2. (3.13)

Исходя из (3.10)–(3.13), (3.6), (3.7), получаем

σm(MH
1/p
p,θ )q ≥ σm(g)q ≫ (N − n)N (d−1)(1−1/θ)m−1/2 ≍ m−1/2 (logm)(d−1)(1−1/θ)+1 .

Нижняя оценка в (2.1) установлена.

Теорема 1 доказана.

В завершение автор выражает искреннюю признательность рецензенту за сделанные им
замечания, способствовавшие улучшению изложения материала. Результаты данной работы
были получены во время пребывания в Centre de Recerca Matemàtica (г. Барселона, Испания)
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