
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 22 № 4 2016

УДК 517.5

КОНСТАНТЫ ЛЕБЕГА ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ L-СПЛАЙНОВ
ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

С.И.Новиков

В работе найдены точные значения равномерных констант Лебега ограниченных на всей веществен-

ной оси интерполяционных L-сплайнов с равноотстоящими узлами, соответствующих линейному диффе-

ренциальному оператору третьего порядка с постоянными действительными коэффициентами L3(D) =
D(D2 + α2), α > 0. Также проведено сравнение полученного результата с константами Лебега других

L-сплайнов.
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We find exact values for the uniform Lebesgue constants of interpolational L-splines that are bounded on

the real axis, have equidistant knots, and correspond to the linear third-order differential operator L3(D) =
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Введение

Сначала введем обозначения и дадим нужные определения.

Пусть D — оператор дифференцирования,

Ln(D) = Dn + an−1D
n−1 + . . .+ a1D + a0

— произвольный линейный дифференциальный оператор порядка n (n ≥ 2) с постоянными
вещественными коэффициентами a0, a1, . . . , an−1, pn(z) = zn + an−1z

n−1 + . . . + a1z + a0 —
его характеристический полином, Tn = {z1, z2, . . . , zn} — множество всех нулей полинома pn.
Если pn(−z) = (−1)npn(z) ∀z ∈ C, то такой дифференциальный оператор будем называть
формально самосопряженным.

Через Ck(R) обозначаем множество всех k раз непрерывно дифференцируемых функций,
определенных на всей вещественной оси R, C0(R) = C(R), L∞(R) — пространство ограничен-
ных, непрерывных на R функций с нормой ‖f‖∞ = sup{|f(x)| : x ∈ R}, а l∞(Z) — пространство
ограниченных последовательностей y = {yν}+∞

ν=−∞, снабженное нормой ‖y‖l∞(Z) = sup{|yν | : ν ∈
Z}. В дальнейшем индексы в обозначениях норм будем опускать.

Пусть ∆h = {jh : j ∈ Z} — равномерная сетка на R с шагом h.

L-сплайнами, соответствующими линейному дифференциальному оператору Ln(D), с уз-

лами в точках сетки ∆h будем называть функции sn, которые удовлетворяют следующим
условиям:

1) sn ∈ Cn−2(R),

2) Ln(D)sn(x) = 0 ∀x ∈ (jh, (j + 1)h),∀j ∈ Z.

Заметим, что если Ln(D) = Dn, то L-сплайн становится полиномиальным сплайном.
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Пространство L-сплайнов, соответствующих линейному дифференциальному оператору
Ln(D), с узлами в точках сетки ∆h обозначаем SLn

. Далее всюду, где это не вызывает недора-
зумений, будем опускать указание на дифференциальный оператор и сетку узлов L-сплайнов.

Введем еще одну равномерную сетку ∆̃h, которая получается из сетки ∆h сдвигом всех
ее точек на фиксированную величину a ∈ [0, 1), т. е. ∆̃h = {(j + a)h : j ∈ Z}. В точках сет-
ки ∆̃h будем интерполировать элементами пространства SLn

. Предположим, что сдвиг сет-
ки точек интерполяции a и ее шаг h выбраны так, что задача интерполяции разрешима
для любой последовательности интерполируемых данных y = {yj : j ∈ Z} ∈ l∞(Z). Тогда
на множестве l∞(Z) можно определить линейный оператор Sn, который каждому y ∈ l∞(Z)
ставит в соответствие ограниченный L-сплайн, интерполирующий y в точках сетки ∆̃h, т. е.
Sn : l∞(Z) −→ SLn

∩ L∞(R). Норму этого оператора будем называть константой Лебега L-

сплайн интерполяции ‖Sn‖ = sup
‖y‖≤1

‖Sny‖.

Исследование констант Лебега интерполяционных процессов является одной из важных за-
дач теории интерполяции. В численном анализе константы Лебега позволяют оценить устой-
чивость интерполяционного процесса относительно погрешности интерполируемых данных,
поскольку для любых y, ỹ ∈ l∞(Z) имеет место оценка ‖Sny−Snỹ‖ = ‖Sn(y−ỹ)‖ ≤ ‖Sn‖ ‖y−ỹ‖.

Отметим известные результаты нахождения точных значений констант Лебега интерполя-
ционных L-сплайнов.

Сначала обратимся к случаю Ln(D) = Dn, т. е. к интерполяции полиномиальными сплай-
нами. Здесь сдвиг сетки узлов интерполяции выбирался следующим образом: a = 0, если n
четно и a = 1/2, если n нечетно, поскольку при таком выборе параметра a интерполяционные
сплайны существуют, однозначно определяются интерполируемыми данными (см. [1], а также
[2, Теорема 1, лекция 4]) и приближают стандартные соболевские классы функций с точностью
наилучшей аппроксимации (этот факт является частным случаем результата [3, теорема 4]).
Значения констант Лебега найдены в работах [4; 5] при всех n ≥ 3, где в частности было
установлено, что

‖S3‖ =
√
2, ‖S4‖ =

1 + 3
√
3

4
. (0.1)

Для линейных дифференциальных операторов вида L2k+1(D) = D(D2 − t21) . . . (D
2 − t2k),

где t1, t2, . . . , tk — вещественные числа (это формально самосопряженные операторы нечетно-
го порядка, все корни характеристических полиномов которых вещественны) в работах [6; 7]
исследовано поведение последовательности констант Лебега интерполяционных L-сплайнов
{S2k+1}+∞

k=1 в зависимости от свойств последовательности чисел {tk}+∞
k=1, определяющих семей-

ство дифференциальных операторов. Также в [7, p. 238] получено представление констант Ле-
бега в виде контурных интегралов по единичной окружности комплексной плоскости. Сдвиг
интерполяционной сетки a был выбран таким же, как и в случае полиномиальных сплай-
нов нечетного порядка. Для линейных дифференциальных операторов третьего порядка вида
L3(D) = D(D2−β2), β ∈ R, явные выражения констант Лебега интерполяционных L-сплайнов
получены в [8, теорема 3], где установлено, что

‖S3‖ =
√
2

ch βh/4√
ch βh/2

. (0.2)

Для линейных дифференциальных операторов L3(D) = D(D − β)(D − γ) (т. е. дифферен-
циальных операторов третьего порядка, не являющихся формально самосопряженными) при
выполнении условия βγ < 0 константы Лебега интерполяционных L-сплайнов найдены в [9].
Сдвиг интерполяционной сетки a в этом случае определялся первым положительным нулем
соответствующего L-сплайна Эйлера (более подробно о сдвиге сетки см., например, [10]).

Для всех указанных выше классов дифференциальных операторов были также вычислены
константы Лебега периодических интерполяционных L-сплайнов (см., например, [8; 9; 11] и
ссылки в этих работах).
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Настоящая работа посвящена нахождению точных значений констант Лебега интерполя-
ционных L-сплайнов, соответствующих дифференциальному оператору третьего порядка вида
L3(D) = D(D2 + α2), α > 0. Характерной особенностью этого дифференциального оператора
является наличие пары комплексно сопряженных корней его характеристического полинома.
Этот факт делает невозможным в полной мере использовать подходы, развитые в отмеченных
выше работах [6–9]. Он же приводит к необходимости налагать ограничение на шаг h сетки уз-
лов интерполяционного L-сплайна, которое обеспечивает неосцилляцию решений однородного
дифференциального уравнения u′′(t) + α2u(t) = 0 (см., например, [12, Теорема 1]) на каждом
отрезке между любыми двумя последовательными узлами сетки ∆h.

Основным результатом работы является следующая

Теорема. Пусть a = 1/2, 0 < h < π/α, α > 0. Тогда константы Лебега ‖S3‖ интерполя-
ционных L-сплайнов, соответствующих линейному дифференциальному оператору L3(D) =
D(D2 + α2), с узлами на сетке ∆h = {jh : j ∈ Z} и интерполяцией в точках сетки ∆̃h =
{(j + a)h : j ∈ Z} имеют следующее явное выражение:

‖S3‖ =
√
2

cos
αh

4√
cos

αh

2

.

Прежде чем доказывать основной результат, получим представление фундаментального
L-сплайна в виде контурного интеграла по единичной окружности комплексной плоскости,
аналогичное [7, p. 238], а затем изучим некоторые свойства этой функции.

1. Фундаментальный L-сплайн и его свойства

Как известно, фундаментальный L-сплайн L3 есть элемент пространства SL3
, который

удовлетворяет интерполяционным условиям L3(νh + h/2) = δ0,ν , ν ∈ Z, где δ0,ν — символ
Кронекера. Если 0 < h < τ/α, то L3 существует и единствен. Для любой последовательности
интерполируемых данных y = {yν} интерполяционный L-сплайн записывается в виде

sn(x) =
∑

ν∈Z

yνL3(x− νh). (1.1)

Теперь при 0 ≤ x ≤ h, 0 < h < τ/α, и любом z ∈ C определяем функцию двух переменных

W (x, z) = z2 (1− cosαx) + z(cosαx− 2 cosαh+ cosα(h − x)) + 1− cosα(h− x).

Лемма 1. Если 0 < h < π/α, то функция W (h/2, z) имеет два вещественных нуля,

которые являются простыми, отрицательными, и только один из них по модулю меньше

единицы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нули функции W (h/2, z) являются корнями квадратного урав-
нения

z2
(
1− cos

αh

2

)
+ 2z

(
cos

αh

2
− cosαh

)
+
(
1− cos

αh

2

)
= 0

с дискриминантом, равным 32 sin2(αh/4) sin2(αh/2) cos(αh/2). Поскольку при 0 < h < π/α
дискриминант положителен, то оба корня вещественные. Так как старший коэффициент равен
свободному члену, корни имеют одинаковые знаки, а поскольку W (h/2, 0) > 0, W (h/2,−1) < 0,
то они отрицательные и расположены на вещественной оси по разные стороны от точки −1.
Лемма 1 доказана.

Следующее утверждение легко проверяется непосредственными вычислениями.
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Лемма 2. При любом z ∈ C имеют место равенства

W (h, z) = zW (0, z),
∂W (x, z)

∂x

∣∣∣
x=h

= z
∂W (x, z)

∂x

∣∣∣
x=0

.

Лемма 3. Если 0 < h < π/α, то при любом фиксированном z < 0 функция W (x, z) имеет

на полуинтервале [0, h) единственный нуль, и этот нуль простой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем произвольное z < 0, z 6= −1. Из леммы 2 видно, что
непрерывно дифференцируемая функция W (x, z) и ее производная по x принимают в точках
x = 0, x = h значения разных знаков. Следовательно, как W (x, z), так и W ′

x(x, z) имеют
на интервале (0, h) один или несколько нулей. Однако, W ′

x(x, z) = α(z − 1)g(x), где g(x) =
(z − cosαh) sinαx+ sinαh cosαx. Поскольку нули функции g(x) простые и расстояние между
любыми двумя соседними нулями равно π/α, а 0 < h < π/α, то на (0, h) функция W ′

x(x, z)
имеет в точности один нуль, и этот нуль простой. Поэтому на [0, h) функция W (x, z) только
один раз меняет характер монотонности (сначала возрастает, потом убывает или наоборот).
Учитывая, что значения функции W (x, z) в точках x = 0 и x = h имеют разные знаки,
заключаем, что на интервале (0, h) есть только одна точка, в которой W (x, z) обращается в
нуль.

Пусть теперь z = −1. В этом случае W (0,−1) = W (h,−1) = 0 и W ′
x(x,−1) = 0 на (0, h)

только при x = h/2. Следовательно, точка x = 0 является единственным нулем функции
W (x,−1) на полуинтервале [0, h). Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Если 0 < h < π/α, то для всех 0 ≤ t ≤ h при любом µ ∈ Z справедливо

представление

L3(t− µh) =
1

2πi

∮

|z|=1

W (t, z)

zµ+1 W (h/2, z)
dz, (1.2)

где i — мнимая единица, а обход контура интегрирования происходит в положительном

направлении.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала проверяем выполнение условий интерполяции

L3(νh+ h/2) =
1

2πi

∮

|z|=1

zν−1dz = δ0,ν , ν ∈ Z.

Теперь покажем, что L3 ∈ C1(R). Воспользовавшись первым из равенств леммы 2, при
любом µ ∈ Z получаем

L3(µh+ 0) =
1

2πi

∮

|z|=1

W (h, z)

z−µ+2 W (h/2, z)
dz =

1

2πi

∮

|z|=1

W (0, z)

z−µ+1 W (h/2, z)
dz = L3(µh− 0);

для производной с помощью второго равенства леммы 2 имеем L′
3(µh+ 0) = L′

3(µh− 0).

Равенство L3(D)L3(x) = 0 при любом x ∈ (µh, (µ + 1)h), j ∈ Z легко следует из явного
вида функции W (x, z) с помощью дифференцирования под знаком интеграла.

Убедимся, что функция L3(x) вещественная. Действительно, подынтегральное выражение
в (1.2) имеет два вида особенностей: z = 0 при µ = 0, 1, . . . и нули функции W (h/2, z). Оста-
ется применить теорему Коши о вычетах к интегралу в правой части (1.2) и воспользоваться
леммой 1. Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Если 0 < h < π/α, то при всех τ ∈ R выполняется равенство L3(τ) = L3(h−τ).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ϕ(τ) = L3(h − τ) − L3(τ). Очевидно, что ϕ(h/2) = 0.
Кроме того, при всех целых ν 6= 0 согласно определению фундаментального L-сплайна имеем
ϕ(νh+ h/2) = L3(h/2 − νh)− L3(h/2 + νh) = 0. Таким образом, функция ϕ(τ) интерполирует
на сетке ∆̃h нулевые значения. Поскольку дифференциальный оператор L3(D) является фор-
мально самосопряженным, то ϕ ∈ SL3

, и в силу единственности интерполяционного L-сплайна
получаем, что ϕ(τ) ≡ 0. Лемма 5 доказана.

Лемма 6. Пусть 0 < h < π/α. Тогда

1) если µ = −1,−2, . . ., то sign L3(t− µh) = (−1)µ sign (t− h/2), где 0 ≤ t < h,

2) если µ = 1, 2, . . ., то sign L3(t− µh) = (−1)µ sign (h/2− t), где 0 < t ≤ h,

3) sign L3(t) = 1, где 0 ≤ t ≤ h.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть µ = −1,−2, . . . . В этом случае особыми точками
подынтегральной функции в (1.2) являются только нули функции W (h/2, z). Согласно лемме 1
внутри единичного круга с центром в начале координат расположен только один из двух ее
нулей, который мы обозначаем λ(h/2). Непосредственные вычисления показывают, что

λ

(
h

2

)
=

cosαh − cos
αh

2
+ 2

√
2 sin

αh

4
sin

αh

2

√
cos

αh

2

2 sin2
αh

4

.

Применяя теорему Коши о вычетах к интегралу в правой части (1.2) и учитывая, что точ-
ка λ(h/2) является полюсом первого порядка, получаем

L3(t− µh) =
W (t, λ(h/2))

(λ(h/2))µ+1 W ′
z(h/2, z) |z=λ(h/2)

. (1.3)

Нетрудно видеть, что при 0 < h < π/α имеет место

W ′
z

(
h

2
, z

) ∣∣∣
z=λ(h/2)

= 4
√
2 sin

αh

4
sin

αh

2

√
cos

αh

2
> 0, (1.4)

а функция W (t, λ(h/2)) обращается в нуль в точке t = h/2. Так как λ(h/2) < 0, то согласно
лемме 3 функция W (t, λ(h/2)) не имеет других нулей на полуинтервале [0, h). Нетрудно видеть,
что при переходе через точку h/2 она меняет знак с плюса на минус, и поскольку λ(h/2) < 0,
то из (1.3) следует доказываемое утверждение.

2) Пусть µ = 1, 2, . . . . В утверждении леммы 5 полагаем τ = t− µh и берем sign от обеих
его частей. В результате имеем sign L3(t−µh) = sign L3((h− t)−µ1h), где µ1 = −µ. Поскольку
µ1 = −1,−2 . . . , то, используя п. 1), получаем

sign L3(t− µh) = (−1)µ1sign (h− t− h/2) = (−1)µ sign (h/2 − t).

3) Пусть µ = 0. В этом случае подынтегральная функция в (1.2) имеет в области |z| < 1
две особые точки z1 = 0 и z2 = λ(h/2), каждая из которых является полюсом первого порядка.
Вновь применяя теорему Коши о вычетах к правой части (1.2), получаем

L3(t) =
W (t, 0)

W (h/2, 0)
+

W (t, λ(h/2))

(λ(h/2)) W ′
z(h/2, λ(h/2))

. (1.5)

Поскольку W (t, 0) = 1− cosα(h − t) > 0 и W (h/2, 0) = 1− cos(αh/2) > 0, то первое слагаемое
в правой части (1.5) положительно при всех t ∈ [0, h) и равно нулю при t = h. Как отмечено
в п. 1), функция W (t, λ(h/2)) меняет знак с плюса на минус при переходе через точку h/2,
поэтому W (t, λ(h/2)) < 0 на (h/2, h]. Этот факт наряду с отрицательностью λ(h/2) и нера-
венством (1.4) позволяет сделать вывод, что второе слагаемое в (1.5) положительно при всех
t ∈ (h/2, h]. Таким образом, sign L3(t) = 1 для h/2 < t ≤ h.
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Если 0 ≤ t < h/2, то h − t ∈ (h/2, h], и в силу доказанного выше результата для (h/2, h] и
леммы 5 получаем, что sign L3(t) = 1 ∀t ∈ [0, h/2). Остается учесть, что L3(h/2) = 1. Таким
образом, п. 3), а вместе с ним и лемма 6 доказаны.

З а м е ч а н и е. Для L-сплайнов, определяемых произвольным формально самосопря-
женным дифференциальным оператором нечетного порядка, все корни характеристического
полинома которого являются вещественными, лемма 6 была доказана в работе [7, § 3] без
ограничения на шаг сетки узлов интерполяционного L-сплайна. Наше доказательство в целом
основано на той же идее. Можно показать, что для L-сплайнов, определяемых дифференци-
альным оператором L3(D) = D(D2 + α2), α > 0, отказ от ограничения 0 < h < π/α может
привести к ситуации, когда интерполяционные L-сплайны даже могут не существовать.

2. Доказательство основного результата и комментарии

Прежде всего отметим, что при выбранном значении сдвига сетки точек интерполяции
относительно сетки узлов L-сплайна a = h/2 и наложенном в теореме ограничении на шаг
0 < h < π/α существование и единственность L-сплайн интерполянта для каждого набо-
ра интерполируемых данных y ∈ l∞(Z) следуют из результата В.Т.Шевалдина [10, §2], и, как
показано в работе автора [13, Теорема 2], ограниченные интерполяционные L-сплайны прибли-
жают стандартные соболевские классы дифференцируемых функций с точностью наилучшей
аппроксимации. Теперь переходим непосредственно к доказательству теоремы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Через s3(x) обозначаем L-сплайн третьего порядка, соответству-
ющий дифференциальному оператору L3(D) = D(D2 + α2), α > 0, который интерполирует в
точках сетки ∆̃h = {(j + 1/2)h : j ∈ Z} последовательность y = {yν}+∞

ν=−∞ с ‖y‖ ≤ 1.
Из представления (1.1) получаем

|s3(x)| ≤
∑

ν∈Z

|yν | |L3(x− νh)| ≤
∑

ν∈Z

|L3(x− νh)|. (2.1)

Пусть

Φ(x) =
∑

ν∈Z

|L3(x− νh)|.

Легко видеть, что функция Φ(x) является периодической с периодом h. Кроме того, она четная,
поскольку, применяя лемму 5 при всех x ∈ R имеем

Φ(−x) =
∑

ν∈Z

|L3(−x− νh)| =
∑

ν∈Z

|L3(νh− x)| =
∑

ν∈Z

|L3(h− (x− (ν − 1)h)|

=
∑

ν∈Z

|L3(x− (ν − 1)h)| =
∑

m∈Z

|L3(x−mh)| = Φ(x).

Покажем, что на отрезке [−h/2, h/2] функция Φ(x) совпадает с некоторым интерполяционным
L-сплайном.

Пусть ỹ = {ỹν : ν ∈ Z}, где

ỹν =

{
(−1)ν , ν = 0, 1, . . . ,

(−1)ν+1, ν = −1,−2 . . .
(2.2)

Из (2.2) имеем
ỹν = ỹ−ν−1 ∀ν ∈ Z. (2.3)

Полагаем
σ(x) =

∑

ν∈Z

ỹνL3(x− νh). (2.4)
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Ясно, что σ ∈ SL3
. Убедимся, что σ(x) также является четной функцией. Рассмотрим σ(−x).

Поскольку дифференциальный оператор L3(D) = D(D2 + α2) формально самосопряжен, то
σ(−x) ∈ SL3

и нетрудно видеть, что σ(−x) интерполирует в точках сетки ∆̃h = {(j + 1/2)h :
j ∈ Z} последовательность ỹ = {ỹν}. Поэтому ϕ(x) = σ(x) − σ(−x) ∈ SL3

, и в силу (2.3) при
всех j ∈ Z выполняется

ϕ((j + 1/2)h) = σ((j + 1/2)h) − σ((−j − 1/2)h) = ỹν − ỹ−ν−1 = 0.

Поскольку 0 < h < π/α, то в силу единственности интерполяционного L-сплайна получаем
ϕ(x) ≡ 0, т. е. σ(x) = σ(−x) ∀x ∈ R.

Воспользовавшись леммой 6, четностью функций Φ и σ и соотношениями (2.2), (2.4) для
x ∈ [−h/2, h/2] получаем

Φ(x) =
∑

ν∈Z

|L3(x− νh)| =
∑

ν∈Z

L3(x− νh) sign L3(t− νh)

= L3(x) +

+∞∑

ν=1

(−1)νL3(x− νh) +

−1∑

ν=−∞

(−1)ν+1L3(x− νh) =
∑

ν∈Z

ỹνL3(x− νh) = σ(x).

Поскольку неравенства (2.1) обращаются в равенства при y = ỹ, то для константы Лебега
имеем ‖S3‖ = sup

x∈R
Φ(x). В силу свойств функций Φ и σ (h-периодичности и четности функции

Φ, четности σ и совпадению Φ(x) с σ(x) для x ∈ [−h/2, h/2]) это равенство переписывается в
виде

‖S3‖ = max
x∈[0,h/2]

σ(x). (2.5)

Поскольку σ(x) — четная непрерывно дифференцируемая функция, то σ′(0) = 0. Убедимся,
что σ′(x) не имеет других нулей на (0, h/2]. Действительно, σ′(x) = a sinαx+b cosαx, где a и b —
некоторые вещественные константы. Так как нули функции σ′(x) простые и расстояние между
любыми двумя соседними нулями равно π/α, а 0 < h < π/α, то на (0, h/2] функция σ′(x) не
имеет нулей. Это обстоятельство и тот факт, что σ(h/2) = 1, позволяют переписать (2.5) в
виде

‖S3‖ = max{1, σ(0)}. (2.6)

Из (2.4) и (1.2) имеем

σ(0) =
1

2πi

{ +∞∑

ν=0

(−1)ν
∮

|z|=1

W (0, z)

zν+1 W (h/2, z)
dz +

−1∑

ν=−∞

(−1)ν+1

∮

|z|=1

W (0, z)

zν+1 W (h/2, z)
dz

}
.

Согласно лемме 1 функция W (h/2, z) не имеет нулей на окружности |z| = 1. В силу непрерыв-
ности она не обращается в нуль и в некотором кольце 1−2ε < |z| < 1+2ε при достаточно малых
значениях ε > 0. В частности, W (h/2, z) 6= 0 на каждой из двух окружностей |z| = 1 − ε и
|z| = 1+ε. Поэтому применяя интегральную теорему Коши для составного контура к каждому
из двух интегралов предыдущего равенства и затем меняя местами знаки сумм и интегралов,
получаем

σ(0) =
1

2πi

{ ∮

|z|=1−ε

(
+∞∑

ν=0

(−1)ν

zν+1

)
W (0, z)

W (h/2, z)
dz +

∮

|z|=1+ε

( −1∑

ν=−∞

(−1)ν+1

zν+1

) W (0, z)

W (h/2, z)
dz

}
.

Поскольку
+∞∑

ν=0

(−1)ν

zν+1
=

1

1 + z
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при |z| > 1 (в частности, на окружности |z| = 1 + ε), а

−1∑

ν=−∞

(−1)ν+1

zν+1
=

1

z

+∞∑

j=1

(−1)jzj =
1

1 + z

при |z| < 1 (в частности, на окружности |z| = 1− ε), то

σ(0) =
1

2πi

{ ∮

|z|=1−ε

W (0, z)

(z + 1)W (h/2, z)
dz +

∮

|z|=1+ε

W (0, z)

(z + 1)W (h/2, z)
dz

}
. (2.7)

Убедимся, что в точке z = −1 особенности подынтегральных функций можно устранить.
Действительно, так как W (0,−1) = 0, то

lim
z→−1

W (0, z)

z + 1
= W ′

z(0,−1) = 2 sin2
αh

2
,

и остается доопределить W (0, z)/(z + 1) в точке z = −1 найденным значением предела.
Теперь применяем интегральную теорему Коши для составного контура к интегралам в

правой части (2.7) и получаем

σ(0) =
1

πi

∮

|z|=1

W (0, z)

(z + 1)W (h/2, z)
dz.

Внутри контура |z| = 1 содержится только одна особая точка подынтегральной функции —
нуль функции W (h/2, z), который обозначаем λ(h/2). В доказательстве леммы 6 приведено
явное выражение λ(h/2). Эта особая точка является полюсом первого порядка. Вычислив ин-
теграл с помощью теоремы Коши о вычетах, после выполнения элементарных преобразований
имеем

σ(0) =
√
2

cos
αh

4√
cos

αh

2

.

Легко убедиться в том, что правая часть последнего равенства при 0 < h < π/α больше
единицы. (2.6) и последнее равенство завершают доказательство. Теорема доказана.

Сделаем некоторые замечания, которые позволяют понять, как связана теорема с другими
результатами, относящимися к константам Лебега сплайн-аппроксимации.

Прежде всего отметим, что переходя к пределу при α → 0 в утверждении теоремы и в
неравенстве, ограничивающем шаг сетки, получаем известный результат (0.1) для констант
Лебега параболических интерполяционных сплайнов.

Кроме того, если положить α = iβ (i — мнимая единица, β ∈ R), то результат теоремы
переходит в соотношение (0.2), полученное для интерполяционных L-сплайнов, определяемых
дифференциальным оператором L3(D) = D(D2 − β2). Разумеется, такая замена не может
являться доказательством соотношения (0.2).

Наряду с интерполяционными в теории сплайнов изучаются также локальные (неинтерпо-
ляционные) сплайны, которые характеризуются тем, что являются точными на ядре порожда-
ющего их дифференциального оператора или на некотором подпространстве этого ядра. Для
дифференциального оператора L3(D) = D(D2 + α2), α > 0, В.Т.Шевалдин и Е.В.Стрелкова
в 2016 г. нашли константы Лебега ‖S3,loc‖ локальных L-сплайнов, точных на двух функциях
sinαx, cosαx из ядра этого оператора. Они доказали, что если 0 < h < π/α, то

‖S3,loc‖ =
(
cos

αh

2

)−1
.
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Сравнение этого результата с теоремой показывает, что при выполнении неравенства
0 < h < 2Θ0/α, где Θ0 = arccos((

√
5−1)/2) ≈ 0.90456, константы Лебега локальных L-сплайнов

оказываются меньше констант Лебега интерполяционных, в то время как при 2Θ0/α < h <
π/α, наоборот, константы Лебега интерполяционных L-сплайнов меньше констант Лебега ло-
кальных; если же 2Θ0/α = h, то эти величины совпадают.
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