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Введение

Пусть Lp(T), 1 ≤ p < ∞, — пространство всех измеримых 2π-периодических функций

с конечной Lp(T)-нормой ‖f‖p =
(

π−1

∫

T

|f(x)|p dx
)1/p

, L∞(T) ≡ C(T) — пространство всех

непрерывных 2π-периодических функций с равномерной нормой ‖f‖∞ = max{|f(x)| : x ∈ T},
где T = (−π, π]; En(f)p — наилучшее в метрике Lp(T) приближение функции f тригонометри-
ческими полиномами порядка не выше n, n ∈ Z+; ωk(f ; δ)p — модуль гладкости k-го порядка
функции f ∈ Lp(T), k ∈ N, δ ∈ [0,+∞) : ωk(f ; δ)p = sup{‖∆k

hf(·)‖p : h ∈ R, |h| ≤ δ}, где

∆k
hf(x) =

∑k
ν=0(−1)k−ν

(k
ν

)

f(x+ νh),
(k
ν

)

= k!
/(

ν!(k − ν)!
)

, ν = 0, k.
Следующее утверждение представляет так называемую обратную теорему в разных мет-

риках теории приближений периодических функций (см., например, [1, предложение 1, случай
q ≤ 2; 2, теорема 1, случай 2 < q < ∞; 3, лемма 1, случай q = ∞] и библиографию там).

Теорема А. Пусть 1 ≤ p < q ≤ ∞, f ∈ Lp(T), γ = γ(q) = q при q < ∞ и γ(∞) = 1,
σ = 1/p − 1/q, k ∈ N, и

∞
∑

n=1

nγσ−1Eγ
n−1(f)p < ∞ . (1)

Тогда f почти всюду совпадает с некоторой функцией из Lq(T) (которую после надлежащего

изменения на множестве меры нуль снова обозначим через f) и справедливо неравенство

ωk

(

f ;
π

n

)

q
≤ C1(k, p, q)

{(

∞
∑

ν=n+1

νγσ−1Eγ
ν−1(f)p

)1/γ
+ n−k

(

n
∑

ν=1

νγ(k+σ)−1Eγ
ν−1(f)p

)1/γ}

, n ∈ N.

(2)
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Здесь и всюду в дальнейшем Cj(k, p, q . . .), где j ∈ N, обозначают положительные постоян-
ные, зависящие только от указанных в скобках параметров.

Автором [1, лемма 2, случай q ≤ 2; 2, лемма 3, случай 2 < q < ∞; 3, лемма 5, случай q = ∞]
была доказана точность в смысле порядка неравенства (2) на классах функций

Ep[ε] = {f ∈ Lp(T) : En−1(f)p ≤ εn, n ∈ N},

где последовательность ε = {εn} удовлетворяет условиям 0 < εn ↓ 0 при n ↑ ∞.

Теорема B. Пусть 1 ≤ p < q ≤ ∞, σ = 1/p − 1/q, k ∈ N, и

∞
∑

n=1

nγσ−1εγn < ∞; (3)

тогда

sup
{

ωk

(

f ;
π

n

)

q
: f ∈ Ep[ε]

}

≍
(

∞
∑

ν=n+1

νγσ−1εγν

)1/γ
+ n−k

(

n
∑

ν=1

νγ(k+σ)−1εγν

)1/γ
, n ∈ N. (4)

Напомним, что порядковое равенство αn ≍ βn означает существование таких постоянных
0 < C2 ≤ C1, зависящих лишь от заданных параметров (в данном случае k, p и q), что C2βn ≤
αn ≤ C1βn.

З а м е ч а н и е 1. Условие (3) необходимо и достаточно для того, чтобы каждая функция
f ∈ Lp(T) с En−1(f)p = O(εn), n ∈ N, принадлежала (в указанном выше смысле) Lq(T) (см.,
например, [2, теорема 2] и библиографию там).

З а м е ч а н и е 2. Экстремальная функция g(·; p; ε) ∈ Ep[ε], реализующая порядковое
равенство (4) в случае 1 ≤ p < q < ∞, имеет вид

g(x; p; ε) =
1

2
ε1 +

∞
∑

n=1

an(p; ε) cos nx,

где последовательность {an(p; ε)} определяется следующим образом:

an(p; ε) =
{

∞
∑

ν=n

(ν − n+ 1)(εpν − εpν+1)

(ν + 1)p

}1/p
, n = 1, 2, . . . .

Функция g(·; p; ε) ранее применялась В.Э. Гейтом [4, § 2, п. 1; 5, § 2, п. 2] в случае p = 1
и М.Ф.Тиманом [6, теорема 1] в случае p ≥ 1. Эта функция использовалась также автором
[1, лемма 2; 2, лемма 3] при доказательстве оценки снизу в порядковом равенстве (4), а именно

ωk

(

g;
π

n

)

q
≥ C2(k, p, q)

{(

∞
∑

ν=n+1

νqσ−1εqν

)1/q
+ n−k

(

n
∑

ν=1

νq(k+σ)−1εqν

)1/q}

, n ∈ N, (5)

при условии
∑

∞

n=1 n
qσ−1εqn < ∞ ⇔ g ∈ Lq(T).

Следует отметить, что оценка (5) ранее установлена автором в [7, § 3, лемма 3.13, случай
q ≤ 2; лемма 3.14, случай q > 2], при этом существенную роль сыграли леммы 3.3 и 3.11 из
[7, § 3], позднее оформленные в [1, лемма 1].

З а м е ч а н и е 3. Функция g(·; p; ε) и утверждение отмеченной выше леммы 1 из [1]
содержатся в опубликованной позднее работе [8, доказательство утверждения (В) теоремы 1,
с. 1664–1672], однако в списке цитированной литературы [8] отсутствуют как работа [1], так
и указанные работы В.Э. Гейта [4; 5], М.Ф.Тимана [6], а также работы автора [2; 7; 9; 10],
результаты которых были использованы в соответствующих утверждениях [8].
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Для заданного p ∈ [1,∞] обозначим через Mp(T) класс всех функций f ∈ Lp(T), коэффи-
циенты Фурье которых удовлетворяют условиям a0(f) = 0, an(f) ↓ 0, bn(f) ↓ 0 при n ↑ ∞.
Известно (см., например, [11, гл. 1, § 30]), что ряды Фурье таких функций сходятся всюду за
исключением, быть может, счетного множества точек x ≡ 0 (mod 2π), так что почти всюду
на R имеет место равенство

f(x) =

∞
∑

n=1

(

an(f) cosnx+ bn(f) sinnx
)

.

Отметим, что условие a0(f) = 0 не умаляет общности формулируемых результатов, по-
скольку, полагая f̄(x) = f(x) − (1/2)a0(f) при a0(f) 6= 0, имеем ωk(f ; δ)p = ωk(f̄ ; δ)p и
En(f)p = En(f̄)p, 1 ≤ p ≤ ∞, n ∈ Z+.

В настоящей статье установлено, что неравенство (2) является точным в смысле порядка
на всем классе Mp(T) в случае 1 < p < q < ∞, а именно, справедлива следующая

Теорема. Пусть 1 < p < q < ∞, σ = 1/p− 1/q, k ∈ N. Для того чтобы каждая функция

f ∈ Mp(T) принадлежала Lq(T), необходимо и достаточно выполнения условия

∞
∑

n=1

nqσ−1Eq
n−1(f)p < ∞, (6)

при этом имеет место порядковое равенство

ωk(f ;
π

n
)q ≍

(

∞
∑

ν=n+1

νqσ−1Eq
ν−1(f)p

)1/q
+ n−k

(

n
∑

ν=1

νq(k+σ)−1Eq
ν−1(f)p

)1/q
, n ∈ N. (7)

З а м е ч а н и е 4. Утверждение о необходимости условия (6) ранее отмечено М.Ф.Тиманом
[12, первый абзац после доказательства теоремы 9].

Доказательство теоремы приведено в разд. 1. Кроме того, в разд. 2 описывается процеду-
ра отыскания коэффициентов Фурье экстремальной функции g(·; p; ε) ∈ Ep[ε], реализующей
порядковое равенство (4) в случае 1 ≤ p < q < ∞.

1. Доказательство теоремы

Для удобства изложения положим cn(f) =
(

a2n(f) + b2n(f)
)1/2

, где an(f), bn(f) — коэффи-
циенты Фурье функции f ∈ Mp(T). Очевидно, что

cn(f) ↓ 0 (n ↑ ∞), 2−1
(

an(f) + bn(f)
)

≤ cn(f) ≤ an(f) + bn(f),

и, следовательно,

2−p
(

an(f) + bn(f)
)p

≤ cpn(f) ≤
(

an(f) + bn(f)
)p
, n ∈ N.

Достаточность условия (6) следует из 1-й части утверждения теоремы А: (1) ⇒ f ∈ Lq(T).
Докажем необходимость. Пусть каждая функция f ∈ Mp(T) принадлежит Lq(T). Посколь-
ку f ∈ Mp(T), то в силу леммы Г.Харди и Дж.Литтлвуда (см., например, [11, гл. X, § 3;
13, т. 2, гл. 12, лемма 6.6]): g ∈ Ls(T) ⇔

∑

∞

n=1 n
s−2csn(g) < ∞ при 1 < s < ∞ и cn(g) ↓ 0

(n ↑ ∞), имеем
∑

∞

n=1 n
p−2cpn(f) < ∞. Применяя неравенство А.А.Конюшкова [14, § 1, теоре-

ма 4, неравенство (1.21); 15, § 2, неравенство (21)] и неравенство Г.Харди [16, гл. IX, теоре-
ма 346], получаем

∞
∑

n=1

nqσ−1Eq
n−1(f)p ≤ Cq

3(p)

∞
∑

n=1

nqσ−1
{

n1−1/pcn(f) +
(

∞
∑

ν=n+1

νp−2cpν(f)
)1/p}q
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≤ Cq
3(p)2

q−1
{

∞
∑

n=1

nq−2cqn(f) +

∞
∑

n=1

nqσ−1
(

∞
∑

ν=n+1

νp−2cpν(f)
)q/p}

≤ Cq
3(p)2

q−1
{

∞
∑

n=1

nq−2cqn(f) + C4(p, q)

∞
∑

n=1

nqσ−1(np−1cpn(f))
q/p

}

= Cq
3(p)2

q−1(1 + C4(p, q))
∞
∑

n=1

nq−2cqn(f),

откуда
(

∞
∑

n=1

nqσ−1Eq
n−1(f)p

)1/q
≤ C5(p, q)

(

∞
∑

n=1

nq−2cqn(f)
)1/q

, (8)

где C5(p, q) = C3(p)2
1−1/q(1 + C4(p, q))

1/q .
Оценка сверху в (7) следует из неравенства (2) (см. теорему А). Займемся доказательством

оценки снизу. Если выполнено условие (6), то f ∈ Lq(T) ⇔
∑

∞

n=1 n
q−2cqn(f) < ∞. Аналогично

доказательству неравенства (8) получаем

(

∞
∑

ν=n+1

νqσ−1Eq
ν−1(f)p

)1/q
≤ C5(p, q)

(

∞
∑

ν=n+1

νq−2cqν(f)
)1/q

, n ∈ N. (9)

В случае q ≤ 2 в силу теоремы Г.Харди и Дж.Литтлвуда (см., например, [13, т. 2, гл. 12,
теорема 3.19]), неравенства М.Рисса (см., например, [17, гл. 5, п. 5.11, неравенство (6)]) и
Lq-аналога неравенства Джексона — Стечкина (см., например, [17, гл. 5, п. 5.1.32, неравен-
ство (16), п. 5.11, неравенство (1)]) имеем

(

∞
∑

ν=n+1

νq−2cqν(f)
)1/q

≤ C6(q)‖f(·)− Sn(f ; ·)‖q ≤ C6(q)C7(q)En(f)q

≤ C6(q)C7(q)C8(k)ωk

(

f ;
π

n+ 1

)

q
,

где Sn(f ; ·) — частная сумма порядка n ∈ N ряда Фурье функции f ∈ Lq(T).
В случае q > 2 в силу неравенства (20) из [15, § 2, теорема 6] и Lq-аналога неравенства

Джексона — Стечкина получаем ([t] — целая часть числа t)

(

∞
∑

ν=n+1

νq−2cqν(f)
)1/q

≤ C9(q)E[n+1

2
](f)q ≤ C9(q)C8(k)ωk

(

f ;
π

[n+1
2 ] + 1

)

q

≤ C9(q)C8(k)ωk

(

f ;
2π

n+ 1

)

q
≤ 2kC9(q)C8(k)ωk

(

f ;
π

n+ 1

)

q
.

Учитывая полученные оценки в (9), окончательно имеем

(

∞
∑

ν=n+1

νqσ−1Eq
ν−1(f)p

)1/q
≤ C10(k, p, q)ωk

(

f ;
π

n

)

q
, n ∈ N. (10)

Теперь оценим второе слагаемое в левой части (7). В силу неравенства А.А.Конюшкова и
неравенства Г.Харди (см. доказательство оценки (8)) имеем

n
∑

ν=1

νq(k+σ)−1Eq
ν−1(f)p

≤ Cq
3(p)

n
∑

ν=1

νq(k+σ)−1
{

ν1−1/pcν(f) +
(

n
∑

µ=ν+1

µp−2cpµ(f)
)1/p

+
(

∞
∑

µ=n+1

µp−2cpµ(f)
)1/p}q
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≤ 3q−1Cq
3(p)

{

n
∑

ν=1

νqk+q−2cqν(f) +

n
∑

ν=1

νq(k+σ)−1
(

n
∑

µ=ν+1

µp−2cpµ(f)
)q/p

+

n
∑

ν=1

νq(k+σ)−1
(

∞
∑

µ=n+1

µp−2cpµ(f)
)q/p}

≤ 3q−1Cq
3(p)

{

n
∑

ν=1

νqk+q−2cqν(f) + C11(k, p, q)

n
∑

ν=1

νq(k+σ)−1(νp−1cpν(f))
q/p

+ nq(k+σ)
(

∞
∑

µ=n+1

µp−2cpµ(f)
)q/p}

= 3q−1Cq
3(p)

{

(1 + C11(k, p, q))
n
∑

ν=1

νqk+q−2cqν(f) + nq(k+σ)
(

∞
∑

ν=n+1

νp−2cpν(f)
)q/p}

.

Далее, применяя неравенство Гельдера с показателями ρ = q/p > 1 и ρ′ = q/(q − p)
(1/ρ+ 1/ρ′ = 1), получаем

∞
∑

ν=n+1

νp−2cpν(f) =

∞
∑

ν=n+1

νp−2p/qcpν(f)ν
2p/q−2 ≤

(

∞
∑

ν=n+1

νq−2cqν(f)
)p/q(

∞
∑

ν=n+1

ν−2
)1−p/q

≤ np/q−1
(

∞
∑

ν=n+1

νq−2cqν(f)
)p/q

,

откуда

n1/p−1/q
(

∞
∑

ν=n+1

νp−2cpν(f)
)1/p

≤
(

∞
∑

ν=n+1

νq−2cqν(f)
)1/q

. (11)

Учитывая полученную оценку (11), имеем

n−k
(

n
∑

ν=1

νq(k+σ)−1Eq
ν−1(f)p

)1/q

≤ 31−1/qC3(p)
{

(1 + C11(k, p, q))
1/qn−k

(

n
∑

ν=1

νqk+q−2cqν(f)
)1/q

+ nσ
(

∞
∑

ν=n+1

νp−2cpν(f)
)1/p}

≤ C12(k, p, q)
{

n−k
(

n
∑

ν=1

νqk+q−2cqν(f)
)1/q

+
(

∞
∑

ν=n+1

νq−2cqν(f)
)1/q}

. (12)

Необходимая оценка для второго слагаемого в правой части (12) была установлена выше (см.
доказательство неравенства (10)):

(

∞
∑

ν=n+1

νq−2cqν(f)
)1/q

≤ C13(k, q)ωk

(

f ;
π

n

)

q
, n ∈ N.

Для завершения доказательства осталось установить справедливость оценки

n−k
(

n
∑

ν=1

νqk+q−2cqν(f)
)1/q

≤ C14(k, q)ωk

(

f ;
π

n

)

q
, n ∈ N. (13)

В случае q ≤ 2 в силу теоремы Г.Харди и Дж.Литтлвуда (см. [13, т. 2, гл. 12, теорема 3.19])
имеем (sin z ≥ (2/π)z, z ∈ [0, π/2])

ωk

(

f ;
π

n

)

q
≥ ‖∆k

π/nf(·)‖q ≥ C15(q)2
k
(

∞
∑

ν=1

νq−2cqν(f)
∣

∣

∣
sin

νπ

2n

∣

∣

∣

qk)1/q
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≥ C15(q)2
k
(

n
∑

ν=1

νq−2cqν(f)
(

sin
νπ

2n

)qk)1/q
≥ C15(q)2

kn−k
(

n
∑

ν=1

νqk+q−2cqν(f)
)1/q

,

откуда и следует требуемая оценка (13) при q ≤ 2.
В случае q > 2, применяя неравенство (1.19) [14, § 1, следствие 2], неравенство (7) [18,

теорема 1], неравенство Г.Харди [16, гл. IX, теорема 346] и неравенство (2) [19, теорема без
номера], получаем

n−k
(

n
∑

ν=1

νqk+q−2cqν(f)
)1/q

≤ C16(k + 1, q)n−k
(

n
∑

ν=1

νqk−1ωq
k+1

(

f ;
π

ν

)

q

)1/q

≤ C16C17(k + 1, q)n−k
{

n
∑

ν=1

ν−(q+1)
(

ν
∑

µ=1

µ2(k+1)−1E2
µ−1(f)q

)q/2}1/q

≤ C16C17C18(q)n
−k

{

n
∑

ν=1

ν−(q+1)(ν2(k+1)E2
ν−1(f)q)

q/2
}1/q

= C16C17C18n
−k

{

n
∑

ν=1

νqk−1Eq
ν−1(f)q

}1/q
≤ C16C17C18C19(k, q)ωk

(

f ;
π

n

)

q
,

откуда следует требуемая оценка в (13) при q > 2. Теорема доказана. �

З а м е ч а н и е 5. Достаточность условия (6) можно доказать без привлечения теоре-
мы А. Поскольку f ∈ Mp(T), то в силу леммы Г.Харди и Дж.Литтлвуда имеем: f ∈ Lq(T) ⇔
∑

∞

n=1 n
q−2cqn(f) < ∞. Применяя неравенство (1.19) [14, § 1, следствие 2], правое неравенство в

(1.3) [20, § 1, теорема 1.1] и неравенство Г.Харди [16, гл. IX, теорема 346] получаем

∞
∑

n=1

nq−2cqn(f) ≤ C20(p)

∞
∑

n=1

nq−2
(

n1/p−1ω1

(

f ;
π

n

)

p

)q
= C20

∞
∑

n=1

nqσ−1ωq
1

(

f ;
π

n

)

p

≤ C20C
q
21(p)

∞
∑

n=1

nqσ−1
{

n−1
(

n
∑

ν=1

νp−1Ep
ν−1(f)p

)1/p}q

= C20C
q
21

∞
∑

n=1

n−(q+1−qσ)
(

n
∑

ν=1

νp−1Ep
ν−1(f)p

)q/p
≤ C20C

q
21C22(p, q)

∞
∑

n=1

nqσ−1Eq
ν−1(f)p.

З а м е ч а н и е 6. Оценку сверху в (7) можно также получить без привлечения нера-
венства (2) (см. теорему А). Из сходимости ряда (6) следует, что f ∈ Lq(T), а поскольку
f ∈ Mp(T), то f ∈ Mq(T). Отсюда в силу правого неравенства в (1.3) [20, § 1, теорема 1.1] и
неравенства разных метрик для наилучших приближений П.Л.Ульянова [21, § 4, теорема 4,
неравенство (4.3)] имеем

ωk

(

f ;
π

n

)

q
≤ C23(k, q)n

−k
(

n
∑

ν=1

νqk−1Eq
ν−1(f)q

)1/q

≤ C23C24(p, q)n
−k

{

n
∑

ν=1

νqk−1
[

νσEν−1(f)p +
(

∞
∑

µ=ν+1

µqσ−1Eq
µ−1(f)p

)1/q]q}1/q

≤ C23C24n
−k

{

2q−1
n
∑

ν=1

νq(k+σ)−1Eq
ν−1(f)p + 2q−1

n
∑

ν=1

νqk−1
∞
∑

µ=ν+1

µqσ−1Eq
µ−1(f)p

}1/q

= C23C242
1−1/qn−k

{

n
∑

ν=1

νq(k+σ)−1Eq
ν−1(f)p +

n
∑

ν=1

νqk−1
n
∑

µ=ν+1

µqσ−1Eq
µ−1(f)p
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+

n
∑

ν=1

νqk−1
∞
∑

µ=n+1

µqσ−1Eq
µ−1(f)p

}1/q

≤ C23C242
1−1/qn−k

{

n
∑

ν=1

νq(k+σ)−1Eq
ν−1(f)p +

n
∑

µ=1

µqσ−1Eq
µ−1(f)p

µ
∑

ν=1

νqk−1

+ nqk
∞
∑

µ=n+1

µqσ−1Eq
µ−1(f)p

}1/q

≤ C23C242
1−1/q

{

21/qn−k
(

n
∑

ν=1

νq(k+σ)−1Eq
ν−1(f)p

)1/q
+

(

∞
∑

µ=n+1

µqσ−1Eq
µ−1(f)p

)1/q}

.

2. О процедуре отыскания коэффициентов Фурье экстремальной функции

Вначале напомним, что последовательность {an}
∞

n=0 ⊂ R называется выпуклой, если
∆2an ≥ 0, где ∆2an = ∆an − ∆an+1, ∆an = an − an+1, n ∈ Z+. Известно (см., например,
[11, вводный материал, § 3; 13, т. 1, гл. 3, п. 4, теорема (4.1); 22, т. 1, гл. 7, п. 7.1.2, п. 7.1.3]),
что если {an} выпукла и an → 0 при n → ∞, то an ↓ 0 (n ↑ ∞), n∆an → 0 (n → ∞) и ряд
∑

∞

n=0(n + 1)∆2an = a0. Далее (см., например, [11, гл. 1, § 30, теорема 4; 13, т. 1, гл. 5, п. 1,
теорема 1.5; 22, т. 1, гл. 7, п. 7.3.1]), если {an} выпукла и an → 0 (n → ∞), то ряд

1

2
a0 +

∞
∑

n=1

an cosnx (14)

сходится всюду на R за исключением, быть может, точек x ≡ 0 (mod 2π), к некоторой неот-
рицательной функции g ∈ L1(T) и является рядом Фурье этой функции, т. е. an = an(g),
n = 0, 1, 2, . . .. При этом имеют место равенства (x 6= 0 (mod 2π))

g(x) =
1

2
a0 +

∞
∑

n=1

an cosnx =
∞
∑

n=0

(n+ 1)∆2anFn(x),

‖g‖1 =
1

π

π
∫

−π

g(x) dx =
∞
∑

n=0

(n + 1)∆2an
1

π

π
∫

−π

Fn(x) dx =
∞
∑

n=0

(n+ 1)∆2an = a0,

где Fn(x) — ядро Фейера, n ∈ Z+.
Полагая (n + 1)∆2an = ∆εn, n ∈ Z+, находим коэффициенты Фурье an(p; ε) функции

g(x; p; ε) в случае p = 1 (см. введение, замечание 2):

an(1; ε) = an =

∞
∑

ν=n

∆aν =

∞
∑

ν=n

∞
∑

µ=ν

∆2aµ =

∞
∑

ν=n

∞
∑

µ=ν

∆εµ
µ+ 1

=

∞
∑

µ=n

∆εµ
µ+ 1

µ
∑

ν=n

1

=
∞
∑

µ=n

∆εµ
µ+ 1

(µ− n+ 1) =
∞
∑

µ=n

(

1−
n

µ+ 1

)

∆εµ.

В случае p > 1 в силу порядкового равенства (7) требуемую функцию g(·; p; ε) будем искать
также в виде суммы ряда (14), где an ↓ 0 (n ↑ ∞). Кроме того, требуется выполнение условий
∑

∞

n=1 n
p−2apn < ∞ ⇔ g ∈ Lp(T) (в силу леммы Г.Харди и Дж.Литтлвуда, указанной выше

в разделе 1 при доказательстве теоремы) и ∆2apn ≥ 0, n ∈ Z+ (т. е. последовательность {apn}
выпукла). Привлечение выпуклых последовательностей {apn} обусловлено отчасти и тем, что-
бы коэффициенты Фурье an(p; ε) функции g(·; p; ε) вычислялись аналогично рассмотренному
случаю p = 1.
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Из условия ∆2apn ≥ 0 ⇔ ∆apn − ∆apn+1 ≥ 0 следует, что ∆apn ≥ ∆apn+1, т. е. ∆apn ↓ (n ↑),
а поскольку ∆apn = apn − apn+1 → 0 при n → ∞, то ∆apn ↓ 0 (n ↑ ∞) и

∞
∑

ν=n

∆2apν =

∞
∑

ν=n

(∆apν −∆apν+1) = ∆apn, n = 0, 1, 2, . . . .

Учитывая последнее равенство, получаем

∞
∑

n=0

(n + 1)p∆2apn ≤ C25(p)

∞
∑

n=0

∆2apn

n
∑

ν=0

(ν + 1)p−1 = C25(p)

∞
∑

ν=0

(ν + 1)p−1
∞
∑

n=ν

∆2apn

= C25(p)

∞
∑

ν=0

(ν + 1)p−1∆apν ≤ C25(p)C26(p)

∞
∑

ν=0

∆apν

ν
∑

n=0

(n+ 1)p−2

= C25(p)C26(p)

∞
∑

n=0

(n+ 1)p−2
∞
∑

ν=n

∆apν

= C25(p)C26(p)

∞
∑

n=0

(n+ 1)p−2apn = C25(p)C26(p)
{

ap0 +

∞
∑

n=1

(n+ 1)p−2apn

}

≤ C25(p)C26(p)
{

ap0 + C27(p)

∞
∑

n=1

np−2apn

}

< ∞;

∞
∑

n=1

np−2apn =
∞
∑

n=0

(n+ 1)p−2apn+1 ≤
∞
∑

n=0

(n+ 1)p−2apn =
∞
∑

n=0

(n+ 1)p−2
∞
∑

ν=n

∆apν

=
∞
∑

ν=0

∆apν

ν
∑

n=0

(n+ 1)p−2 ≤ C28(p)
∞
∑

ν=0

(ν + 1)p−1∆apν = C28(p)
∞
∑

ν=0

(ν + 1)p−1
∞
∑

n=ν

∆2apn

= C28(p)
∞
∑

n=0

∆2apn

n
∑

ν=0

(ν + 1)p−1 ≤ C28(p)C29(p)
∞
∑

n=0

(n+ 1)p∆2apn.

В силу полученных оценок имеем

∞
∑

n=1

np−2apn < ∞ ⇔

∞
∑

n=0

(n+ 1)p∆2apn < ∞.

Отметим, что изменение порядков суммирования при доказательстве приведенных выше оце-
нок допустимо, поскольку, например, если

∑

∞

n=1 n
p−2apn < ∞, то (n + 1)p−1apn → 0 (n → ∞) и

∑

∞

n=0(n+ 1)p−1∆apn < ∞, откуда следует, что

(n+ 1)p∆apn → 0 (n → ∞) и

∞
∑

n=0

(n+ 1)p∆2apn < ∞.

Полагая (n + 1)p∆2apn = ∆εpn, n ∈ Z+, находим коэффициенты Фурье an(p; ε) функции
g(·; p; ε) в случае p > 1 (см. введение, замечание 2):

apn(p; ε) = apn =
∞
∑

ν=n

∆apν =
∞
∑

ν=n

∞
∑

µ=ν

∆2apµ =
∞
∑

ν=n

∞
∑

µ=ν

∆εpµ
(µ + 1)p

=
∞
∑

µ=n

∆εpµ
(µ+ 1)p

µ
∑

ν=n

1

=

∞
∑

µ=n

∆εpµ
(µ + 1)p

(µ− n+ 1) =

∞
∑

µ=n

(

1−
n

µ+ 1

) 1

(µ+ 1)p−1
∆εpµ.
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