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Введение

Пусть x = (x1, . . . , xm) ∈ Im = [0, 2π)m, p̄ = (p1, . . . , pm), θ̄ = (θ1, . . . , θm) и числа θj , pj ∈
[1,+∞), j = 1, . . . ,m. Через L∗

p̄,θ̄
(Im) обозначим пространство Лоренца всех измеримых по Ле-

бегу функций f(x̄), которые имеют 2π-период по каждой переменной и для которых величина

‖f‖∗p̄,θ̄ =

[ 2π
∫

0

t
θm
pm

−1
m

[

· · ·

[

2π
∫

0

(

f∗1,...,∗m(t1, . . . , tm)
)θ1

t
θ1
p1

−1

1 dt1

]

θ2
θ1

· · ·

]
θm

θm−1

dtm

]
1

θm

конечна, где f∗1,...,∗m (t1, . . . , tm) — невозрастающая перестановка функции |f (x)| по каждой
переменной xj при фиксированных остальных переменных (см. [1]).

В случае p1 = . . . = pm = θ1 = . . . = θm = p пространство Лоренца L∗
p̄,θ̄

(Im) совпадает с
пространством Лебега Lp (I

m) с нормой ‖f‖p (см. [2, гл. I, п. 1.1]).

Введем обозначение
◦
L∗
p̄,θ̄

(Im) — множество всех функций f ∈ L∗
p̄,θ̄

(Im) таких, что

2π
∫

0

f (x) dxj = 0 ∀j = 1, . . . ,m.

Функции f ∈ L1 (I
m) = L (Im) сопоставим ее ряд Фурье

∑

n∈Zm an (f) e
i〈n,x〉, где an(f) — ко-

эффициенты Фурье функции f ∈ L1 (I
m) по кратной тригонометрической системе {ei〈n,x〉}Zm

и Z
m — целочисленная решетка в R

m.

1Работа выполнена при финансовой поддержке Программы повышения конкурентоспособности
УрФУ (постановление № 211 Правительства РФ от 16.03.2013, контракт № 02.A03.21.0006 от 27.08.2013)
и частично гранта 5129/ГФ4 Министерства образования и науки РК.
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Положим
δs (f, x) =

∑

n∈ρ(s)

an (f) e
i〈n,x〉,

где 〈ȳ, x̄〉 =
∑m

j=1 yjxj , sj = 1, 2, . . . ,

ρ(s̄) =
{

k = (k1, . . . , km) ∈ Z
m : 2sj−1 ≤ |kj | < 2sj , j = 1, . . . ,m

}

.

Числовая последовательность {an}n∈Zm ∈ lp, если

∥

∥{an}n∈Zm

∥

∥

lp
=

{

∞
∑

nm=−∞

[

. . .
[

∞
∑

n1=−∞

∣

∣

∣
an

∣

∣

∣

p1]
p2
p1 . . .

]
pm

pm−1

}
1

pm < +∞,

где p = (p1, . . . , pm), 1 ≤ pj < +∞, j = 1, 2, . . . ,m.
S r̄
pH, S r̄

p,θB — пространства функций с доминирующей смешанной производной — соответ-
ственно определены С.М.Никольским [3] и Т.И.Амановым [4].

Рассмотрим аналогичное пространство. Через
◦
S
r

p,θ,τB обозначим пространство всех функ-

ций f ∈
◦
L∗
p,θ

(Im), для которых ‖f‖◦
S
r

p,θ,τB
=

∥

∥

{

2〈s,r〉‖δs(f)‖
∗
p,θ

}

s̄∈Zm
+

∥

∥

lτ
< ∞, где p = (p1, . . . , pm),

θ = (θ1, . . . , θm), τ = (τ1, . . . , τm), 1 < pj < ∞, 1 ≤ θj < ∞, 1 ≤ τj ≤ +∞, rj > 0, j = 1, . . . ,m. В
этом пространстве рассмотрим класс (с сохранением обозначения)

◦
S
r

p,θ,τB =
{

f ∈
◦

L∗
p,θ

(Im) : ‖f‖◦
S
r

p,θ,τB
=

∥

∥

{

2〈s,r〉‖δs(f)‖
∗
p,θ

}

s̄∈Zm
+

∥

∥

lτ
≤ 1

}

.

Пусть дан вектор γ̄ = (γ1, . . . , γm), γj > 0, j = 1, . . . ,m. Положим

Qγ̄
n =

⋃

〈s̄,γ̄〉<n

ρ(s̄), T (Qγ̄
n) =

{

t(x̄) =
∑

k̄∈Qγ̄
n

bk̄e
i〈k̄,x̄〉

}

,

Y m (γ, n) =
{

s = (s1, . . . , sm) ∈ Z
m
+ :

m
∑

j=1

sjγj ≥ n
}

.

E
(γ)
n (f)p,θ — наилучшее приближение функции f ∈ L∗

p,θ
(Im) полиномами из множества

T (Qγ̄
n). S

γ̄
n(f, x̄) =

∑

k̄∈Qγ̄
n
ak̄(f)e

i〈k̄,x̄〉 — частичная сумма ряда Фурье функции f.
Впервые способ приближения функций многих переменных тригонометрическими полино-

мами с гармониками из гиперболических крестов предложил К. И.Бабенко [5].
Впоследствии приближение различных классов гладких функций этим методом исследо-

вали С.А.Теляковский, Б.С.Митягин, Я.С.Бугров, Н.С.Никольская, Э.М.Галеев, В.Н.Тем-
ляков, Динь Зунг, Н.Н.Пустовойтов, Э.С.Белинский, Б.С.Кашин и В.Н.Темляков, А.С.Ро-
манюк, Х.-Ю. Шмайссер, В. Зикель и др. (см. [6; 7]).

Известно, что для пространств Лоренца справедливы включения L∗
q,θ

(Im) ⊂ L∗
p,θ

(Im) в

случае pj < qj, j = 1, . . . ,m, и L∗
p,θ

(Im) ⊂ L∗
p,q(I

m), если θj < qj, j = 1, . . . ,m.

Точные оценки порядка приближения
◦
S

r

p,θ,τB классов Никольского — Бесова в
◦
L∗
q,θ

(Im) в

случае pj < qj, j = 1, . . . ,m, установлены в [8; 9].
Основная цель предлагаемой статьи — получить оценки величины

E(γ)
n

(
◦
S

r

p,q,τB
)

p,θ
= sup

f∈
◦
S

r

p,q,τB

E(γ)
n (f)p,θ

в случае θ < qj, j = 1, 2, . . . ,m.
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В дальнейшем a+ = max{a, 0}, и запись A (y) ≍ B (y) означает, что существуют положи-
тельные числа C1, C2, не зависящие от n ∈ N и такие, что C1A (y) ≤ B (y) ≤ C2A (y). Для
краткости записи в случае выполнения неравенств B ≥ C1A или B ≤ C2A часто будем писать
B >> A или B << A соответственно. Также в дальнейшем Cj(p, q, . . .), где j ∈ N, обозначают
положительные постоянные, зависящие только от указанных в скобках параметров.

1. Вспомогательные утверждения

Для доказательства основных результатов сначала введем дополнительные обозначения
и приведем вспомогательные утверждения. В дальнейшем будем пользоваться следующими
обозначениями.

Множество индексов {1, . . . ,m} обозначим символом em, его произвольное подмножество —
через e и |e| — количество элементов e.

Если дан элемент r̄ = (r1, . . . , rm) m-мерного пространства с неотрицательными координа-
тами, то r̄e = (re1, . . . , r

e
m) — вектор с компонентами rej = rj при j ∈ e и rej = 0 при j /∈ e.

Пусть l̄ = (l1, . . . , lm) — элемент m-мерного пространства с целыми положительными ко-
ординатами и непустое множество e ⊂ em. Положим

Gl̄(e) =
{

k̄ = (k1, . . . , km) ∈ Z
m : |kj | ≤ lj , j ∈ e, |kj | > lj , j /∈ e

}

.

Для заданных чисел bn̄ смешанная разность определяется по формуле

∆bn̄ =
∑

0̄≤ε̄≤1̄

(−1)
m−

m∑

j=1

εj
bn̄−1̄+ε̄,

где ε̄ = (ε1, . . . , εm) и εj = 0 или εj = 1, n̄− 1̄ + ε̄ = (n1 − 1 + ε1, . . . , nm − 1 + εm).
Рассматриваются частные суммы по различным переменным:

Sl̄(f, x̄) = Sl1,...,lm(f, x̄) =
∑

|k1|≤l1

. . .
∑

|km|≤lm

ak (f) e
i〈k,x〉

— частная сумма по всем переменным;

Sl1,∞(f, x̄) =
∑

|k1|≤l1

+∞
∑

k2=−∞

. . .
+∞
∑

km=−∞

ak (f) e
i〈k,x〉

— частная сумма по переменной x1. В более общем случае

Sl̄e,∞(f, x̄) =
∑

k̄∈
∏

j∈e[−lj ,lj ]×Rm−|e|

ak (f) e
i〈k,x〉

— частная сумма по переменным xj при j ∈ e.
Для заданного подмножества e ⊂ em положим

Ul̄(f, x̄) =
∑

e⊂em,e 6=∅

∑

k̄∈Gl̄(e)

ak (f) e
i〈k,x〉.

В частности для m = 2 имеем (см. [10]) Ul1,l2(f.x̄) = Sl1,∞(f, x̄) + S∞,l2(f, x̄)− Sl1,l2(f, x̄).
Пусть e ⊂ em. Рассматривается известная кратная сумма Валле-Пуссена

Vl̄e,∞(f, x̄) =
∏

j∈e

1

lj

∑

k̄∈Rm−|e|×
∏

j∈e[−lj ,lj ]

Sk̄e,∞(f, x̄).
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В частности при e = em

Vl̄em (f, x̄) = Vl1,...,lm(f, x̄) =
m
∏

j=1

1

lj

2l1−1
∑

k1=l1

. . .

2lm−1
∑

km=lm

Sk̄(f, x̄).

Суммы Валле-Пуссена по x1

V0,∞(f, x̄) = S0,∞(f, x̄), Vl1,∞(f, x̄) =
1

l1

2l1−1
∑

k=l1

Sk,∞(f, x̄);

по переменной x2

V∞,0(f, x̄) = S∞,0(f, x̄), V∞,l2(f, x̄) =
1

l2

2l2−1
∑

k=l2

S∞,k(f, x̄);

по переменным x1 и x2
Vl1,l2(f, x̄) = Vl1,∞(V∞,l2(f, x̄)).

Далее, введем обозначение

Wl̄(f, x̄) =
∑

e⊂em,e 6=∅

Vl̄e,∞(f, x̄),

и рассмотрим смешанную разность по индексам

∆W2ν1 ,...,2νm (f, x̄) = ∆W2ν̄ (f, x̄) =
∑

0̄≤ε̄≤1̄

(−1)
m−

m∑

j=1

εj
W2ν̄−1̄+ε̄(f, x̄),

где 1̄ = (1, . . . , 1), ε̄ = (ε1, . . . , εm) — вектор с координатами εj = 0 или εj = 1. Тогда функция
∆W2ν1 ,...,2νm (f, x̄) есть тригонометрический полином порядка 2νj+1 − 1 по переменной xj , j =
1, . . . ,m, [10]. Наконец, обозначим ϕν̄(x̄) = −∆W2ν1 ,...,2νm (f, x̄) и

Φk̄(f, x̄) = Φk1,...,km(f, x̄) =

2km+1−1
∑

νm=2km

. . .

2k1+1−1
∑

ν1=2k1

ϕν1,...,νm(x̄) =
∑

ν̄∈ρ(k̄+1̄)

ϕν̄(x̄),

nm
∑

km=lm

. . .

n1
∑

k1=l1

Φk̄(f, x̄) =
∑

l̄≤k̄≤n̄

Φk̄(f, x̄).

Для данного подмножества e ⊂ em обозначим

Φk̄e(f, x̄) =

2
kj1

+1
−1

∑

νj1=2
kj1

. . .

2
kj|e|

+1

−1
∑

νj|e|=2
kj|e|

ϕνe(x̄).

Отметим, что ϕν̄e(x̄) есть тригонометрический полином порядка 1 по переменной xj при j /∈ e.
Значит, Φk̄e(f, x̄) имеет такой же порядок по этим переменным.

Величина (см. [10])

Yl1,...,lm(f)p̄,θ̄ = inf
Tlj

∥

∥f −

m
∑

j=1

Tlj

∥

∥

∗

p̄,θ̄
, lj = 0, 1, 2, . . . ,

называется наилучшим приближением “углом” функции f ∈ L∗
p̄,θ̄

(Im) тригонометрически-

ми полиномами, где Tlj ∈ L∗
p̄,θ̄

(Im) — тригонометрический полином порядка lj по перемен-
ной xj, j = 1, . . . ,m.

Наилучшее приближение “углом” в пространстве Лебега определено М.К.Потаповым [10].
Теперь приведем некоторые вспомогательные утверждения.
В дальнейшем будем пользоваться обозначением κ(n) = {s̄ = (s1, . . . , sm) ∈ Z

m
+ : 〈s̄, γ̄〉 = n}.
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Лемма 1. Пусть γ = (γ1, . . . , γm), τ̄ = (τ1, . . . , τm), 1 = γ1 = . . . = γν < γν+1 ≤ . . . ≤ γm и

τj ∈ [1,+∞), βj ≥ 0, j = 1, . . . ,m. Тогда справедливо соотношение

∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

s
βj

j

}

s∈κ(n)

∥

∥

∥

lτ
≍ n

m∑

j=2

1/τj+
m∑

j=1

βj

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению множества κn имеем

∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

s
βj

j

}

s̄∈κn

∥

∥

∥

lτ̄
=

{

∑

sm< n
γm

[

. . .
[

∑

s2<
1

γ2
(n−

m∑

j=3

γjsj)

[

∑

s1=
1

γ1
(n−

m∑

j=2

γjsj)

m
∏

j=2

s
−djτ1
j

]

τ2
τ1

]

τ3
τ2 . . .

]
τm

τm−1

}
1

τm

.

Далее, несколько раз применяя соотношение
∑

0<s<l s
α(l − s)β ≍ lα+β+1, α, β > 0, l ∈ N,

получим утверждение леммы 1. �

Отметим, что в случае βj = 0, j = 1, . . . ,m, лемма 1 доказана в [8].
Доказательство теоремы 1 основано на следующем утверждении.

Лемма 2. Пусть p̄ = (p1, . . . , pm), q̄ = (q1, . . . , qm), 1 ≤ pj < +∞, 1 ≤ θ < qj < +∞,
j = 1, . . . ,m. Тогда имеет место неравенство

I1 =
∥

∥

∥

∑

l̄≤k̄≤n̄

Φk̄(f)
∥

∥

∥

∗

p̄,θ
<<

[

nm
∑

km=lm

. . .

n1
∑

k1=l1

m
∏

j=1

2
kjθ(

1

θ
− 1

qj
)
(
∥

∥Φk̄(f)
∥

∥

p̄,q̄
)θ
]

1

θ
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим s = [θ] + 1. Тогда по свойству нормы и невозраста-
ющей перестановки функции имеем

I1 ≤
∥

∥

∥

1

t1 · . . . · tm

tm
∫

0

. . .

t1
∫

0

(

∑

l̄≤k̄≤n̄

Φk̄(f)
)∗1,...,∗m

(ȳ)dy1 . . . dym

∥

∥

∥

∗

p̄,θ
. (1.1)

Из равенства (см. [1])

tm
∫

0

. . .

t1
∫

0

g∗1,...,∗m(u1, . . . um)du1 . . . dum = sup
em:mes(em)=tm

∫

em

. . . sup
e1:mes(e1)=t1

∫

e1

|g(x1, . . . , xm)|dx1 . . . dxm

следует

1

t1 · . . . · tm

tm
∫

0

. . .

t1
∫

0

(

∑

l̄≤k̄≤n̄

Φk̄(f)
)∗1,...,∗m

(ȳ)dy1 . . . dym

≤
∑

l̄≤k̄≤n̄

1

t1 · . . . · tm

tm
∫

0

. . .

t1
∫

0

Φ∗1,...,∗m
k̄

(f, ȳ)dy1 . . . dym.

Поэтому из (1.1) вытекает

Iθ1 ≤

∥

∥

∥

∥

∑

l̄≤k̄≤n̄

1

t1 · . . . · tm

tm
∫

0

. . .

t1
∫

0

Φ∗1,...,∗m
k̄

(f, ȳ)dy1 . . . dym

∥

∥

∥

∥

∗θ

p̄,θ

=

2π
∫

0

. . .

2π
∫

0

[

∑

l̄≤k̄≤n̄

1

t1 · . . . · tm

tm
∫

0

. . .

t1
∫

0

Φ∗1,...,∗m
k̄

(f, ȳ)dy1 . . . dym

]
θ
s
s

m
∏

j=1

t
θ
pj

−1

j dt1 . . . dtm. (1.2)
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Далее, применяя к сумме неравенство Йенсена [2, с. 125]
θ

s
< 1, к интегралу по перемен-

ной — неравенство Гельдера для нескольких сомножителей с показателями s > 1 [11], из (1.2)
получим

Iθ1 ≤

2π
∫

0

. . .

2π
∫

0

{

∑

l̄≤k̄≤n̄

[ 1

t2

t2
∫

0

1

t1

t1
∫

0

Φ∗1,...,∗m
k̄

(f, ȳ)dy1 . . . dym

]
θ
s

}s m
∏

j=1

t
θ
pj

−1

j dt1 . . . dtm

≤
∑

l̄≤k̄(1)≤n̄

. . .
∑

l̄≤k̄(s)≤n̄

s
∏

j=1

{

2π
∫

0

. . .

2π
∫

0

[ 1

t1 · . . . · tm

tm
∫

0

. . .

t1
∫

0

Φ∗1,...,∗m
k̄(j)

(f, ȳ)dy1 . . . dym

]θ

×

m
∏

j=1

t
θ
pj

−1

j dt1 . . . dtm

}
1

s

. (1.3)

Положим

δk̄(j)(f, t̄) =

{ m
∏

j=1

t
1

pj

j

[

m
∏

j=1

1

tj

tm
∫

0

t1
∫

0

Φ∗1,...,∗m
k̄(j)

(f, ȳ)dy1 . . . dym

]

}
θ
s

.

Тогда, учитывая равенство
s
∏

j=1

δνj =
[

∏

1≤i<j≤s

δνiδνj

]
1

s−1

(1.4)

и применяя неравенство Гельдера с показателями τ =
s(s− 1)

2
, а затем с показателем β > 1,

1

β
+

1

β′
= 1, получим

I2 =

2π
∫

0

. . .

2π
∫

0

s
∏

j=1

[ 1

t1 · . . . · tm

tm
∫

0

. . .

t1
∫

0

Φ∗1,...,∗m
k̄(j)

(f, ȳ)dy1 . . . dym

]
θ
s

m
∏

j=1

t
θ
pj

−1

j dt1 . . . dtm

=

2π
∫

0

. . .

2π
∫

0

s
∏

j=1

δk̄(j)(f, t̄)
dt1 . . . dtm
t1 . . . tm

=

2π
∫

0

. . .

2π
∫

0

[

∏

1≤i<j≤s

δk̄(i)(f, t̄)δk̄(j)(f, t̄)
]

1

s−1 dt1 . . . dtm
t1 . . . tm

≤
∏

1≤i<j≤s

[

2π
∫

0

. . .

2π
∫

0

(

δk̄(i)(f, t̄)δk̄(j)(f, t̄)
)

s
2
dt1 . . . dtm
t1 . . . tm

]
1

τ
.

Поэтому из неравенства (1.3) находим

Iθ1 ≤
∑

l̄≤k̄(1)≤n̄

. . .
∑

l̄≤k̄(s)≤n̄

∏

1≤i<j≤s

[

2π
∫

0

. . .

2π
∫

0

(

δk̄(i)(f, t̄)δk̄(j)(f, t̄)
)

s
2
dt1 . . . dtm
t1 . . . tm

]
1

τ
. (1.5)

Положим ρµ̄,ν̄ =

∫ 2π

0
. . .

∫ 2π

0

(

δµ̄(f, t̄)δν̄(f, t̄)
)

s
2
dt1 . . . dtm
t1 . . . tm

и α =
θ + q

θ
, α′ =

α

α− 1
=

θ + q

q
.

Тогда
αθ

2
=

θ + q

2
< q и

α′θ

2
< q. Применяя к этому интегралу сначала неравенство Гельдера

( 1

α
+

1

α′
= 1

)

, а затем неравенство разных метрик для тригонометрических полиномов (см.

[12, лемма Б; 13, теорема 10]), получим

ρµ̄,ν̄ =

2π
∫

0

. . .

2π
∫

0

(

δµ̄(f, t̄)
)

s
2

m
∏

j=1

t
− 1

αj

j

(

δν̄(f, t̄)
)

s
2

m
∏

j=1

t
− 1

α′
j

j

dt1 . . . dtm
t1 . . . tm
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≤
[

2π
∫

0

[

. . .
[

2π
∫

0

(

δµ̄(f, t̄)
)

sα1
2

dt1
t1

]

α2
α1 . . .

]
αm

αm−1

[

2π
∫

0

[

. . .
[

2π
∫

0

(

δν̄(f, t̄)
)

sα′
1

2
dt1
t1

]

α′
2

α′
1 . . .

]

α′
m

α′
m−1

dtm
tm

]
1

α′
m

=
[

2π
∫

0

[

. . .
[

2π
∫

0

(

m
∏

j=1

t−1
j

tm
∫

0

. . .

t1
∫

0

Φ∗1,...,∗m
µ̄ (f, ȳ)dy1 . . . dym

)

θα1
2

t

θα1
2pj

−1

1 dt1

]

α2
α1 . . .

]
αm

αm−1 t
θαm
2pm

−1
m dtm

]
1

αm

×
[

2π
∫

0

[

. . .
[

2π
∫

0

(

m
∏

j=1

t−1
j

tm
∫

0

. . .

t1
∫

0

Φ∗1,...,∗m
ν̄ (f, ȳ)dy1 . . . dym

)

θα′
1

2

t

θα′
1

2pj
−1

1 dt1

]

α′
2

α′
1 . . .

]

α′
m

α′
m−1 t

θα′
m

2pm
−1

m dtm

]
1

α′
m

≤ C
[

m
∏

j=1

2
µj(

2

θαj
− 1

qj
)
‖Φµ̄(f)‖

∗
p̄,q̄

]
θ
2
[

m
∏

j=1

2
νj(

2

θα′
j

− 1

qj
)
‖Φν̄(f)‖

∗
p̄,q̄

]
θ
2

= C

m
∏

j=1

2
−|νj−µj |(

1

2
− 1

αj
)
[

m
∏

j=1

2
µj(

1

θ
− 1

qj
)θ
(‖Φµ̄(f)‖

∗
p̄,q̄)

θ
m
∏

j=1

2
νj(

1

θ
− 1

qj
)θ
(‖Φν̄(f)‖

∗
p̄,q̄)

θ
]

1

2

. (1.6)

Из (1.5) и (1.6) следует, что

Iθ1 <<
∑

l̄≤k̄(1)≤n̄

. . .
∑

l̄≤k̄(s)≤n̄

∏

1≤i<j≤s

{

[

m
∏

ν=1

2kν(i)(
1

θ
− 1

qν
)θ(‖Φk̄(i)(f)‖

∗
p̄,q̄)

θ
m
∏

ν=1

2kν(j)(
1

θ
− 1

qν
)θ(‖Φk̄(j)(f)‖

∗
p̄,q̄)

θ
]

1

2

×

m
∏

ν=1

2−|kν(i)−kν(j)|(
1

2
− 1

αν
)

}
1

τ

. (1.7)

Теперь, пользуясь формулой (1.4), будем иметь

∏

1≤i<j≤s

{

[

m
∏

ν=1

2
kν(i)(

1

θ
− 1

qν
)θ
(‖Φk̄(i)(f)‖

∗
p̄,q̄)

θ
m
∏

ν=1

2
kν(j)(

1

θ
− 1

qν
)θ
(‖Φk̄(j)(f)‖

∗
p̄,q̄)

θ
]

1

2

×

m
∏

ν=1

2−|kν(i)−kν(j)|(
1

2
− 1

αν
)

}
1

τ

=

s
∏

i=1

[

m
∏

ν=1

2
kν(i)(

1

θ
− 1

qν
)θ
(‖Φk̄(i)(f)‖

∗
p̄,q̄)

θ
]

1

s

s
∏

j=1

m
∏

ν=1

2−|kν(i)−kν(j)|(
1

2
− 1

αν
) 1

2τ .

Учитывая это равенство и пользуясь неравенством Гельдера с показателем s > 1, из (1.7)
получим

Iθ1 <<
∑

l̄≤k̄(1)≤n̄

. . .
∑

l̄≤k̄(s)≤n̄

s
∏

i=1

[

m
∏

ν=1

2
kν(i)(

1

θ
− 1

qν
)θ
(‖Φk̄(i)(f)‖

∗
p̄,q̄)

θ
]

1

s

×

s
∏

j=1

m
∏

ν=1

2−|kν(i)−kν(j)|(
1

2
− 1

αν
) 1

2τ ≤ C(p, q, θ)

×

s
∏

i=1

[

∑

l̄≤k̄(1)≤n̄

. . .
∑

l̄≤k̄(s)≤n̄

m
∏

ν=1

2
kν(i)(

1

θ
− 1

qν
)θ
(‖Φk̄(i)(f)‖

∗
p̄,q)

θ
s
∏

j=1

m
∏

ν=1

2−|kν(i)−kν(j)|(
1

2
− 1

αν
) 1

s−1

]
1

s

<<
[

+∞
∑

k1=−∞

. . .

+∞
∑

km=−∞

m
∏

ν=1

2−|kν |(
1

2
− 1

αν
)
]

1

s−1
∑

l̄≤k̄≤n̄

m
∏

ν=1

2
kν(

1

θ
− 1

qν
)θ
(‖Φk̄(f)‖

∗
p̄,q̄)

θ

= C
∑

l̄≤k̄≤n̄

m
∏

ν=1

2
kν(

1

θ
− 1

qν
)θ
(‖Φk̄(f)‖

∗
p̄,q̄)

θ.

Лемма 2 доказана. �
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Лемма 3. Пусть p̄ = (p1, . . . , pm), q̄ = (q1, . . . , qm), 1 ≤ pj < +∞, 1 ≤ θ < qj < +∞,

j = 1, . . . ,m. Тогда для любой функции f ∈ L∗
p̄,q̄(I

m) и подмножества e ⊂ em имеет место

неравенство

I1 =
∥

∥

∥

∑

l̄e≤k̄e≤n̄e

Φk̄e(f)
∥

∥

∥

∗

p̄,θ
<<

[

∑

l̄e≤k̄e≤n̄e

∏

j∈e

2
kejθ(

1

θ
− 1

qj
)
(‖Φk̄e(f)‖

∗
p̄,q̄)

θ
]

1

θ
.

Для доказательства этой леммы нужно повторить рассуждения, проведенные в доказа-
тельстве леммы 2 для суммы

∑

l̄e≤k̄e≤n̄e Φk̄e(f, x̄), учитывая, что Φk̄e(f, x̄) является тригоно-
метрическим полиномом порядка 1 по переменным xj , для которых j /∈ e. �

2. Основные результаты

Теорема 1. Пусть 1 ≤ θ < p < +∞. Если f ∈ Lp(I
m) и

∞
∑

km=0

. . .
∞
∑

k1=0

m
∏

j=1

2
kjθ(

1

θ
− 1

qj
)(
Y
22

k1−1,...,22km−1
(f)p

)θ
< +∞,

то f ∈ L∗
p,θ(I

m) и имеет место неравенство

‖f‖∗p,θ <<
[

∞
∑

km=0

. . .
∞
∑

k1=0

m
∏

j=1

2
kjθ(

1

θ
− 1

qj
)(
Y
22

k1−1,...,22km−1
(f)p

)θ
]

1

θ
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим ряд

∞
∑

ν̄∈Zm

ϕν̄(x̄), (2.8)

где ϕ̄ν̄(x̄) = −∆ν̄(f, x̄). Учитывая, что W0,0(f, x̄) = 0 и лемму 5 из [10], имеем

∥

∥

∥
f −

nm
∑

νm=0

. . .

n1
∑

ν1=0

ϕν̄(x̄)
∥

∥

∥

p
≤ C(p, q,m)

m
∑

j=1

Y
2n1−1−1,...,2nj−1−1−1,0,2nj+1−1,...,2nm−1

(f)p → 0

при nj → +∞, j = 1, . . . ,m. Таким образом, ряд (2.8) сходится в Lp(I
m) к функции f ∈ Lp(I

m).
В силу монотонности наилучшего приближения “углом” и условия теоремы 1 имеем

∞
∑

km=0

. . .
∞
∑

k1=0

m
∏

j=1

2
kjθ(

1

θ
− 1

qj
)
(Y

22
k1−1,...,22km−1

(f)p)
θ < +∞. (2.9)

В силу леммы 2 при pj = qj = p, j = 1, . . . ,m, получим

∥

∥

∥

n1
∑

k1=l1

. . .

nm
∑

km=lm

Φk̄(f)
∥

∥

∥

∗

p,θ
<<

[

nm
∑

km=lm

. . .

n1
∑

k1=l1

m
∏

j=1

2
kjθ(

1

θ
− 1

qj
)
‖Φk̄(f)‖

θ
p

]
1

θ
. (2.10)

По определению функции ϕν̄(x̄), свойству нормы и монотонности наилучшего приближе-
ния

‖Φk̄(f)‖p ≤
m
∑

j=1

∥

∥f −W
22

k1−1,...,22
kj

−1,22
kj+1+1

−1,...,22km+1−1

∥

∥

p
<< Y

22
k1−1,...,22km−1

(f)p. (2.11)
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Таким образом, из (2.9) и (2.10) следует, что ряд (2.8) сходится в метрике пространства
L∗
p,θ(I

m). Значит, f ∈ L∗
p,θ(I

m). Полагая l1 = . . . = lm = 0 в (2.10) и учитывая (2.11), имеем

∥

∥

∥

n1
∑

k1=0

. . .

nm
∑

km=0

Φk̄(f)
∥

∥

∥

∗

p,θ
<<

[

nm
∑

km=0

. . .

n1
∑

k1=0

m
∏

j=1

2
kjθ(

1

θ
− 1

qj
)
(Y

22
k1−1,...,22km−1

(f)p)
θ
]

1

θ
. (2.12)

По свойству нормы, в силу леммы 3 и неравенства (2.12) получим

∥

∥

∥

2nm+1−1
∑

ν2=0

. . .

2n1+1−1
∑

ν1=0

ϕν̄

∥

∥

∥

∗

p,θ
≤

∥

∥

∥

2nm+1−1
∑

ν2=1

. . .

2n1+1−1
∑

ν1=1

ϕν̄

∥

∥

∥

∗

p,θ
+

∑

e⊂em

∥

∥

∥

∑

1̄e≤ν̄e≤2n̄e+1

ϕν̄e

∥

∥

∥

∗

p,θ

=
∥

∥

∥

n1
∑

k1=0

. . .

nm
∑

km=0

Φk̄(f)
∥

∥

∥

∗

p̄,θ
+

∑

e⊂em

∥

∥

∥

∑

0̄≤k̄e≤n̄e

Φk̄e(f)
∥

∥

∥

∗

p,θ

<<

{

[

nm
∑

km=0

. . .

n1
∑

k1=0

m
∏

j=1

2
kjθ(

1

θ
− 1

qj
)
(Y

22
k1−1,...,22km−1

(f)p)
θ
]

1

θ

+
[

∑

e⊂em

∑

0̄≤k̄e≤n̄e

∏

j∈e

2
kjθ(

1

θ
− 1

qj
)(
‖Φk̄e(f)‖p

)θ
]

1

θ

}

. (2.13)

По свойству наилучшего приближения “углом” справедливы неравенства

‖Φk̄e(f)‖p =
∥

∥

∥

∑

2k̄e≤ν̄e≤2k̄e+1

ϕν̄e

∥

∥

∥

p
<< Y

(
¯

22
k1−1)e

(f)p. (2.14)

В силу (2.14) из (2.13) получим

∥

∥

∥

2nm+1−1
∑

ν2=0

. . .

2n1+1−1
∑

ν1=0

ϕν̄

∥

∥

∥

∗

p,θ
<<

[

nm
∑

km=0

. . .

n1
∑

k1=0

m
∏

j=1

2
kjθ(

1

θ
− 1

qj
)
(Y

22
k1−1,...,22km−1

(f)p)
θ
]

1

θ

+
[

∑

e⊂em

∑

0̄≤k̄e≤n̄e

∏

j∈e

2
kjθ(

1

θ
− 1

qj
)
(Y

(
¯

22
k1−1)e

(f)p̄,q̄)
θ
]

1

θ

<<
[

∞
∑

km=0

. . .
∞
∑

k1=0

m
∏

j=1

2
kjθ(

1

θ
− 1

qj
)(
Y
22

k1−1,...,22km−1
(f)p

)θ
]

1

θ
. (2.15)

Так как ряд (2.8) сходится к f по метрике пространства L∗
p̄,θ(I

m), то в (2.15) переходя к
пределу при n1 → +∞, . . . , nm → +∞ получим

‖f‖∗p,θ <<
[

∞
∑

km=0

. . .

∞
∑

k1=0

m
∏

j=1

2
kjθ(

1

θ
− 1

qj
)(
Y
22

k1−1,...,22km−1
(f)p

)θ
]

1

θ
.

Теорема 1 доказана. �

Теорема 2. Пусть 1 ≤ θ ≤ min{2, p}, 1 < p < +∞. Если f ∈ Lp(I
m) и

∞
∑

sm=1

. . .

∞
∑

s1=1

m
∏

j=1

s
1− θ

p

j

(

‖δs̄(f)‖
∗
p

)θ
< +∞,

то f ∈ L∗
p,θ(I

m) и имеет место неравенство

‖f‖∗p,θ <<
[

∞
∑

sm=1

. . .
∞
∑

s1=1

m
∏

j=1

s
1− θ

p

j

(

∥

∥δs̄(f)
∥

∥

p

)θ] 1

θ
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению наилучшего приближения “углом” и свойству
нормы имеем

Y
22

k1−1,...,22km−1
(f)p ≤ ‖f − U

22
k1−1,...,22km−1

‖p ≤

∞
∑

νm=km

. . .

∞
∑

ν1=k1

∥

∥

∥

2νm+1

∑

sm=2νm+1

. . .

2ν1+1

∑

s1=2ν1+1

δs̄(f)
∥

∥

∥

p
.

Учитывая это неравенство и применяя лемму 2.2 из [14], получим

∞
∑

km=0

. . .
∞
∑

k1=0

m
∏

j=1

2kjθ(
1

θ
− 1

p
)(Y

22
k1−1,...,22km−1

(f)p)
θ

<<
∞
∑

km=0

. . .
∞
∑

k1=0

m
∏

j=1

2kjθ(
1

θ
− 1

p
)
(∥

∥

∥

2km+1

∑

sm=2km+1

. . .
2k1+1

∑

s1=2k1+1

δs̄(f)
∥

∥

∥

p

)θ
. (2.16)

По теореме Литтльвуда — Пэли (см. [2, c. 55])

∥

∥

∥

2km+1

∑

sm=2km+1

. . .
2k1+1

∑

s1=2k1+1

δs̄(f)
∥

∥

∥

p
≍

∥

∥

∥

(

2km+1

∑

sm=2km+1

. . .
2k1+1

∑

s1=2k1+1

|δs̄(f)|
2
)

1

2

∥

∥

∥

p

при 1 < p < +∞.
Поэтому, если 1 < p ≤ 2, то в силу неравенства Йенсена (см. [2, с. 125]) имеем

∥

∥

∥

2km+1

∑

sm=2km+1

. . .
2k1+1

∑

s1=2k1+1

δs̄(f)
∥

∥

∥

p
<<

(

2km+1

∑

sm=2km+1

. . .
2k1+1

∑

s1=2k1+1

‖δs̄(f)‖
p
p

)
1

p
.

Следовательно,
∞
∑

km=0

. . .

∞
∑

k1=0

m
∏

j=1

2kjθ(
1

θ
− 1

p
)
∥

∥

∥

2km+1

∑

sm=2km+1

. . .

2k1+1

∑

s1=2k1+1

δs̄(f)
∥

∥

∥

θ

p

<<

∞
∑

km=0

. . .

∞
∑

k1=0

m
∏

j=1

2
kjθ(

1

θ
− 1

p
)
(

2km+1
∑

sm=2km+1

. . .

2k1+1
∑

s1=2k1+1

∥

∥δs̄(f)
∥

∥

p

p

)
θ
p
.

Так как по условию теоремы θ < p, то в силу неравенства Йенсена (см. [2, с. 125]) отсюда
получим

∞
∑

km=0

. . .
∞
∑

k1=0

m
∏

j=1

2kjθ(
1

θ
− 1

p
)
(

2km+1

∑

sm=2km+1

. . .
2k1+1

∑

s1=2k1+1

∥

∥

∥
δs̄(f)

∥

∥

∥

p

p

)
θ
p

≤

∞
∑

km=0

. . .

∞
∑

k1=0

m
∏

j=1

2
kjθ(

1

θ
− 1

p
)

2km+1
∑

sm=2km+1

. . .

2k1+1
∑

s1=2k1+1

‖δs̄(f)‖
θ
p ≤

∞
∑

sm=1

. . .

∞
∑

s1=1

m
∏

j=1

s
θ( 1

θ
− 1

p
)

j ‖δs̄(f)‖
θ
p .

Таким образом,

∞
∑

km=0

. . .

∞
∑

k1=0

m
∏

j=1

2kjθ(
1

θ
− 1

p
)
∥

∥

∥

2km+1

∑

sm=2km+1

. . .

2k1+1

∑

s1=2k1+1

δs̄(f)
∥

∥

∥

θ

p
<<

∞
∑

sm=1

. . .

∞
∑

s1=1

m
∏

j=1

s
θ( 1

θ
− 1

p
)

j ‖δs̄(f)‖
θ
p ,

(2.17)
если 1 < p ≤ 2.

Теперь, если 2 < p < +∞, то по свойству нормы выводим

∥

∥

∥

(

2km+1

∑

sm=2km+1

. . .
2k1+1

∑

s1=2k1+1

|δs̄(f)|
2
)

1

2

∥

∥

∥

p
≤

(

2km+1

∑

sm=2km+1

. . .
2k1+1

∑

s1=2k1+1

‖δs̄(f)‖
2
p

)
1

2

.
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Поэтому, если θ ≤ 2, пользуясь неравенством Йенсена (см. [2, с. 125]), имеем

∞
∑

km=0

. . .

∞
∑

k1=0

m
∏

j=1

2kjθ(
1

θ
− 1

p
)
(∥

∥

∥

2km+1

∑

sm=2km+1

. . .

2k1+1

∑

s1=2k1+1

δs̄(f)
∥

∥

∥

p

)θ

<<
∞
∑

km=0

. . .
∞
∑

k1=0

m
∏

j=1

2kjθ(
1

θ
− 1

p
)
(

2km+1

∑

sm=2km+1

. . .
2k1+1

∑

s1=2k1+1

‖δs̄(f)‖
2
p

)
θ
2

<<

∞
∑

km=0

. . .

∞
∑

k1=0

m
∏

j=1

2kjθ(
1

θ
− 1

p
)

2km+1

∑

sm=2km+1

. . .

2k1+1

∑

s1=2k1+1

‖δs̄(f)‖
θ
p <<

∞
∑

sm=1

. . .

∞
∑

s1=1

m
∏

j=1

s
θ( 1

θ
− 1

p
)

j ‖δs̄(f)‖
θ
p .

(2.18)
Из неравенств (2.16)–(2.18) и теоремы 1 следуют утверждения теоремы 2. �

Следствие. Пусть 1 < θ ≤ min{2, p}, p ≤ qj, j = 1, . . . ,m. Если f ∈ L∗
p,q̄(I

m) и

∞
∑

sm=1

. . .
∞
∑

s1=1

m
∏

j=1

s
θ( 1

θ
− 1

qj
)

j

(

‖δs̄(f)‖
∗
p,q̄

)θ
< ∞,

то f ∈ L∗
p,θ(I

m) и

‖f‖∗p,θ <<
[

∞
∑

sm=1

. . .

∞
∑

s1=1

m
∏

j=1

s
θ( 1

θ
− 1

qj
)

j

(

‖δs̄(f)‖
∗
p,q̄

)θ
]

1

θ
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как p ≤ qj, j = 1, . . . ,m, то L∗
p,p(I

m) = Lp(I
m) ⊂ L∗

p,q̄(I
m).

Поэтому в силу неравенства разных метрик для тригонометрических полиномов (см. [12, лем-
ма Б; 13, теорема 10]) имеем

∞
∑

sm=1

. . .
∞
∑

s1=1

m
∏

j=1

s
θ( 1

θ
− 1

p
)

j ‖δs̄(f)‖
θ
p <<

∞
∑

sm=1

. . .
∞
∑

s1=1

m
∏

j=1

s
θ( 1

θ
− 1

qj
)

j

(

‖δs̄(f)‖
∗
p,q̄

)θ
.

Поэтому функция f ∈ Lp(I
m), и, применяя к этой функции теорему 2, получим утверждения

следствия. �

Теорема 3. Пусть λ̄ = (λ1, . . . , λm), 1 < λj < θ < +∞, j = 1, . . . ,m, max{p, 2} ≤ θ < +∞.
Если f0 ∈ L∗

p̄,θ(I
m),

f0(x̄) ∼
∑

s̄∈Zm
+

as̄
∑

k̄∈ρ(s̄)

m
∏

j=1

(

nj − 2sj−1 + 1
)

1

p
−1

ei〈k̄,x̄〉,

то

‖f0‖
∗
p,θ >>

[

∞
∑

sm=1

. . .

∞
∑

s1=1

m
∏

j=1

s
( 1
θ
− 1

λj
)θ

j

(

‖δs̄(f0)‖
∗
p,λ̄

)θ
]

1

θ
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. А.П.Блозински [1] доказал, что

‖f‖∗p,θ >> sup
g∈L∗

p′,θ′

‖g‖∗
p′,θ′

≤1

∣

∣

∣

∣

∫

Im

f(x̄)g(x̄)dx̄

∣

∣

∣

∣

, (2.19)

где
1

p
+

1

p′
= 1,

1

θ
+

1

θ′
= 1, 1 < p, θ < +∞.
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Рассмотрим функцию gν(x̄) =
ν−1
∑

sm=1
. . .

ν−1
∑

s1=1
bs̄,ν

∑

k̄∈ρ(s̄)

(

nj − 2sj−1 + 1
)

1

p
′ −1

ei〈k̄,x̄〉, где

bs̄,ν =
∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

s
1

θ
− 1

p

j ‖δs̄(f0)‖p,λ̄

}ν̄−1̄

s̄=1̄

∥

∥

∥

− θ
θ′

lθ
|as̄|

θ−1 sign(as̄).

В силу непрерывности gν ∈ L∗
p′,θ′(I

m). Теперь покажем, что ‖gν‖
∗
p′ ,θ′ ≤ C0, где C0 — некоторое

положительное число. По определению функции gν , учитывая соотношение

∥

∥

∥

∑

k̄∈ρ(s̄)

m
∏

j=1

(

nj − 2sj−1 + 1
)

1

p
−1

ei〈k̄,x̄〉
∥

∥

∥

p,λ̄
≍

m
∏

j=1

s
1

λj

j (2.20)

при 1 < p, λj < +∞, j = 1, . . . ,m, имеем

∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

s

1

θ
′ −

1

λ
′
j

j ‖δs̄(gν)‖
∗
p′ ,λ̄′

}ν̄−1̄

s̄=1̄

∥

∥

∥

l
θ
′

<<
∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

s
1

θ
− 1

p

j ‖δs̄(f0)‖
∗
p,λ̄

}ν̄−1̄

s̄=1̄

∥

∥

∥

− θ
θ′

lθ

×
[

ν−1
∑

sm=1

. . .
ν−1
∑

s1=1

m
∏

j=1

s
1− θ

λj

j

(

‖δs̄(f0)‖
∗
p,λ̄

)θ
]

1

θ
′

≤ C0,

где λ
′

j =
λj

λj − 1
, j = 1, . . . ,m.

Таким образом,
∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

s

1

θ
′ −

1

λ
′
j

j ‖δs̄(gν)‖p′ ,λ̄′

}ν̄−1̄

s̄=1̄

∥

∥

∥

l
θ
′

≤ C0. Значит, в силу следствия из теоре-

мы 2 функция Gν(x̄) = C−1
0 gν(x̄) ∈ L∗

p′,θ′(I
m) и ‖Gν‖

∗
p′ ,θ′ ≤ 1.

В силу (2.19) и ортогональности системы {ei〈n̄,x̄〉} имеем

‖f0‖
∗
p,θ >>

∫

Im

f0(x̄)gν(x̄)dx̄ =
∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

s
1

θ
− 1

λj

j ‖δs̄(f0)‖
∗
p,τ̄

}ν̄−1̄

s̄=1̄

∥

∥

∥

− θ
θ′

lθ
×

ν−1
∑

sm=1

. . .
ν−1
∑

s1=1

|as̄|
θ

m
∏

j=1

sj. (2.21)

Далее, учитывая соотношение (2.20), получим |as̄(f0)|
θ

m
∏

j=1

sj ≍

m
∏

j=1

s
1− θ

λj

j

(∥

∥δs̄(f)
∥

∥

∗

p,λ̄

)θ
. Поэтому

из (2.21) следует, что

‖f0‖
∗
p,θ >>

∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

s
1

θ
− 1

λj

j ‖δs̄(f0)‖
∗
p,λ̄

}ν̄−1̄

s̄=1̄

∥

∥

∥

− θ
θ′

lθ
×

ν−1
∑

sm=1

. . .

ν−1
∑

s1=1

m
∏

j=1

s
1− θ

λj

j ‖δs̄(f)‖
θ
p,λ̄ .

В этом неравенстве, переходя к пределу при ν → +∞, получим

‖f0‖
∗
p,θ >>

∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

s
1

θ
− 1

λj

j ‖δs̄(f0)‖
∗
p,λ̄

}

s̄∈Zm
+

∥

∥

∥

lθ
.

Теорема 3 доказана. �

Теорема 4. Пусть 1 < p < +∞, 0 < r1 = r2 = . . . = rν < rν+1 ≤ . . . ≤ rm, γj = rj/r1, j =
1, 2, . . . ,m.

1. Пусть θ ≤ τj, j = 1, . . . ,m. Если 1 < θ ≤ min{p, 2} и p ≤ qj, j = 1, . . . ,m, то

E(γ)
n

(
◦
S

r

p,q̄,τ̄B
)

p,θ
<< 2−nr1n

m∑

j=1

(1/θ−1/qj)+
m∑

j=2

(1/θ−1/τj )

.
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Если 1 < p ≤ qj < ∞, j = 1, . . . ,m, max{p, 2} ≤ θ < ∞, то

E(γ̄)
n

(
◦
S

r̄

p,q̄,τ̄B
)

p,θ
>> 2−nr1 n

m∑

j=1

(1/θ−1/qj)+
m∑

j=2

(1/θ−1/τj )

.

2. Пусть 1 ≤ τj ≤ θ, j = 1, . . . ,m. Если 1 < θ ≤ min{p, 2} и p ≤ qj , j = 1, . . . ,m, то

E(γ)
n

(
◦
S

r̄

p,q̄,τ̄B
)

p,θ
<< sup

s∈Y m(γ,n)

m
∏

j=1

2−sjrjs
1

θ
− 1

qj

j .

Если 1 < pj < ∞, 1 < θj < qj < ∞, j = 1, . . . ,m, то

E(γ̄)
n

(
◦
S

r̄

p̄,q̄,τ̄B
)

p̄,θ̄
>> sup

s̄∈Y m(γ̄,n)

m
∏

j=1

2−sjrjs
1

θj
− 1

qj

j .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть θ < τj , j = 1, . . . ,m. Применяя неравенство Гельдера,

нетрудно убедиться, что для функция f ∈
◦
S

r̄

p,q̄,τ̄B выполняется условие следствия. Следо-
вательно, эта функция принадлежит пространству L∗

p,θ(I
m). Поэтому, применяя следствие

теоремы 1 к функции f − S
(γ)
n (f) ∈ L∗

p,θ(I
m), получим

∥

∥f − S
¯(γ)

n (f)
∥

∥

∗

p,θ
<<

∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

s
1

θ
− 1

p

j ‖δs (f)‖
∗
p,q̄

}

s∈Y m(γ,n)

∥

∥

∥

lθ
. (2.22)

Далее, применяя неравенство Гельдера
(

βj =
τj
θ
,
1

βj
+

1

β
′

j

= 1
)

и лемму 1 из [12], при

βj =
1

θ
−

1

p
имеем

∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

s
1

θ
− 1

p

j

∥

∥δs(f)
∥

∥

∗

p,q̄

}

s∈Y m(γ,n)

∥

∥

∥

lθ
≤

∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

2sjrj
∥

∥δs(f)
∥

∥

∗

p,q̄

}

s∈Zm
+

∥

∥

∥

lτ

×
∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

2−sjrjs
1

θ
− 1

p

j

}

s∈Y m(γ,n)

∥

∥

∥

lǫ
<<

∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

2sjrj
∥

∥δs(f)
∥

∥

∗

p,q̄

}

s∈Zm
+

∥

∥

∥

lτ

× 2−nr1 n

m∑

j=1

(1/θ−1/qj )+
m∑

j=2

1/ǫj
, (2.23)

где ǫj = θβ
′

j,
1

ǫj
=

1

θ
β

′

j =
1

θ
−

1

τj
, j = 1, . . . ,m.

Теперь из (2.22) и (2.23) следует
∥

∥f−S
(γ̄)
n (f)

∥

∥

∗

p,θ
<< 2−nr1 n

m∑

j=1

(1/θ−1/qj)+
m∑

j=2

(1/θ−1/τj )

в случае

θ < τj , j = 1, 2, . . . ,m, для функции f ∈
◦
S

r̄

p,q̄,τ̄B. Отсюда получается оценка

E(γ̄)
n

(
◦
S

r̄

p,q̄,τ̄B
)

p,θ
<< 2−nr1 n

m∑

j=1

(1/θ−1/qj)+
m∑

j=2

(1/θ−1/τj )

в случае θ < τj, j = 1, 2, . . . ,m.

Докажем оценку снизу. Рассмотрим функцию

f0(x̄) = n
−

m∑

j=2

1

τj
∑

s̄∈κ(n)

m
∏

j=1

2−sjrjs
− 1

qj

j

∑

k̄∈ρ(s̄)

m
∏

j=1

(

nj − 2sj−1 + 1
)

1

p
−1

ei〈k̄,x̄〉.
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В силу непрерывности f0 ∈ L∗
p,q̄(I

m). Далее, в силу соотношения (2.20) и [8, лемма 2] получим

∥

∥

{

2〈s,r〉 ‖δs̄(f0)‖
∗
p,q̄

}∥

∥

lτ̄
<< n

−
m∑

j=2

1

τj
∥

∥

{

χκ(n)(s̄)
}

s̄∈κ(n)

∥

∥

lτ̄
<< n

−
m∑

j=2

1/τj
n

m∑

j=2

1/τj
= C0.

Таким образом, функция F0 = C−1
0 f0 ∈

◦
S

r̄

p,q̄,τ̄B. По определению функции f0 и наилучше-

го приближения справедливо равенство E
(γ̄)
n (f)p,θ = ‖f0‖

∗
p,θ. Выберем числа λj ∈ [1, θ), j =

1, 2, . . . m. Теперь, применяя теорему 3 и лемму 1, будем иметь

E(γ̄)
n (f0)p,θ = ‖f0‖

∗
p,θ >>

∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

s
1

θ
− 1

λj

j ‖δs̄(f0)‖
∗
p,λ̄

}

s̄∈Zm
+

∥

∥

∥

lθ

>> n
−

m∑

j=2

1/τj∥
∥

∥

{

m
∏

j=1

2−sjrjs
1

θ
− 1

qj

j

}

s̄∈κ(n)

∥

∥

∥

lθ
>> 2−nr1 n

m∑

j=1

(1/θ−1/qj )+
m∑

j=2

(1/θ−1/τj )

.

Этим оценка снизу в случае θ < τj, j = 1, 2, . . . ,m, доказана.

Докажем второй пункт. Пусть τj < θ, j = 1, 2, . . . ,m. Тогда, пользуясь неравенством Йен-
сена, будем иметь

∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

s
1

θ
− 1

p

j ‖δs(f)‖
∗
p,q̄

}

s∈Y m(γ,n)

∥

∥

∥

lθ
≤

∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

s
1

θ
− 1

qj

j ‖δs̄(f)‖p,q̄

}

s̄∈Y m(γ̄,n)

∥

∥

∥

lτ̄

≤
∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

2sjrj‖δs(f)‖p,q̄

}

s̄∈Zm
+

∥

∥

∥

lτ̄
sup

s∈Y m(γ̄,n)

m
∏

j=1

2−sjrjs
1

θ
− 1

qj

j .

Поэтому из неравенства (2.23) следует

E(γ̄)
n

(
◦
S

r

p,q̄,τB
)

p,θ
<< sup

s∈Y m(γ̄,n)

m
∏

j=1

2−sjrjs
1

θ
− 1

p

j

в случае τj ≤ θ, j = 1, 2, . . . ,m. Оценка сверху доказана.

Докажем оценку снизу. Пусть τj ≤ θ, j = 1, 2, . . . ,m и ∀˜̄s ∈ Y m(γ, n). Рассмотрим функцию

f1(x̄) =

m
∏

j=1

2−s̃jrj s̃j
−1

qj

∑

k̄∈ρ(˜̄s)

m
∏

j=1

(

nj − 2s̃j−1 + 1
)

1

pj
−1

ei〈k̄,x̄〉.

Тогда в силу соотношения (2.20) имеем
∥

∥δs̃ (f1)
∥

∥

∗

p,q
≍

∏m
j=1 2

−s̃jrj . Если s̄ 6= ˜̄s, то ‖δs(f1)‖
∗
p,q = 0.

Поэтому
∥

∥

{

2〈s,r〉 ‖δs(f1)‖
∗
p,q

}

s̄∈Zm
+

∥

∥

lτ
≤ C1. Следовательно, функция C−1

1 f1 ∈ Sr
p,q,τB. Так как

〈˜̄s, γ̄〉 ≥ n, то E
(γ̄)
n (f1)p̄,θ = ‖f1‖

∗
p̄,θ.

Поэтому, учитывая соотношение (2.20), имеем

E(γ̄)
n (f1)p̄,θ = ‖f1‖

∗
p̄,θ >>

m
∏

j=1

2−s̃jrj s̃j
1

θ
− 1

qj ∀˜̄s ∈ Y m(γ, n).

Значит,

E(γ)
n

(
◦
S

r

p,q,τB
)

p̄,θ
>> sup

s∈Y m(γ,n)

m
∏

j=1

2−sjrjs
1

θ
− 1

qj

j .

Теорема 4 доказана. �

З а м е ч а н и е. Если p = θ = 2, то min{p, 2} = max{p, 2} = 2 и L∗
p,θ(I

m) = L2(I
m).

Поэтому из утверждений п. 1 теоремы 4 следует, что

E(γ)
n

(
◦
S

r

2,q,τB
)

2
≍ 2−nr1 n

m∑

j=1

(1/2−1/qj )+
m∑

j=2

(1/2−1/τj )

при 2 < qj < ∞, 2 < τj ≤ ∞, j = 1, . . . ,m.
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3. Заключение

В [12, неравенство (32)] доказано неравенство

∞
∑

k2=0

2
k2θ2(

1

θ2
− 1

q2
)
{

2k2+1

∑

s2=2k2+1

[

∞
∑

k1=0

2
k1θ1(

1

θ1
− 1

q1
)
(

2k1+1

∑

s1=2k1+1

‖δs̄(f)‖
∗
p̄,q̄

)θ1]
1

θ1

}θ2

<<

∞
∑

s2=2

s
1−

θ2
q2

2

[

∞
∑

s1=2

s
1−

θ1
q1

1

(

‖δs̄(f)‖
∗
p̄,q̄

)θ1]
θ2
θ1 . (3.24)

Как указано в [12], применяя неравенство Гельдера для доказательства (3.24) с показате-

лями
1

θj
+

1

θ
′

j

= 1, j = 1, 2, получим

2
k1θ1(

1

θ1
− 1

q1
)
(

2k1+1
∑

s1=2k1+1

‖δs̄(f)‖
∗
p̄,q̄

)θ1
<<

2k1+1
∑

s1=2k1+1

s
θ1(

1

θ1
− 1

q1
)

1 (‖δs̄(f)‖
∗
p̄,q̄)

θ1 .

К сожалению, в доказательстве этого неравенства допущена неточность. В действительности
должно быть

2
k1θ1(

1

θ1
− 1

q1
)
(

2k1+1

∑

s1=2k1+1

‖δs̄(f)‖
∗
p̄,q̄

)θ1

≤ 2
k1θ1(

1

θ1
− 1

q1
)
2k1(θ1−1)

2k1+1

∑

s1=2k1+1

(‖δs̄(f)‖
∗
p̄,q̄)

θ1 <<

2k1+1

∑

s1=2k1+1

s
θ1(1−

1

q1
)

1 (‖δs̄(f)‖
∗
p̄,q̄)

θ1 .

Теорема 2 является некоторым исправлением указанной неточности в доказательстве неравен-
ства (3.24).

Отметим, что в случае θ̄ = q̄ оценка величины

E(γ)
n

(
◦
S

r

p,q,τB
)

p,θ̄
= sup

f∈
◦
S

r

p,q,τB

E(γ)
n (f)p,θ̄

неизвестна.
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