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Введение

Работа посвящена решению экстремальной задачи Бомана для преобразования Якоби на
полупрямой (теоремы 4, 5). Ранее задача Бомана изучалась для преобразований Фурье, Ган-
келя [1; 2] и Данкля [3]. Кратко напомним историю вопроса.

Для преобразования Фурье экстремальная задача Бомана в случае евклидова шара состоит
в вычислении величины

ΛB(Bτ ) = inf

{
∫

Rd

|x|2f(x) dx : f ∈ E(Bτ )

}

. (0.1)

Здесь d ∈ N, Rd — d-мерное действительное евклидово пространство со скалярным про-
изведением (x, y) = x1y1 + . . . + xdyd и нормой |x| =

√

(x, x); Bτ — замкнутый евклидов шар
радиуса τ > 0 и с центром в нуле; E(Bτ ) — класс неотрицательных непрерывных функций f ,
для которых

|x|2f ∈ L1(Rd), suppFf ⊂ Bτ , Ff(0) = 1,

где L1(Rd) — пространство комплексных измеримых по Лебегу на R
d функций f с конечной

нормой ‖f‖1 =

∫

Rd

|f(x)| dx;

Ff(y) =
1

(2π)d/2

∫

Rd

f(x)e−i(x,y) dx

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 16-01-00308), Министерства образования и науки
РФ (госзадания №5414ГЗ, №1.1333.2014К).
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— преобразование Фурье; supp f — носитель функции f . По хорошо известной многомерной
теореме Пэли — Винера функции из E(Bτ ) являются сужениями на R

d целых функций экспо-
ненциального сферического типа не выше τ .

Задача Бомана допускает вероятностную интерпретацию. В этом случае величина
∫

Rd

|x|2f(x) dx = −∆Ff(0),

где ∆ — оператор Лапласа, является вторым моментом случайной величины с плотностью
распределения f .

В евклидовом случае ΛB(Bτ ) = τ−2ΛB(B1), поэтому можно считать, что τ = 1. В одно-
мерном случае задачу (0.1) поставил и решил Х. Боман [4]. Он доказал, что ΛB([−1, 1]) =
−(Ff1)

′′(0) = π2, где

f1(x) =
4

π3

( cos (x/2)

1− (x/π)2

)2
, Ff1(y) =

{

(1− |y|) cos πy + π−1 sinπ|y|, |y| ≤ 1,

0, |y| ≥ 1.

Пусть Γ(t) — гамма-функция, Jα(t) — функция Бесселя порядка α ≥ −1/2, qα — ее первый
(наименьший) положительный нуль, jα(t) = (2/t)αΓ(α + 1)Jα(t) — нормированная функция
Бесселя. В многомерном случае В. Эм, Т. Гнейтинг и Д. Ричардс [5], доказали, что ΛB(B1) =
−∆Ffd(0) = 4q2d/2−1, где экстремальной является функция

fd(x) =
22−2d

πd/2Γ(d/2)q2d/2−1

(

jd/2−1(|x|/2)

1− (|x|/(2qd/2−1))2

)2

.

Задача Бомана для функций с носителем преобразования Данкля в евклидовом шаре или
параллелепипеде рассмотрена в [3]. В сферическом случае соответствующая величина ΛB(B1)
достигается на радиальных функциях.

На радиальных функциях преобразование Данкля сводится к преобразованию Ганкеля,
действующему в пространствах на полупрямой со степенным весом. Поэтому для решения за-
дачи Бомана для преобразований Фурье и Данкля было важно изучить ее для преобразования
Ганкеля. Для нас также важно, что этот случай будет модельным для преобразования Якоби
на полупрямой.

Задача Бомана для преобразования Ганкеля состоит в вычислении величины

Λα
B(τ) = inf

{

∞
∫

0

t2f(t) dνα(t) : f ∈ Eα(τ)

}

.

Здесь α ≥ −1/2, dνα(r) = bλr
2α+1 dr, b−1

α = 2αΓ(α + 1), Eα(τ) — класс четных неотрица-
тельных непрерывных на R+ функций f , для которых

t2f ∈ L1(R+, dνα), suppHα(f) ⊂ [0, τ ], Hα(f)(0) = 1,

где L1(R+, dνα) — пространство комплексных измеримых по Лебегу на R+ функций f с ко-

нечной нормой ‖f‖1,α =

∫ ∞

0
|f(t)| dνα(t);

Hα(f)(s) =

∞
∫

0

f(t)jα(st) dνα(t)

— преобразование Ганкеля. Для четных функций на оси преобразования Ганкеля и Данкля
совпадают. Поэтому по теореме Пэли — Винера для преобразования Данкля [6, Sect. 4] функ-
ции из Eα(τ) являются сужениями на R четных целых функций экспоненциального типа не
выше τ .
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В [1] доказано, что

Λα
B(τ) = −DαHα(fα)(0) =

(2qα
τ

)2
,

где Dα =
1

t2α+1

d

dt

(

t2α+1 d

dt

)

— дифференциальный оператор Бесселя. Единственная экстре-

мальная функция имеет вид

fα,τ (t) =
2−4α−2τ2α+2

πα+1Γ(α+ 1)q2α

( jα(τt/2)

1− (τt/(2qα))2

)2
.

В данной работе решается экстремальная задача Бомана для преобразования Якоби [7],
ядро которого является собственной функцией задачи Штурма — Лиувилля с весовой функ-
цией

w(t) = ∆(t) = 22ρ(sh t)2α+1(ch t)2β+1, t ∈ R+,

c параметрами
α ≥ β ≥ −1/2, α > −1/2, ρ = α+ β + 1. (0.2)

Заметим, что в случае α = β = −1/2 имеем ∆(t) = 1 и преобразование Якоби сводится
к косинус-преобразованию Фурье.

1. Элементы гармонического анализа Якоби

При изложении элементов гармонического анализа Якоби будем следовать общепризнан-
ным обозначениям (см., например, работу [7]). Пусть F (a, b, c; z) — гипергеометрическая функ-
ция Гаусса, α, β, ρ — параметры (0.2), t ∈ R, λ ∈ C,

ϕλ(t) = ϕ
(α,β)
λ (t) = F

(ρ+ iλ

2
,
ρ− iλ

2
;α+ 1;−(sh t)2

)

— функция Якоби [7, Subsect. 2.1], Eτ — класс четных целых функций g(λ) экспоненциального
типа не выше τ > 0, удовлетворяющих оценке |g(λ)| ≤ cg e

τ |Imλ|, λ ∈ C.
Функция Якоби является собственной функцией задачи Штурма — Лиувилля:

∂

∂t

(

∆(t)
∂

∂t
ϕλ(t)

)

+
(

λ2 + ρ2
)

∆(t)ϕλ(t) = 0, (1.1)

ϕλ(0) = 1,
∂ϕλ

∂t
(0) = 0.

Функция Якоби четная аналитическая на R по t и из класса E|t| по λ. Для нее также

|ϕλ(t)| ≤ 1, ϕ0(t) > 0, λ, t ∈ R. (1.2)

Для t > 0, λ ∈ C

ϕλ(t) = ϕ0(t)

∞
∏

k=1

(

1−
λ2

λ2k(t)

)

,

где 0 < λ1(t) < · · · < λk(t) < . . . — положительные нули ϕλ(t) по λ. Это разложение следует
из общих свойств собственных функций задачи Штурма — Лиувилля (см., например, [8, гл. V,
§ 6]). При этом λk(t) = t−1

k (t), где tk(λ) — положительные нули функции ϕλ(t) по t > 0. Нули
tk(λ) непрерывны и монотонно убывают при λ > 0 [8, гл. I, § 3]. Соответствующим образом
ведут себя и нули λk(t).

Пусть 1 ≤ p < ∞, dµ(t) = ∆(t) dt, Lp(R+, dµ) — пространство комплексных измеримых по
Лебегу функций f(t) на R+ с конечной нормой

‖f‖p,dµ =

(

∞
∫

0

|f(t)|p dµ(t)

)1/p

<∞,
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Lp(R+, dσ) — пространство комплексных измеримых по Лебегу функций f(λ) на R+ с конеч-
ной нормой

‖f‖p,dσ =

(

∞
∫

0

|f(λ)|p dσ(λ)

)1/p

<∞,

где

dσ(λ) = s(λ) dλ, s(λ) = (2π)−1

∣

∣

∣

∣

2ρ−iλΓ(α+ 1)Γ(iλ)

Γ((ρ+ iλ)/2)Γ((ρ + iλ)/2− β)

∣

∣

∣

∣

−2

,

Cb(R+) — пространство непрерывных ограниченных функций f(x) на R+ с нормой

‖f‖∞ = sup
R+

|f(x)|.

Функции на R+ будем рассматривать и на R, продолжая их по четности.
Пространство L2(R+, dµ) — гильбертово со скалярным произведением

(f, g)µ =

∞
∫

0

f(t)g(t) dµ(t).

Гармонический анализ в L2(R+, dµ) осуществляется с помощью прямого и обратного преоб-

разований Якоби [7, Subsect. 2.2] J f(λ) =

∫ ∞

0
f(t)ϕλ(t) dµ(t), J

−1g(t) =

∫ ∞

0
g(λ)ϕλ(t) dσ(λ).

В частности, если f ∈ L2(R+, dµ), g ∈ L2(R+, dσ), то J f ∈ L2(R+, dσ), J −1(g) ∈ L2(R+, dµ) и
f(t) = J−1(J f)(t), g(λ) = J (J −1g)(λ) в среднеквадратичном смысле. При этом справедливы
равенства Парсеваля

∞
∫

0

|f(t)|2 dµ(t) =

∞
∫

0

|J f(λ)|2 dσ(λ),

∞
∫

0

|g(λ)|2 dσ(λ) =

∞
∫

0

|J −1g(t)|2 dµ(t).

Отметим следующие свойства интегрируемости прямого и обратного преобразований Яко-
би. Если f ∈ L1(R+, dµ), g ∈ L1(R+, dσ), то J f ∈ Cb(R+), J

−1g ∈ Cb(R+) и

‖J f‖∞ ≤ ‖f‖1,dµ, ‖J −1g‖∞ ≤ ‖g‖1,dσ .

Если f ∈ L1(R+, dµ) ∩ Cb(R+), J f ∈ L1(R+, dσ), то для t ∈ R+

f(t) =

∞
∫

0

J f(λ)ϕλ(t) dσ(λ).

Если g ∈ L1(R+, dσ) ∩ Cb(R+), J
−1g ∈ L1(R+, dµ), то для λ ∈ R+

g(λ) =

∞
∫

0

J−1g(t)ϕλ(t) dµ(t).

Пусть τ > 0, Bτ
1 — класс четных целых функций из Eτ , сужения которых на R+ при-

надлежат L1(R+, dσ). Для функций из класса Bτ
1 справедлива следующая теорема Пэли —

Винера.

Теорема 1 [9, Theorems 3.4, 4.2]. Функция f ∈ Bτ
1 тогда и только тогда, когда

f ∈ L1(R+, dσ) ∩ Cb(R+), J −1f ∈ L1(R+, dµ), suppJ−1f ⊂ [0, τ ],

при этом f(λ) =

∫ τ

0
J−1f(t)ϕλ(t) dµ(t).
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Заметим, что в [9] доказана биекция между классами быстро убывающих функций H ⊂
B1(τ) и бесконечно дифференцируемых функций C∞

0 ⊂ L1([0, τ ], dµ) с компактным носителем.
Однако классы H и C∞

0 в силу приведенных выше свойств интегрируемости преобразований
Якоби плотны в соответствующих пространствах. Условие на размер носителя вытекает из
того, что функция λ 7→ ϕ(t, λ) имеет тип |t|.

В дальнейшем нам понадобятся асимптотики функции Якоби и сингулярной меры, а также
квадратурная формула Гаусса на полупрямой для целых функций экспоненциального типа по
нулям функции Якоби [10, § 5]. Имеем

ϕλ(t) =
(2/π)1/2

(∆(t)s(λ))1/2

{

cos
(

λt−
π(α+ 1/2)

2

)

+ et|Imλ|O
(

|λ|−1
)

}

, |λ| → ∞, t > 0, (1.3)

s(λ) =
(

2ρ+αΓ(α+ 1)
)−2

λ2α+1
(

1 +O(λ−1)
)

, λ→ +∞. (1.4)

Из (1.2)–(1.4) вытекает, что для фиксированного t > 0 и λ ∈ R

|ϕλ(t)| = O
( 1

(|λ|+ 1)α+1/2

)

. (1.5)

Теорема 2 [10, теоремы 3.1, 5.1]. Для произвольной функции f ∈ Bτ
1 справедлива квадра-

турная формула Гаусса с положительными весами

∞
∫

0

f(λ) dσ(λ) =

∞
∑

k=1

γk(τ/2)f(λk(τ/2)). (1.6)

Ряд в (1.6) сходится абсолютно. При этом для любого ε > 0 существуют функции из Bτ+ε
1 ,

для которых квадратурная формула Гаусса неверна.

Явные выражения для весов в квадратурной формуле (1.6) выписаны в [10, § 3]. Приведем
формулу для первого коэффициента:

γ1 =

∞
∫

0

(

2λ1ϕλ(τ/2)

∂ϕλ1

∂λ
(τ/2)(λ2 − λ21)

)2

dσ(λ) =
2λ1

∆(τ/2)
∂ϕλ1

∂t
(τ/2)

∂ϕλ1

∂λ
(τ/2)

, (1.7)

где γ1 = γ1(τ/2), λ1 = λ1(τ/2).
Для построения экстремальной функции в задаче Бомана нам потребуются оператор обоб-

щенного сдвига для преобразования Якоби и определяемая им свертка.
В силу (1.2) в пространстве L2(R+, dµ) оператор обобщенного сдвига определяется равен-

ством

T tf(x) =

∞
∫

0

ϕλ(t)J f(λ)ϕλ(x) dσ(λ), t, x ∈ R+.

Для него справедливо интегральное представление

T tf(x) =

∞
∫

0

f(y) dνt,x(y), (1.8)

где νt,x — вероятностная, абсолютно непрерывная мера с носителем supp νt,x ⊂ [|x − t|, x+ t],
симметричная относительно t, x. Представление (1.8) и явное выражение для меры вытекают

из формулы умножения для функций Якоби ϕλ(t)ϕλ(x) =

∫ t+x

|t−x|
K(t, x, y)ϕλ(y) dµ(y) с положи-

тельным ядром K. Выражение K через гипергеометрическую функцию и основные свойства
см. в [11, Sect. 4].
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Представление (1.8) позволяет распространить оператор обобщенного сдвига на простран-
ства Lp(R+, dµ), 1 ≤ p ≤ ∞, причем для любого t ∈ R+ норма ‖T t‖p→p = 1 [11, Lemma 5.2].

Для оператора обобщенного сдвига справедливы свойства:

(1) если f(x) ≥ 0, то T tf(x) ≥ 0; функция T tf(x) четная по t, x;

(2) T tϕλ(x) = ϕλ(t)ϕλ(x), J (T tf)(λ) = ϕλ(t)J f(λ); T tf(x) = T xf(t), T t1 = 1;

(3) если supp f ⊂ [0, a], t ∈ [0, δ], то suppT tf ⊂ [0, a + δ];

(4) если f ∈ L1(Rd
+, dµ), то

∞
∫

0

T tf(x) dµ(x) =

∞
∫

0

f(x) dµ(x).

Оператор обобщенного сдвига позволяет определить свертку [11]

(f ∗ g)(x) =

∞
∫

0

T tf(x)g(t) dµ(t).

Ее свойства описываются в следующей теореме.

Теорема 3 [11, Sect. 5]. (1) Если 1 ≤ p, q < ∞, 1/p + 1/q ≥ 1, 1/r = 1/p + 1/q − 1, f ∈
Lp(R+, dµ), g ∈ Lq(R+, dµ), то f ∗ g ∈ Lr(R+, dµ) и ‖f ∗ g‖r,dµ ≤ ‖f‖p,dµ‖g‖q,dµ.

(2) Если f ∈ Lp(R+, dµ), 1 ≤ p ≤ 2, g ∈ L1(R+, dµ), то J (f ∗ g) = J f J g.

(3) Если supp f ⊂ [0, δ], supp g ⊂ [0, τ ], то supp f ∗ g ⊂ [0, δ + τ ].

2. Задача Бомана

З а д а ч а Бомана. Вычислить величину

ΛB(τ) = inf

∞
∫

0

(λ2 + ρ2)g(λ) dσ(λ), (2.1)

если
λ2g ∈ L1(R+, dσ), g ∈ C(R+), g ≥ 0,

suppJ−1g ⊂ [0, τ ],

∞
∫

0

g(λ) dσ(λ) = J−1g(0) = 1.

Заметим, что в постановке задачи можно не требовать априори условие λ2g ∈ L1(R+, dσ).

Если оно неверно, то

∫ ∞

0
(λ2 + ρ2)g(λ) dσ(λ) = +∞ и мы можем отбросить такие g при поиске

нижней грани в (2.1).
Так как в силу неотрицательности допустимая в задаче Бомана функция g ∈ L1(R+, dσ)∩

Cb(R+), то по теореме 1 имеем g ∈ Bτ
1 . Пусть

Dα,βu(t) = −
1

∆(t)

∂

∂t

(

∆(t)
∂

∂t
u(t)

)

— дифференциальный оператор Якоби. Согласно (1.1)

Dα,βϕλ(t) = (λ2 + ρ2)ϕλ(t),

поэтому функционал в (2.1) может быть записан так:

∞
∫

0

(λ2 + ρ2)g(λ) dσ(λ) = Dα,βJ
−1g(0).

Сформулируем основной результат работы.
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Теорема 4. Пусть λ1 = λ1(τ/2), γ1 = γ1(τ/2), τ > 0. Тогда в задаче Бомана

ΛB(τ) = λ21 + ρ2, (2.2)

экстремальная функция имеет вид

gτ (λ) =
1

c(τ)

(

ϕλ(τ/2)

λ21 − λ2

)2

, (2.3)

где

c(τ) = γ1 lim
λ→λ1

(

ϕλ(τ/2)

λ21 − λ2

)2

=

∂ϕλ1

∂λ
(τ/2)

2λ1∆(τ/2)
∂ϕλ1

∂t
(τ/2)

. (2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала получим оценку снизу. Для этого воспользуемся тео-
ремой 2. Так как для допустимой функции g, λ2g ∈ Bτ

1 , то, применяя квадратурную формулу
Гаусса (1.6), получим

∞
∫

0

(λ2 + ρ2)g(λ) dσ(λ) =

∞
∑

k=1

γk(τ/2)
(

λ2k(τ/2) + ρ2
)

g(λk(τ/2)) ≥
(

λ21 + ρ2
)

∞
∑

k=1

γk(τ/2)g(λk(τ/2))

=
(

λ21 + ρ2
)

∞
∫

0

g(λ) dσ(λ) =
(

λ21 + ρ2
)

J −1g(0) = λ21 + ρ2, (2.5)

поэтому ΛB(τ) ≥ λ21 + ρ2. Оценка снизу получена.
Построим экстремальную функцию. Пусть χτ/2(t) — характеристическая функция отрез-

ка [0, τ/2]. Определим функции f1(t) = ϕλ1
(t)χτ/2(t), f(t) = (f1 ∗ f1)(t). Имеем

f1(t) ≥ 0, supp f1 ⊂ [0, τ/2], f1 ∈ L
1(R+, dσ) ∩ Cb(R+), J f1 ∈ L2(R+, dσ).

В силу положительности оператора обобщенного сдвига и теоремы 3

f(t) ≥ 0, supp f ⊂ [0, τ/2], g(λ) = J f(λ) =
(

J f1(λ)
)2

∈ L1(R+, dσ) ∩Cb(R+).

Согласно (1.1)
{

∆(t)
(

ϕλ1
(t)ϕ′

λ(t)− ϕ′
λ1
(t)ϕλ(t)

)

}′

t
=

(

λ21 − λ2
)

∆(t)ϕλ1
(t)ϕλ(t), поэтому

J f1(λ) =

τ/2
∫

0

∆(t)ϕλ1
(t)ϕλ(t) dt = −

∆(τ/2)ϕ′
λ1
(τ/2)ϕλ(τ/2)

λ21 − λ2
.

Следовательно,

g(λ) =

(

∆(τ/2)ϕ′
λ1
(τ/2)

)2
ϕ2
λ(τ/2)

(

λ21 − λ2
)2 .

Согласно (1.4), (1.5) λ2g ∈ L1(R+, dσ). Применяя (1.6), получим

J−1g(0) =

∞
∫

0

g(λ) dσ(λ) =
∞
∑

k=1

γk(τ/2)g(λk(τ/2)) = γ1
(

∆(τ/2)ϕ′
λ1
(τ/2)

)2
lim
λ→λ1

(ϕλ(τ/2)

λ21 − λ2

)2
.

Функция (2.3)

gτ (λ) =
1

c(τ)

(ϕλ(τ/2)

λ21 − λ2

)2
, c(τ) = γ1 lim

λ→λ1

(ϕλ(τ/2)

λ21 − λ2

)2
,
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является допустимой в задаче Бомана, и по квадратурной формуле Гаусса (1.6)

ΛB(τ) ≥

∞
∫

0

(λ2 + ρ2)gτ (λ) dσ(λ) =
∞
∑

k=1

γk(τ/2)
(

λ2k(τ/2) + ρ2
)

gτ (λk(τ/2))

= γ1
(

λ21 + ρ2
)

gτ (λ1) = λ21 + ρ2.

Равенство (2.2) доказано.
Функция (2.3) является экстремальной. Отметим, что она и ее обратное преобразование

Якоби неотрицательны.
Равенство

c(τ) =

∂ϕλ1

∂λ
(τ/2)

2λ1∆(τ/2)
∂ϕλ1

∂t
(τ/2)

в (2.4) следует из (1.7).
Теорема 4 доказана.

3. Единственность экстремальной функции

Сформулируем второй основной результат работы.

Теорема 5. Экстремальная функция gτ (2.3) в задаче Бомана (2.1) единственна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть g — экстремальная функция в задаче Бомана (2.3).
По лемме 5.4 из [12] существует четная целая функция ω(z) экспоненциального типа 2, для

которой ω(x) > 0, x > 0, и

ω(x) ≍ x2α+1, x→ +∞, |ω(iy)| ≍ |y|2α+1e2|y|, y → ±∞. (3.1)

Так как g обращает неравенство (2.5) в равенство, то в точках λk(τ/2), k ≥ 2, она имеет
двойные нули. Рассмотрим функции

F (λ) = ω(λ)g(λ), Ω(λ) = ω(λ)gτ (λ).

В силу асимптотик (1.3), (1.4) и (3.1) |Ω(iy)| ≍ |y|−4e(τ+2)|y|, y → ±∞.
Далее воспользуемся следующим результатом [13, прил. VII, лемма Ахиезера]. Пусть m ∈

Z+, F — четная целая функция экспоненциального типа τ > 0, ограниченная на R, Ω — четная
целая функция конечного экспоненциального типа, все корни которой входят в множество
корней F , индикатор hΩ(0) = hΩ(π) и lim infy→±∞ e−τ |y|y2m|Ω(iy)| > 0. Тогда функция

ψ(z) =
F (z)

Ω(z)

есть многочлен степени не больше 2m.
Применяя это утверждение, находим, что g(λ) = ψ(λ)gτ (λ), где ψ — четный многочлен

степени не выше 4. Его степень не может равняться 2 или 4, иначе по асимптотикам (1.3),
(1.4) будем иметь λ2g /∈ L1(R+, dσ). Следовательно, ψ(λ) = const = 1 и g(λ) = gτ (λ).

Теорема 5 доказана.

Заключение

Решение задачи Бомана для преобразования Якоби позволит в дальнейшем решить задачу
Бомана для преобразования Фурье на гиперболоиде или на пространстве Лобачевского. Было
бы интересно получить решение задачи Бомана для преобразования Фурье на произвольном
римановом симметрическом пространстве ранга 1.
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