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1. Введение

Группа G насыщена группами из множества групп X, если любая конечная подгруппа K
из G содержится в подгруппе группы G, изоморфной некоторой группе из X (см. [10]).

Пусть группа G насыщена группами из множества групп X и K — подгруппа из G. Через
X(K) обозначим множество всех подгрупп из G, содержащих K и изоморфных группам из X.
В частности, если 1 — единичная подгруппа G, то X(1) — множество всех подгрупп группы G,
изоморфных группам из X.

Группа G называется группой Шункова (сопряженно-бипримитивно конечной группой),
если для любой конечной подгруппы H из G в фактор-группе NG(H)/H любые два сопряжен-
ных элемента простого порядка порождают конечную группу.

Пусть G — группа. Через T (G) будем обозначать подгруппу группы G, порожденную все-
ми элементами конечных порядков, при условии, что эта подгруппа периодическая. Будем
называть T (G) периодической частью группы G (см. [4, с. 90, 150]).

В [6] доказано, что периодическая группа, насыщенная группами из множества групп
{U3(2

m) | m — натуральное нефиксированное число}, изоморфна U3(Q), где Q — подходящее
локально конечное поле четной характеристики. В [8] доказано, что периодическая группа
Шункова, насыщенная группами из множества групп {U3(p

n) | p — простое нефиксированное
число, n — натуральное нефиксированное число}, изоморфна U3(Q), где Q — подходящее ло-
кально конечное поле. В данной работе мы отказываемся от ограничения на характеристику
поля (см., например, [6]) и от ограничения на периодичность группы Шункова (см., например,
[8]). Пусть M = {U3(p

n) | p — простое нефиксированное число, n — натуральное нефиксиро-
ванное число}. Под символом e в данной работе будет пониматься единица группы.

В настоящей работе получены следующие результаты.
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Теорема 1. Пусть периодическая группа G насыщена группами из множества M, тогда

для силовской 2-подгруппы S группы G выполняется одно из следующих условий:
1. S = 〈a2

n

= v2 = e, av = a2
n−1

−1〉 — полудиэдральная группа.

2. S = 〈a,w | a2
n

= b2
n

= w2 = e, aw = b, ab = ba〉 — сплетенная группа.

3. S изоморфна силовской 2-подгруппе группы U3(2
n).

4. S — бесконечная 2-группа периода 4 ступени нильпотентности 2.
5. S = (A × B) ⋋ 〈w〉, где A — бесконечная локально циклическая 2-группа, w2 = e, и

Aw = B.

6. S = AD, где D — конечная подгруппа группы S, не содержащая сплетенных подгрупп

порядка больше 8, A — бесконечная локально циклическая 2-группа.

Теорема 2. Группа Шункова G, насыщенная группами из множества M, обладает пе-

риодической частью T (G), изоморфнoй группе U3(Q) для подходящего локально конечного

поля Q.

Приведем необходимые для доказательства сформулированных выше теорем 1, 2 свойства
конечных унитарных групп степени три.

Предложение 1. Пусть U = U3(q), где q = pn, и p — нечетное простое число. Тогда

выполняются следующие свойства:

1. U содержит подгруппу D = D1 ×D2, где D1 = 〈d1〉, D2 = 〈d2〉,

d1 =





1 0 0
0 β 0
0 0 β−1



 , d2 =





β 0 0
0 β−2 0
0 0 β



 ,

β — элемент порядка q + 1 из GF (q2), |D1| = q + 1 и |D2| =
q + 1

(3, q + 1)
.

2. U содержит подгруппу V = 〈b, w|b3 = w2 = e, bw = b−1〉, где

b =





0 −1 0
0 0 1
−1 0 0



 , w =





0 0 1
0 −1 0
1 0 0



 .

3. U содержит подгруппы A = 〈i〉 × 〈j〉 и B = 〈w〉 × 〈j〉, где w — инволюция определенная

в п. 2,

i =





1 0 0
0 −1 0
0 0 −1





— инволюция из 〈d1〉,

j =





−1 0 0
0 1 0
0 0 −1





— инволюция из 〈d2〉. A — четверная группа, NU (A) = CU (A) ⋋ V , квадраты элементов из

NG(A), порядок которых не равен трем, содержатся в CU (A) и CU (A) = D.

4. NU (D) = NU (A) = D ⋋ V .

5. Существует v ∈ U , для которого jv = j, iv = w, где i, j, w определены в пп. 2, 3.
6. Если q + 1 не делится на 4, то силовская 2-подгруппа группы U изоморфна полудиэд-

ральной группе SD(m) = {a, b | a2
m+1

= b2 = e, ab = a−1+2m}, где 2m делит q − 1, 2m+1 не

делит q − 1.
7. Если q + 1 делится на 4, то силовская 2-подгруппа группы U изоморфна сплетенной

группе Wr(m) = {a1, a2, b | a2
m

1 = a2
m

2 = b2 = e, a1a2 = a2a1, ab1 = a2, ab2 = a1}, где 2m делит

q + 1, 2m+1 не делит q + 1.
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8. Все четверные подгруппы из U сопряжены, U содержит элемент порядка 8, и любая

2-подгруппа из U порядка не менее 32 содержит элемент порядка 8.
9. Если q 6= 5, то U = 〈NU (A), NU (B)〉. Eсли q = 5, то 〈NU (A), NU (B)〉 ≃ A7. Здесь A,B—

группы, определенные в п. 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Свойства 1–4 хорошо известны, их доказательство, например,
можно найти в [5, предложение 2]. Свойства 6–8 доказаны в [14, с. 2, 3]. Свойство 5 вытекает из
свойств 3, 8. Докажем свойство 9. Если q 6= 5, то NU (A), NU (B) — различные максимальные
подгруппы в U (см. [15, с. 379]). Следовательно, U = 〈NU (A), NU (B)〉. Если q = 5, то U ≃
U3(5), и непосредственные вычисления показывают, что A7 ≃ 〈NU (A), NU (B)〉 — максимальная
подгруппа в U (см. [15, с. 379]).

Предложение доказано.

Предложение 2 [6, предложение 1]. Пусть G = U3(2
n) и P — силовская 2-подгруппа

группы G . Тогда P — группа периода 4 ступени нильпотентности 2, и P ′ = Z(P ) = Φ(P ) =
Ω1(P ).

2. Доказательство теоремы 1

Пусть выполняются условия теоремы 1.

Лемма 1. Если в G некоторая ее силовская 2-подгруппа S конечна, то S — одна из групп,

перечисленных в пп. 1–3 теоремы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, это так, ввиду предложений 1 (см. пп. 6, 7), 2
и [6, предложение 8].

Лемма доказана.

В леммах 2–5 будем предполагать, что S — бесконечная силовская 2-подгруппа группы G.

Лемма 2. Если S не содержит полных подгрупп, то S — группа из п. 4 теоремы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По [13, теорема 1] S содержит подгруппу D = 〈h〉 × 〈g〉 × 〈f〉,
где h2 = g2 = f2 = e. В силу [6, предложение 4] D вложена в бесконечную локально конечную
подгруппу I группы S. Выберем I максимальной c указанным свойством. Если I содержит эле-
мент b порядка 8, то 〈D, b〉 — конечная 2-группа, которая по условию насыщенности является
подгруппой группы S1, где S1 — группа полудиэдра или сплетенная 2-группа (см. предложе-
ние 1). Но в обоих этих случаях S1 не может содержать подгруппу, изоморфную группе D.
Итак, I не содержит элементов порядка 8, следовательно, она — 2-группа периода не более 4,
и все инволюции из I лежат в центре I.

Если S = I, то все доказано. Предположим, что S \ I 6= ∅ и x ∈ S \ I.
Рассмотрим случай |x| = 2. Покажем, что x можно выбрать так, что в I найдется инволю-

ция z со свойством xz = zx. Группа 〈x, y〉 конечна для любой инволюции y из I. Зафиксируем
некоторую инволюцию y ∈ I. Пусть t — инволюция из центра 〈x, y〉. Если t ∈ I, то возьмем в
качестве z инволюцию t. Тогда xz = zx. Если t /∈ I, то возьмем в качестве x инволюцию t, а в
качестве z инволюцию y. Тогда xz = zx. Подгруппа K1 = 〈z〉 × 〈x〉, очевидно, не лежит в I, и
K1 ∩ I = 〈z〉. Возьмем в I инволюцию t 6= z. Ясно, что tz = zt.

Рассмотрим конечную подгруппу 〈z, x, t〉. Данная подгруппа, очевидно, не лежит в I, и

〈z〉 × 〈t〉 ≤ 〈z, x, t〉 ∩ I.

В силу [6, предложение 4] в 〈z, x, t〉 существует элемент v такой, что v ∈ NS(〈z〉 × 〈t〉) \ I, и
v2 ∈ I. Тогда группа K2 = 〈v, z, t, t1〉, где t1 — произвольный элемент из I \ (〈z〉×〈t〉), является
конечной 2-группой.
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По условию насыщенности K2 содержится в подгруппе R, где R ∈ M(K2). Так как K2 со-
держит подгруппу 〈z〉×〈t1〉×〈t〉, то из структуры M вытекает, что R ≃ U3(2

n) и K2 — 2-группа
периода не более 4. В силу произвольности выбора t1 из I получим, что x перестановочен с
любой инволюцией из I. Следовательно, x перестановочен с любым элементом из I. Таким
образом, I〈x〉 — локально конечная 2-подгруппа в S периода не более 4, что противоречит
максимальности I как локально конечной подгруппы в группе S.

Рассмотрим случай |x| = 4. Положим x1 = x2. По доказанному выше x1 ∈ I. Возьмем
в I инволюцию t 6= x1. Ясно, что tx1 = x1t. Рассмотрим конечную подгруппу 〈x, t〉. Данная
подгруппа, очевидно, не лежит в I, и

〈x1〉 × 〈t〉 ≤ 〈x, t〉 ∩ I.

В силу [6, предложение 4] в 〈x, t〉 существует элемент v такой, что v ∈ NS(〈x1〉×〈t〉)\I, и v2 ∈ I.
Тогда группа K2 = 〈v, x1, t, t1〉, где t1 — произвольная инволюция из I \ (〈x1〉 × 〈t〉), является
конечной 2-группой. По условию насыщенности K2 ≤ R ∈ M(K2). Так как K2 содержит
подгруппу 〈x1〉 × 〈t〉 × 〈t1〉, то из структуры M вытекает, что R ≃ U3(2

n), и K2 — 2-группа
периода не более 4. В силу произвольности выбора t1 из I получим, что x перестановочен с
любой инволюцией из I. Следовательно, x перестановочен с любым элементом из I. Таким
образом, I〈x〉 — локально конечная 2-подгруппа в S периода не более 4, что противоречит
максимальности I как локально конечной подгруппы в группе S.

Рассмотрим случай |x| > 4. По доказаному выше все элементы из S, имеющие порядок 2
или порядок 4, лежат в I. Следовательно, I — характеристическая подгруппа в S, фактор-
группа S/I имеет период 2 и S — локально конечная группа. Противоречие с выбором I.

Лемма доказана.

В леммах 3–5 будем предполагать, что S содержит полные подгруппы, и пусть S̃ — мак-
симальная полная абелева подгруппа из S.

Лемма 3. Если ранг S̃ не меньше 2, то S — группа из п. 5 теоремы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Несложно видеть, что в этом случае ранг S̃ равен 2 (см. дока-
зательство леммы 2), S̃ = A×B, где A, B — локально циклические группы, и S̃ — характери-
стическая подгруппа в S (см. [13, теорема 1]). Возьмем в S̃ конечную подгруппу R = 〈a〉× 〈b〉,
где a ∈ A, b ∈ B, и |a| = |b| > 2. По условию насыщенности R содержится в подгруппе K,
где K ∈ M(R). Следовательно, K ≃ U3(p

n) и p 6= 2. Пусть SK — силовская 2-подгруппа из
K, содержащая R. По п. 6 предложения 1 SK = (〈c〉 × 〈d〉) ⋋ 〈w〉 — сплетенная 2-группа, т. е.
|c| = |d| > 2 и cw = d. Ясно, что R < 〈c〉 × 〈d〉 и Rw = R. Возьмем в S̃ \ R элемент y со свой-
ством y2 ∈ R. Очевидно, такой элемент в силу структуры S̃ найдется. Ясно, что y ∈ CG(R).
Следовательно, группа 〈R, y,w〉 конечна.

По условию насыщенности 〈R, y,w〉 содержится в подгруппе K1; здесь K1 ∈ M(1) и K1 ≃
U3(p

n1
1 ), где p1 6= 2. По предложению 1 (см. пп. 1–4) CK1(R) — абелева группа. Отсюда выте-

кает, что 〈R, yw, y〉 — конечная абелева 2-группа. Пусть y1 — элемент из S̃ \ R со свойством
y21 ∈ R и 〈y1〉 6= 〈y〉. Покажем, что y1y = yy1. Действительно, 〈R, y, y1〉 — конечная группа.
По условию насыщенности 〈R, y1, y〉 содержится в подгруппе K2, где K2 ∈ M(1),K2 ≃ U3(p

n2
2 )

и p2 6= 2. По п. 6 предложения 1 CK2(R) — абелева группа. Так как 〈R, y1, y〉 ≤ CK2(R), то
y1y = yy1.

Пусть Y — множество элементов из S̃ \R со свойством, что для любого y ∈ Y, y2 ∈ R. Ясно,
что Y — конечное множество, 〈Y,R〉 — конечная абелева 2-группа из CG(R), а 〈R,Y, Y w, w〉 —
конечная 2-группа из NG(R). По условию насыщенности 〈R,Y, Y w, w〉 содержится в подгруп-
пе K3, где K3 ∈ M(〈R,Y, Y w, w〉),K3 ≃ U3(p

n3
3 ) и p3 6= 2. По предложению 1 (см. пп. 1–4, 6)

NK3(R) = (〈d1〉×〈d2〉)⋋〈V 〉, CK3(R) = 〈d1〉×〈d2〉), где V , d1 и d2 из предложения 1(см. пп. 1–4).
Положим R1 = S̃ ∩ (〈d1〉 × 〈d2〉). По построению R < R1 = 〈v1〉 × 〈u1〉 < A × B, где vw1 = u1.
В силу произвольности выбора R как подгруппы, являющейся прямым произведением двух
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циклических групп одинакового порядка (большего 2) из S̃, по алгоритму вложения группы R
в группу R1 строим в S̃ цепочку подгрупп

R < R1 < R2 < . . . < Ri < . . .

со следующими свойствами: Ri = 〈ui〉 × 〈vi〉 и vwi = u. Очевидно, ∪Ri = S̃ и w ∈ N(S̃).

Осталось показать, что S̃ ⋋ 〈w〉 = S. Рассмотрим N = NG(S)/S̃. Очевидно, в N силов-
ская 2-подгруппа конечна, значит, все силовские 2-подгруппы из N конечны и сопряжены
(см. [6, предложение 8]), а силовские 2-подгруппы в N сопряжены. Поэтому с точностью до
сопряженности можно считать, что S̃ ⋋ 〈w〉 ≤ S. Докажем обратное включение. Из [4, тео-
рема 9.1.4.] и того факта, что S не содержит элементарных абелевых подгрупп порядка 8,
вытекает, что CS(S̃) = S̃. По условию насыщенности и предложению 1 (см. пп.1–4, 6) по-
лучаем, что для любого y ∈ S y2 ∈ CS(S̃) = S̃. Тогда фактор-группа S/S̃ — элементарная
абелева подгруппа ранга 1, поскольку в противном случае S содержит элементарную абелеву
подгруппу порядка 8, что невозможно. Поскольку w /∈ S̃, имеем S/S̃ = 〈wS̃〉 и S ≤ S̃ ⋋ 〈w〉.

Лемма доказана.

Лемма 4. Если Dn < S, где Dn = (〈an〉 × 〈bn〉) ⋋ 〈wn〉, |an| = |bn| > 2, awn

n = bn и w2
n = e,

то S — группа из п. 5 теоремы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если S содержит бесконечную цепочку

D1 < D2 < . . . < Dn < . . . ,

то группа
⋃

∞

n=1Dn насыщена конечными сплетенными 2-группами. По [9, теорема 3] S̃ — ран-
га 2, и по лемме 3 все доказано. Предположим, что бесконечных цепочек указанного вида в
S нет. Тогда S̃ — квазициклическая группа и, очевидно, S̃ — характеристическая подгруп-
па в S. Пусть Dn — максимальная сплетенная 2-группа из S. Тогда S = S̃Dn. Положим
〈an〉× 〈bn〉 = Rn. Пусть s — произвольный элемент из S̃ \Rn. Тогда 〈Rn, s〉 — конечная группа
и по условию насыщенности 〈Rn, s〉 < K ∈ M(〈Rn, s〉), K ≃ U3(p

n), где p 6= 2. По предло-
жению 1 (см. пп. 1–5, 8) s ∈ CK(Rn). Следовательно, s ∈ CG(Rn), S̃ ≤ CG(Rn) и S̃Rn —
абелева группа. Зафиксируем s1 ∈ S̃ \Rn. По условию насыщенности конечная группа 〈s1, Rn〉
содержится в подгруппе K1, где K1 ≃ U3(p

n
1 ) для некоторого нечетного простого p1. Тогда

〈s1, Rn〉 ≤ CK1(Rn). По п. 7 предложения 1 найдется x ∈ CK1(〈s1, Rn〉) \ 〈s1, Rn〉 такой, что
x2 ∈ Rn, s1x = xs1, и 〈s1, Rn, x〉 — абелева группа. Пусть для i > 1 доказано, что 〈si, Rn, x〉 —
абелева группа. Возьмем si+1 ∈ S̃, и s2i+1 = si. Тогда 〈si+1, x,Rn〉 ≤ CG(〈si, Rn〉). По условию
насыщенности конечная группа 〈si+1, x,Rn〉 содержится в подгруппе K2, где K2 ≃ U3(p

n
2 ) для

некоторого нечетного простого p2. Так как 〈si+1, x,Rn〉 ≤ CK2(〈si, Rn〉), то по предложению 1
(см. пп. 1–5, 7) si+1x = xsi+1, и 〈si+1, Rn, x〉 — абелева группа. Следовательно, S̃Rn〈x〉 — абе-
лева 2- подгруппа. Так как x2 ∈ S̃Rn и wn ∈ NG(S̃Rn), то фактор-группа 〈x,wn, S̃Rn〉/〈S̃Rn〉
порождается двумя инволюциями, конечна, а ее силовская 2-подгруппа S1 имеет порядок боль-
ше 2. Из последнего вытекает, что S — собственная подгруппа в S1, где S1 — полный прообраз
S1 в 〈x,wn, S̃Rn〉. Противоречие с тем, что S — силовская 2-подгруппа в G. Таким образом,
Dn не может быть максимальной сплетенной 2-группой, цепочка

D1 < D2 < . . . < Dn < . . .

бесконечна и утверждение леммы имеет место.

Лемма доказана.

Лемма 5. Пусть S не содержит подгруппу Dn = (〈an〉 × 〈bn〉) ⋋ 〈wn〉 с условием |an| =
|bn| > 2. Тогда S — группа из п. 6 теоремы 1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 3 полная часть S̃ группы S — квазициклическая 2-
группа. Положим S̃ = A. Тогда S/A — конечная 2-группа, и пусть K — ее минимальный по
порядку образ в S. Тогда S = AK, и K — конечная подгруппа группы S, не содержащая
сплетенных подгрупп порядка больше 8.

Лемма доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Если S — конечная группа, то теорема доказана по
лемме 1. Если S — бесконечная группа и содержит элементарную абелеву подгруппу поряд-
ка 8, то теорема доказана по лемме 2. Если S не содержит элементарных абелевых подгрупп
порядка 8, то по [13, теорема 1] обладает нетривиальной полной частью S̃, и теорема 1 доказана
ввиду лемм 3–5.

3. Доказательство теоремы 2

Пусть выполняются условия теоремы 2. Предположим противное, в дальнейшем, за ис-
ключением леммы 8, G — контрпример к утверждению теоремы 2.

Лемма 6. G содержит бесконечную локально конечную подгруппу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если G содержит конечное число элементов конечного порядка,
то по лемме Дицмана (см. [3]) T (G) существует и является конечной группой. По условию на-
сыщенности T (G) ≃ U(q). Противоречие с выбором G. Следовательно, G содержит бесконечно
много элементов конечного порядка. Тогда по [12, лемма 1] G содержит бесконечную локально
конечную подгруппу.

Лемма доказана.

Лемма 7. Пусть S — cиловская 2-подгруппа группы G, тогда выполняется одно из сле-

дующих утверждений.

1. S = 〈a2
n

= v2 = e, av = a2
n−1

−1〉 — полудиэдральная группа.

2. S = 〈a,w|a2
n

= b2
n

= w2 = e, aw = b, ab = ba〉 — сплетенная 2-группа.

3. S изоморфна силовской 2-подгруппе группы U3(2
n).

4. S — бесконечная 2-группа периода 4 ступени нильпотентности 2.

5. S = (A × B) ⋋ 〈w〉, где A — бесконечная локально циклическая 2-группа, w2 = e, и

Aw = B.

6. S = AD, где D — конечная подгруппа группы S, не содержащая сплетенных подгрупп

порядка больше 8, A — бесконечная локально циклическая 2-группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о Используем схему доказательства теоремы 1. Лемма 1 имеет ме-
сто в силу того факта, что в группе Шункова с конечной силовской 2-подгруппой все силовские
2-подгруппы сопряжены (см. [2, предложение 19]). Лемма 2 переносится дословно на наш слу-
чай. В лемме 3 приходиться учитывать тот факт, что при переходе к фактор-группам могут
возникать элементы бесконечного порядка (группа Шункова !). Леммы 4, 5 переносятся на
наш случай дословно.

Лемма доказана.

Лемма 8. Группа Шункова G, в которой все конечные подгруппы абелевы, обладает пе-

риодической частью T (G), и T (G) — абелева группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о Действительно, пусть a — произвольный элемент конечного по-
рядка из G. Предположим, что |a| — простое число. Тогда 〈a, ag〉 — конечная абелева группа
для любого g ∈ G. Следовательно, N1 = 〈ag|g ∈ G〉 — абелева нормальная подгруппа груп-
пы G. В силу произвольного выбора a как элемента простого порядка получим, что все эле-
менты простых порядков из G порождают абелеву нормальную подгруппу N2 группы G и,
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более того, любой элемент из N2 перестановочен с любым элементом g ∈ G, имеющим конеч-
ный порядок. Пусть R(G) — подгруппа группы G, порожденная всеми элементами конечных
порядков группы G. Очевидно, N2 ≤ Z(R(G)), значит, группа R = R(G)/N2 — группа Шунко-
ва. Ясно, что для R условие леммы выполняется, и поэтому можно считать, что для R лемма
верна (индуция по порядку a). Отсюда получаем, что R(G) = T (G) — периодическая часть
группы G, и T (G) — абелева группа (см. [4, теорема 23.1.1]).

Лемма доказана.

Лемма 9. Для M(1) возможны только следующие взаимоисключающие ситуации:

1. M(1) ⊆ {U3(q) | q — четное}.
2. M(1) ⊆ {U3(q) | q — нечетное}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть подгруппы S и T из G выбраны так, что S — силовская
2-подгруппа в U < G, где U ≃ U3(2

n), а T — силовская 2-подгруппа в V < G, V ≃ U3(q) и q
нечетно. Ясно, что U и V — элементы множества M(1). Если любая силовская 2-подгруппа
из G конечна, то по [2, предложение 19] можно считать, что S и T лежат в некоторой силовской
2-подгруппе W группы G, и W — одного из видов, перечисленных в пп. 1–3 леммы 7. Из пп. 5,6
предложения 1 и предложения 2 следует, что это невозможно. Потому G имеет бесконечную
силовскую 2-подгруппу. Возьмем в G силовскую 2-подгруппу S1, содержащую S. Тогда S1 —
вида 4 из леммы 7. Возьмем в G силовскую 2-подгруппу T1, содержащую T . Поскольку T1

содержит элемент порядка 8, то T1 — вида 5 из леммы 7. По [7, лемма 6] можно считать,
что |S1 ∩ T1| > m, где m — произвольное наперед заданное натуральное число. Получаем
противоречие с п. 7 предложения 1.

Лемма доказана.

Отметим, что если для M(1) выполнена ситуация 1 из леммы 9, то теорема 2 следует из
[11, теорема 1.5]. Поэтому в дальнейшем будем предполагать, что для M(1) имеет место только
ситуация 2 из леммы 9.

Лемма 10. Пусть F — подгруппа G такая, что F = 〈s1〉 × 〈s2〉, и |s1| = |s2| = 2. Тогда

T (NG(〈F 〉)) = T (CG(F )) ⋋ V (0); здесь T (CG(F )) = C1 × C2, C1, C2 — бесконечные локально

циклические группы и V (0) изоморфна группе V из п. 2 предложения 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть R — произвольная конечная подгруппа из CG(F ). По
условию теоремы 2 имеем 〈F,R〉 < W ∈ M(〈F,R〉). Значит, R ∈ CW (F ), и R — абелева группа
(предложение 1, пп. 1–4, 8). По леммам 6, 8 периодическая часть T (CG(F )) существует и
является бесконечной абелевой группой. Пусть теперь F < U (1) ∈ M(1). По предложению 1

(см. пп. 1–4, 8) CU (1)(F ) = D
(1)
1 × D

(1)
2 , NU (1)(F ) = CU (1)(F ) ⋋ V (1), где D

(1)
1 ,D

(1)
2 , V (1) изо-

морфны D1,D2, V из данного предложения. Поскольку порядок любой конечной подгруппы
из NG(F )/T (CG(F )) не превосходит 6 (см. пп. 1–4, 8 предложения 1), то по лемме Дицмана [3]
и [4, теорема 23.1.1] имеем T (NG(F )) = T (CG(F ))⋋V (1). По [9, теорема 2] периодическая часть
T (CG(F )) = C1 × C2, где C1 и C2 — бесконечные локально циклические группы. Возьмем в
качестве V (0) группу V (1).

Лемма доказана.

До конца доказательства теоремы 2 сохраним обозначения из леммы 10.

Лемма 11. В G существует подгруппа U ≃ U3(Q) для подходящего бесконечного локаль-

но конечного поля Q нечетной характеристики.

Д о к а з а т е л ь с т в о Из условия насыщенности и леммы 10 вытекает существование
в G последовательности групп

U (1), U (2), . . . U (n), . . .

со следующими свойствами:
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1. U (n) ∈ M(1) для любого n = 1, 2, 3, . . . .

2. NU (1)(F ) < NU (2)(F ) < . . . < NU (n)(F ) < . . . .

3. T (NG(F )) =
∞
⋃

n=1
NU (n)(F ).

Пусть w — инволюция из V (0), F1 = 〈w〉 × 〈z〉, где z — инволюция из центра силовской
2-подгруппы в T (NG(F )). По лемме 10 и по п. 8 предложения 1 NU (n)(F1) ⊂ T (NG(F1)) для
любого n. Более того, NU (1)(F1) < NU (2)(F1) < . . . < NU (n)(F1) < . . . . Так как приведенная
выше цепочка бесконечна, то в качестве U (1) можно взять группу со свойством |U (1)| > |U3(5)|.
По п. 9 предложения 1 имеем U (n) = 〈NU (n)(F ), NU (n)(F1)〉. Следовательно,

U (1) < U (2) < . . . < U (n) < . . . .

Тогда U =
⋃

∞

n=1 U
(n) насыщена группами из множества M, и по [1, теорема 1.5] U ≃ U3(Q)

для подходящего локально конечного поля Q нечетной характеристики.

Лемма доказана.

Завершим доказательство теоремы 2. Покажем, что T (G) = U , где U — из леммы 11.
Предположим противное, пусть x ∈ G \ U и x2 = e. Возьмем инволюцию y ∈ U . По условию
насыщенности конечная группа 〈x, y〉 содержится в подгруппе U1, где U1 ∈ M(1). Ясно, что
U1 6< U, поскольку U1 содержит x. Возьмем инволюцию y1 ∈ U1∩U такую, что 〈y1〉× 〈y〉 = F2.

По лемме 10 и п. 8 предложения 1 имеем NU1(F2) < NU (F2) и NU1(F2) = (D
(2)
1 ×D

(2)
2 )⋋ V (2),

где D
(2)
1 ,D

(2)
2 , V (2) изоморфны группам D1,D2, V из предложения 1.

Пусть w(2) — инволюция из V (2), а z(1) — инволюция из центра силовской 2-подгруппы в
NU1(F2). Положим F3 = 〈w(2)〉 × 〈z(1)〉. По лемме 10 и п. 8 предложения 1 NU1(F3) < NU (F3)

и NU1(F3) = (D
(3)
1 ×D

(3)
2 )⋋ V (3), где D

(3)
1 ,D

(3)
2 , V (3) изоморфны группам D1,D2, V из предло-

жения 1. По п. 9 предложения 1 и лемме 10 имеем U1 ≃ U3(5) и

U1 ∩ U = 〈NU1(F2), NU1(F3)〉 ≃ A7

— максимальная подгруппа в U1. Пусть теперь T — силовская 2-подгруппа из U1 ∩ U , содер-
жащая F2, F3. Поскольку T является группой порядка 8, а силовская 2 — подгруппа из U1

является группой порядка 16, то возьмем x ∈ NP (T ) \ T со свойством x /∈ M , но x2 ∈ T.
Поскольку силовская 2-подгруппа из U имеет порядок больше 8, то возьмем h ∈ NU (T )\T

со свойством h2 ∈ T . Так как G — группа Шункова, то 〈x, h, T 〉 — конечная группа. По условию
насыщенности 〈x, h, T 〉 < R ∈ M(〈x, h, T 〉). Поскольку x ∈ R, но x /∈ U , то R не лежит в U.
Если R не изоморфна U3(5), то R = 〈NR(F2), NR(F3)〉 < U , что невозможно. Следовательно,
R ≃ U3(5), S1 = 〈NR(F2), NR(F3)〉 < U , и S1 ≃ A7 — максимальная подгруппа в R. Как
отмечалось выше, силовская 2-подгруппа из S1 имеет порядок 8, следовательно, y /∈ S1, но
T 〈h〉 < U ∩R и R = 〈h, S1〉 < U , что невозможно.

Если такого y1 в U1∩U не найдется, то возьмем инволюции z1 и z2 такие, что z1 ∈ (U1\U)∩
CU (y), а z2 ∈ (U \ U1) ∩ CU (y). По условию насыщенности конечная группа 〈y, z1, z2〉 < U2 ∈
M(1). Ясно, что U2 6< U, поскольку U содержит z1. Если теперь для U2 повторить приведенные
выше рассуждения для U1, то мы снова придем к противоречию.

Теорема 2 доказана.
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