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1. Введение

Пусть N — множество всех натуральных чисел, Z — множество всех целых чисел, M —
любое из этих множеств. Через S(M) будем обозначать группу всех подстановок множества M .

О п р е д е л е н и е 1. Подстановка g ∈ S(M) называется ограниченной, если

ω(g) = max
α∈M

|α− αg| < ∞.

Из ограниченности подстановок g, h следует, что таковыми являются и подстановки g−1 и
gh, так как ω(g−1) = ω(g), ω(gh) ≤ ω(g) + ω(h). Поэтому множество

Lim(M) = {x | x ∈ S(M), ω(x) < ∞}

образует группу, которая является естественным расширением локально конечной группы
Fin(M) всех финитарных подстановок множества M , т. е. таких подстановок y ∈ S(M), для
которых множество {α | α ∈ M,αy 6= α} конечно.

В работе [1] одного из авторов данной статьи впервые был построен пример смешанной
группы H = AB, где A,B — периодические (и даже локально конечные) подгруппы. Затем
в [2; 3] установлено, что H = 〈h | h ∈ Lim(Z), |h| < ∞〉 , любая счетная свободная группа и
2-группа Алешина изоморфно вложимы в H. При этом Lim(Z) = H ⋋ 〈d〉, где d — сдвиг,
αd = α+ 1 для любого α ∈ Z.

Факторизация всей смешанной группы G = Lim(N) двумя локально конечными подгруп-
пами доказана авторами в статье [4]. Там же установлено, что группа Lim(M) порождается
подстановками x ∈ S(M), для которых параметр рассеивания ω(x) = 1. Эти порождающие
являются либо инволюциями, в разложении которых на независимые транспозиции участву-
ют только транспозиции вида (α α + 1), α ∈ M , либо M = Z и x ∈ {d, d−1}. Связь между

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 15-01-04897 А).
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группами G и H найдена в [5]. Предполагая, что подстановки группы S(N) действуют тож-
дественно на множестве Z \ N, мы получим естественное вложение S(N) < S(Z). Обозначим
через t инволюцию группы S(Z), для которой αt = −α (α ∈ Z). Доказано, что

H = Fin(Z)(G×Gt).

Из этого равенства и указанной выше связи между группами H и Lim(Z) следует, что при изу-
чении нормального строения группы Lim(Z) определяющим является описание нормальных
подгрупп группы G = Lim(N).

Первый результат в этом направлении получен в [5]. Чтобы его сформулировать, необхо-
димо привести некоторые введенные в этой работе понятия.

Пусть

L = {µ1, µ2, . . . , µn, . . .}

— подмножество множества N, где µ1 < µ2 < . . . < µn < . . .; m — фиксированное натуральное
число. Будем говорить, что элементы µi и µj эквивалентны, если либо i = j, либо при i < j

(j < i) выполняются все неравенства µk+1 − µk ≤ m; i ≤ k ≤ j − 1 (j ≤ k ≤ i − 1). Нетрудно
понять, что данное отношение действительно является отношением эквивалентности, а значит,
оно индуцирует разбиение множества L на классы эквивалентности. Это разбиение будем
называть m-разбиением. Пусть Bm(L) — множество всех классов эквивалентности элементов
множества L.

О п р е д е л е н и е 2. Множество L называется m-рассеянным, если все классы множе-
ства Bm(L) конечны и вполне m-рассеянным при условии, что

cm = max
A∈Bm(L)

|A| < ∞.

Множество L называется (вполне) рассеянным, если оно (вполне) m-рассеянное при любом
натуральном m.

Из данного определения очевидно следует, что каждое конечное подмножество множе-
ства N является вполне рассеянным.

Примером вполне рассеянного множества служит множество L, для элементов которого
выполняются неравенства µ2 − µ1 < µ3 − µ2 < . . . < µn+1 − µn < . . . .

Приведем теперь результат работы [5]. Пусть для элементов множества L выполняются
неравенства µn + 1 < µn+1 (n = 1, 2, . . .) и a = (µ1 µ1 + 1)(µ2 µ2 + 1) . . . (µn µn + 1) . . . — раз-
ложение инволюции a группы G (ω(a) = 1) на независимые транспозиции. Доказано, что нор-
мальное замыкание инволюции a в группе G тогда и только тогда локально конечно, когда L —
вполне рассеянное множество. В этой же работе сформулированы три гипотезы, доказатель-
ства которых, по мнению авторов, будет существенным продвижением в изучении нормальных
подгрупп группы G.

Основным результатом настоящей работы является доказательство одной из этих гипотез.
А именно доказана следующая

Теорема. Пусть R — локально конечный радикал группы G. Подстановка g группы G

тогда и только тогда содержится в R, когда Lg = {α | α ∈ N, αg 6= α} — вполне рассеян-

ное множество. Если множество Lg не вполне рассеянное, то нормальное замыкание g в

группе G содержит элемент бесконечного порядка.

Все обозначения, используемые в данной статье либо оговариваются, либо стандартные [6].

2. Вспомогательные результаты

Лемма 1. Пусть

b = (α1 β1)(α2 β2) . . . (αk βk)
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— разложение подстановки b на независимые транспозиции,

h = (α1 α2 . . . αk βk βk−1 . . . β1)

— цикл. Тогда подстановка bbh разлагается в произведение двух независимых циклов длины k,

в частности, ее порядок равен k.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя [5, предложение 1], получим

bh = (α2 α1)(α3 β1)(α4 β2) . . . (αk βk−2)(βk βk−1).

Если k — четное число, то простые вычисления показывают, что

bbh = (α1 α3 α5 . . . αk−1 βk βk−2 . . . β2)(α2 α4 α6 . . . αk βk−1 βk−3 . . . β1).

При нечетном k имеем

bbh = (α1 α3 α5 . . . αk βk−1 βk−3 . . . β2)(α2 α4 α6 . . . αk−1 βk βk−2 . . . β1).

Итак, в любом случае подстановка bbh представима в виде произведения двух независимых
циклов длины k. Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть в разложении подстановки h группы G = Lim(N) на независимые цик-

лы присутствуют тройные циклы

h11, h12, h21, h22, h23, h24, . . . , hn1, hn2, . . . , hn2n.

Предположим, что найдется такое натуральное число c, что

|µnj − µnj+1| < c

для любых элементов µnj цикла hnj и µnj+1 цикла hnj+1; n ∈ N, 1 ≤ j ≤ 2n − 1. Тогда

подгруппа H = 〈hg | g ∈ G〉 содержит элемент бесконечного порядка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть hnj = (αnj βnj γnj), n ∈ N, 1 ≤ j ≤ 2n. Обозначим

u = (α11 β11)(α21 β21)(α23 β23) . . . (αn1 βn1)(αn3 βn3) . . . (αn 2n−1 βn 2n−1) . . . .

Ясно, что ω(u) ≤ ω(h), а потому u ∈ G. Следовательно, коммутатор

h1 = [h, u] = h−1hu = (α11 β11 γ11)(α21 β21 γ21)(α23 β23 γ23) . . .

(αn1 βn1 γn1)(αn3 βn3 γn3) . . . (αn 2n−1 βn 2n−1 γn 2n−1) . . .

содержится в подгруппе H. Далее, если v = (β11α12)(β21α22)(β23α24) . . . (βn1αn2)(βn3αn4) . . .
(βn 2n−1αn2n) . . . , то по условию леммы ω(v) < c и v ∈ G. После несложных вычислений
получим, что H содержит инволюцию

h2 = h1h
v
1 = (α11 β11)(γ11 α12)(α21 β21)(γ21 α22)(α23 β23)(γ23 α24) . . .

(αn1 βn1)(γn1 αn2)(αn3 βn3)(γn3 αn4) . . . (αn 2n−1 βn 2n−1)(γn 2n−1 αn2n) . . . .

Пусть теперь

t = (α11 γ11 α12 β11)(α21 γ21 α23 γ23 α24 β23 α22 β21) . . . (αn1 γn1 αn3 γn3 . . .

αn 2n−1 γn 2n−1 αn2n βn 2n−1 . . . αn4 βn3 αn2 βn1) . . . .

Снова в силу условия леммы t ∈ G. Остается заметить, что согласно лемме 1 длины неза-
висимых циклов из разложения подстановки h2h

t
2 подгруппы H неограниченны, а значит,

|h2h
t
2| = ∞. Лемма доказана.
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3. Доказательство теоремы

Предположим, что множество Lg = {α | α ∈ N, αg 6= α} вполне рассеянное для некоторой
подстановки g ∈ G. Если оно конечно, то g — финитарная подстановка, т. е. g содержится в
локально конечной нормальной в G подгруппе Fin(N). Очевидно, что Fin(N) является подгруп-
пой локально конечного радикала R группы G, а значит, g ∈ R. Пусть теперь множество Lg

бесконечно, ω(g) = k. Тогда из построения локально конечной нормальной в G подгруппы
Q = Q(Lg) [5, c. 351, 352] следует, что g ∈ Qk < Q < R.

Допустим теперь, что множество Lg не вполне рассеянное для некоторого элемента g ∈ G.
Для доказательства теоремы достаточно установить, что нормальное замыкание g в группе G

содержит элемент бесконечного порядка.

В силу определений найдется такое натуральное число m, что

max
A∈Bm(Lg)

|A| = ∞. (3.1)

Заметим, что из включения A ∈ Bm(Lg) вытекает существование такого класса D ∈ Bm+1(Lg),
что A ⊆ D. Поэтому мы можем предполагать, что m > k.

Так как для элемента g бесконечного порядка доказуемое утверждение очевидно, то счи-
таем, что |g| < ∞. В этом случае подстановка g разлагается на конечные независимые циклы,
длины которых не превосходят |g|. Пусть l1 = (α1 . . . αt), l2 = (β1 . . . βq) — два различных
таких цикла. Полагаем

l1 < l2 ⇔ min{α1, . . . , αt} < min{β1, . . . , βq}.

Таким образом, если

g = g1g2 . . . gn . . . (3.2)

— разложение g на независимые циклы, то мы можем считать, что g1 < g2 < . . . < gn < . . . .

Как обычно, одноэлементные циклы в разложении (3.2) подстановки g опускаются, а потому
Lg совпадает с объединением элементов циклов gn (n = 1, 2, , . . .).

Предположим сначала, что все классы эквивалентности множества Bm(Lg) конечны. Тогда
в силу (3.1) их порядки неограниченны. Если A — один из этих классов, то из неравенства
m > k = ω(g) следует, что Ag = A, т. е. A совпадает с объединением элементов нескольких
последовательных циклов из разложения (3.2) подстановки g. Отсюда ввиду ограниченности
длин циклов разложения (3.2) вытекает существование такой последовательности

A1, A2, . . . , An, . . . (3.3)

различных классов эквивалентности множества Bm(Lg), что при каждом натуральном n

класс An содержит элементы не менее n последовательных циклов из разложения (3.2) под-
становки g.

Пусть теперь Bm(Lg) содержит бесконечный класс C. Если α0 — наименьший элемент
класса C, то в силу определений C = {α | α ∈ Lg, α ≥ α0}. Среди циклов разложения (3.2)
имеется цикл (α0α1 . . . αq); полагаем A1 = {α0, α1, . . . , αq}. Допустим, что уже определены
конечные множества A1, . . . , An−1. Тогда через An обозначим любое множество всех элемен-
тов n последовательных циклов разложения (3.2) при условии, что An ⊂ C и An ∩ (A1 ∪ . . .

∪An−1) = ∅.

Итак, в любом случае определена последовательность (3.3) конечных подмножеств An (n =
1, 2, . . .) множества Lg со следующими свойствами: Ai ∩ Aj = ∅ при всех i 6= j; Каждое
подмножество An есть объединение всех элементов не менее чем n последовательных циклов
из разложения (3.2) подстановки g и содержится в одном классе m-разбиения множества Lg.
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Покажем, что если gs, gs+1 — два цикла, элементы которых содержатся в одном множе-
стве An последовательности (3.3), то для любых элементов α, β цикла gs и произвольного
элемента γ цикла gs+1 выполняются неравенства

|α− β| < k|g|, |α− γ| < 3k|g| +m. (3.4)

В самом деле, так как β = αg для некоторого целого r (0 ≤ r < |g|) и |ǫ−ǫg| ≤ k = ω(g), то отсю-
да легко вытекает первое из неравенств (3.4). Далее, пусть t — такое наименьшее натуральное
число, что элементы цикла gt содержатся в множестве An; αi — минимальное число цикла gi,
(t ≤ i ≤ s + 1). В силу нашего упорядочения циклов из разложения (3.2) подстановки g вы-
полняются неравенства αt < αt+1 < . . . < αs < αs+1. При этом все элементы gi принадлежат

отрезку U
αi+k|g|
αi

. Обозначим через S объединение элементов циклов gt, gt+1, . . . , gs.
Из вышеизложенного следует, что наибольшее число λ множества S удовлетворяет нера-

венствам αs < λ < αs + k|g|, а в силу свойства множества An для двух его соседних (при
естественном упорядочении) элементов ǫ, σ выполняется неравенство |ǫ − σ| ≤ m. Поэтому
αs < αs+1 < αs + k|g| +m и, значит, 0 < αs+1 − αs < k|g| +m. Отсюда с учетом доказанного
первого из неравенств (3.4) получаем результат

|α− γ| ≤ |α− αs|+ |αs − αs+1|+ |αs+1 − γ| < 3k|g| +m.

Неравенства (3.4) доказаны.

Возможны два с л у ч а я.

1. Найдется последовательность Ai1 , . . . , Ain , . . . последовательности множеств (3.3) и транс-
позиции

gj1 , gj1+1, . . . , gjn , gjn+1, . . . , gjn+n, . . .

из разложения (3.2) подстановки g такие, что при каждом n элементы транспозиций gjn , gjn+1,

. . . , gjn+n содержатся в множестве Ain. Тогда если

gj1 = (αj1βj1), gj1+1 = (αj1+1βj1+1), . . . , gjn = (αjnβjn), gjn+1 = (αjn+1βjn+1), . . . ,

gjn+n = (αjn+nβjn+n), . . . ,

то полагаем x = (αj1 αj1+1 βj1+1βj1) . . . (αjn αjn+1 . . . αjn+n βjn+n . . . βjn+1 βjn) . . . . Согласно
неравенствам (3.4) ω(x) < 3k|g| +m, в частности x ∈ G. Таким образом, элемент ggx принад-
лежит нормальному замыканию g в группе G; в силу леммы 1 он разлагается на независимые
циклы, длины которых неограниченны, а потому |ggx| = ∞.

2. Существует такое натуральное число t0, что при любом n ∈ N число подряд идущих
транспозиций из разложения (3.2) подстановки g, элементы которых содержатся в одном мно-
жестве An, не превосходит t0.

В этом случае для каждого натурального n найдутся 2n циклов ln1 < ln2 < . . . < ln2n
длины ≥ 3 из разложения (3.2) подстановки g, все элементы которых содержатся в некотором
множестве Ajn ; jn1

6= jn2
при n1 6= n2 и если lni = gφ(n,i), то

0 < φ(n, i+ 1)− φ(n, i) ≤ t0 + 1, n = 1, 2, . . . , 1 ≤ i < 2n.

Отсюда ввиду второго из неравенств (3.4) следует, что для любых элементов µni цикла lni и
µn i+1 цикла ln i+1 (n ∈ N, 1 ≤ i < 2n) выполняется неравенство

|µni − µn i+1| < c, (3.5)

где c = (t0 + 1)(3k|g| +m).
Далее, будем считать для определенности, что первым в каждом цикле lni стоит его наи-

меньший элемент αni. Если lni = (αni βni γni), то полагаем zni = (αni βni); если же lni =
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(αni βni γni . . .), то zni = (αni βni γni). Зададим подстановку z множества N ее разложением на
независимые циклы:

z = z11 z12 . . . zn1 zn2 . . . zn2n . . . .

В силу первого из неравенств (3.4) мы имеем ω(z) < k|g|, т. е. z ∈ G. Несложные вычисления
показывают, что

h = [g, z] = h11 h12 . . . hn1 hn2 . . . hn2n . . . ,

где hni = lni, если lni — цикл длины 3; hni = (αni βni γni), если lni — цикл длины > 3.
Таким образом, ввиду неравенства (3.5) коммутатор h = [g, z] удовлетворяет условию лем-

мы 2, согласно которой его нормальное замыкание в группе G содержит элемент x бесконеч-
ного порядка. Ясно, что x содержится и в нормальном замыкании элемента g. Как отмечалось
выше, это доказывает теорему.

В заключение отметим следующий открытый вопрос: верно ли, что подстановка группы G

тогда и только тогда содержится в собственной нормальной подгруппе, когда ее носитель есть
рассеянное множество натуральных чисел?
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