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Описаны подгруппы группы лиева типа над полем, содержащие ее максимальную унипотентную под-
группу. Полученные результаты похожи на описание параболических подгрупп групп с (B,N)-парой,
данное Ж.Титсом.
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1. Введение

Пусть Φ — приведенная неразложимая система корней, Π = {r1, . . . , rl} — множество ее
фундаментальных корней, Φ+ — множество положительных корней относительно Π. Далее
Φ(F ) — группа Шевалле типа Φ ранга l над полем F . Группа Φ(F ) порождается корневыми
подгруппами Xr = {xr(t) | t ∈ F}, r ∈ Φ, где xr(t) — соответствующий корневой элемент из
Φ(F ). Нам потребуются следующие естественные подгруппы группы Φ(F ): унипотентная под-
группа U = 〈Xr | r ∈ Φ+〉, мономиальная подгруппа N = 〈nr(t) | r ∈ Φ, t ∈ F ∗〉, диагональная
подгруппа H = 〈hr(t) | r ∈ Φ, t ∈ F ∗〉 и борелевская подгруппа B = UH. Здесь 〈M〉— под-
группа, порожденная подмножеством M некоторой группы, F ∗ — мультипликативная груп-
па поля F и nr(t) = xr(t)x−r(−t−1)xr(t), hr(t) = nr(t)nr(−1). Положим также nr = nr(1),
I = {1, 2, . . . , l}.

Аналоги подгрупп Xr, U,N,H,B и множеств Φ,Φ+,Π, I для групп Шевалле Φ(F ) (нор-
мального типа) существуют и для скрученных групп Шевалле nΦ(F ). Совокупность всех групп
Φ(F ) и nΦ(F ) обычно называют группами лиева типа. Далее G(F ) — группа лиева типа над
полем F , где G ∈ {Φ, nΦ}, n — порядок скручивающего автоморфизма.

Надгруппы борелевской подгруппы B и сопряженные с ними подгруппы называются пара-
болическими подгруппами группы G(F ). В силу известного результата Ж.Титса [1] параболи-
ческие подгруппы, содержащие подгруппу B, исчерпываются подгруппами PJ = 〈B,nrj | j ∈
J〉, J ⊆ I. В данной работе этот результат обобщается, а именно описываются надгруппы
унипотентной подгруппы U . Для любого J ⊆ I положим QJ = 〈U, nrj | j ∈ J〉 и через ΦJ

обозначим подсистему корней с базой {ri | i ∈ J}. Основным результатом статьи является

Теорема. Пусть M — подгруппа группы лиева типа G(F ) над полем F , содержащая

ее унипотентную подгруппу U . Тогда для некоторого подмножества J ⊆ I и подходящей

подгруппы HM из H, нормализуемой всеми элементами nrj , j ∈ J , подгруппа M совпадает

с произведением QJHM , причем QJ = 〈Xr | r ∈ Φ+ ∪ ΦJ〉.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 16–01–00707).
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Конечно, для групп лиева типа ранга 1 теорема легко следует из разложения Брюа G(F ) =
UNU . Также только с использованием этого разложения аналогичный результат получен
в [2] для групп Шевалле ранга 2. В общем случае доказательство теоремы существенно опи-
рается на один тонкий результат о группах с (B,N)-парой из [1] (см. доказательство лем-
мы 2). Для группы Шевалле типа Al утверждение теоремы следует из результатов статьи
Д.А.Супруненко [3], в которой описаны надгруппы унитреугольной подгруппы общей линей-
ной группы над произвольным телом. Отметим также, что в работе Г. Зейца [4] доказывается
принадлежащая Ж.Титсу лемма (1.6), из которой следует такое утверждение: если поле F
конечно и U ≤ M < G(F ), то M содержится в параболической максимальной подгруппе
из G(F ).

2. Предварительные результаты

Все обозначения и определения, указанные во введении, используются и далее. Через N±

обозначим подгруппу, порожденную мономиальными элементами nr, r ∈ Φ, а через H± —
подгруппу, порожденную диагональными элементами hr(−1) = n2

r, r ∈ Φ. Ясно, что N =
HN± = N±H. Следующие равенства обычно называются разложениями Брюа:

Φ(F ) = BNB = UNU = UHN±U = UN±HU.

Таким образом, любой элемент g ∈ Φ(F ) представляется в виде

g = u1nhu2, где u1, u2 ∈ U, n ∈ N±, h ∈ H.

Фактор-группы N/H и N±/H± изоморфны группе Вейля W типа Φ, которая порождается
фундаментальными отражениями wri , i ∈ I. Положим

wri = wi.

Для любого подмножества J ⊆ I через ΦJ обозначим подсистему корней с базой {ri | i ∈ J}, а
через WJ — подгруппу группы Вейля W , порожденную элементами wi, i ∈ J . Ясно, что WJ —
группа Вейля системы корней ΦJ .

Лемма 1 [5, теорема 2.5.6(i)]. Пусть J,K ⊆ I. Тогда 〈WJ ,WK〉 = WJ∪K .

Далее l(w) — длина элемента w ∈ W , т. е. длина минимального представления w через
порождающие элементы wi, i ∈ I.

Лемма 2. Пусть w ∈ W является образом элемента n ∈ N при естественном гомомор-

физме N на W , l(w) = k,

w = wi1wi2 . . . wik для i1, i2, . . . , ik ∈ I,

n = ni1ni2 . . . nik , где nij— прообраз в N элемента wij .

Тогда hi1ni1 , hi2ni2 , . . . , hiknik ∈ 〈U, n〉 для некоторых hi1 , hi2 , . . . , hik ∈ H.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Каждый элемент nij равен hnr для подходящего фундаменталь-
ного корня r ∈ Π и некоторого диагонального элемента h ∈ H.

В [1] доказано, что nij ∈ 〈UH,n〉 (см. также [5, с. 112] или [6, лемма 4.4.1]). Поэтому
nij = α1α2 . . . αm, где αi есть либо n, либо n−1, либо uihi для некоторых ui ∈ U , hi ∈ H. Так

как H нормализует U , а N нормализует H, то nij = h−1
ij

β1β2 . . . βm, где βi есть либо n, либо

n−1, либо vi для некоторых vi ∈ U и подходящего hij ∈ H. Поэтому hijnij ∈ 〈U, n〉. Лемма
доказана.

Лемма 3. Пусть Π — база системы корней Φ. Тогда группа Шевалле Φ(F ) над полем F
порождается корневыми подгруппами Xr, r ∈ Π ∪ −Π.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть L = 〈Xr | r ∈ Π ∪ −Π〉. Тогда подгруппа 〈nr | r ∈ Π〉
лежит в L и совпадает с N±, так как фактор-группа N±/H± изоморфна группе Вейля W ти-
па Φ, которая порождается фундаментальными отражениями wr, r ∈ Π. Группа N± действует
сопряжениями транзитивно на корневых подгруппах, индексированных корнями одинаковой
длины, по правилу

nwXrn
−1
w = Xw(r),

где nw — прообраз элемента w группы Вейля W при гомоморфизме N± на W . Таким об-
разом, L содержит все корневые подгруппы Xr и, следовательно, совпадает со всей группой
Шевалле Φ(F ). Лемма доказана.

Следующая лемма уточняет строение подгруппы QJ из формулировки основной теоремы.

Лемма 4. Пусть J ⊆ I, QJ = 〈U, nrj | j ∈ J〉, UJ = 〈Xr | r ∈ Φ+ \ΦJ〉, LJ = 〈Xr | r ∈ ΦJ〉.
Тогда: 1) QJ = 〈Xr | r ∈ Φ+ ∪ΦJ〉 и, в частности, подгруппа QJ инвариантна относительно

любой диагональной подгруппы из Φ(F ); 2) UJ — нормальная подгруппа в QJ ; 3) QJ = UJLJ

и UJ ∩ LJ = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Так как nrj = xrj(1)x−rj (−1)xrj (1) лежит в 〈Xrj ,X−rj 〉, то
Q ⊆ 〈Xr | r ∈ Φ+ ∪ΦJ〉. Обратное включение следует из равенства nrXrn

−1
r = X−r и леммы 3.

Пункты 2) и 3) являются аналогами разложения Леви для параболических подгрупп и
следуют из этого разложения (см., например, [5, теорема 8.5.2]). Лемма доказана.

З а м е ч а н и е 1. Аналоги лемм 2–4 справедливы и для скрученных групп Шевалле.
Различия возникают только для типов 2A2l и 2F4 и лишь с представлением аналогов мономи-
альных элементов nrj = xrj (1)x−rj (−1)xrj (1) через унипотентные элементы.

З а м е ч а н и е 2. В доказательстве леммы 2 используются только один результат о груп-
пах с (B,N)-парой, нормальность U в B и нормальность H в N . Поэтому лемма 2 справедлива
для любой группы с расщепимой (B,N)-парой, т. е. когда B = (B ∩N)U , где U — нормальная
нильпотентная подгруппа из B.

3. Доказательство теоремы

Выкладки проведем только для групп Шевалле нормального типа, для скрученных групп
доказательство подобно.

Пусть M — подгруппа группы Шевалле Φ(F ) над полем F , содержащая унипотентную
подгруппу U . Возьмем произвольный элемент g из M . В силу канонического разложения имеем
g = unv, где u, v ∈ U , n ∈ N . Поэтому n ∈ M . Пусть n — прообраз элемента w группы Вейля W ,
причем l(w) = k и

w = wi1wi2 . . . wik , i1, i2, . . . , ik ∈ I.

Тогда для некоторого hg ∈ H получаем

n = hgni1ni2 . . . nik , где nm = nrm = xrm(1)x−rm(−1)xrm(1).

Отсюда hi1ni1 , hi2ni2 , . . . , hiknik ∈ M для некоторых hi1 , hi2 , . . . , hik ∈ H по лемме 2. Так как
hnrXrn

−1
r h−1 = X−r, то все ni1 , ni2 , . . . , nik лежат в M и, следовательно, hg ∈ M . Таким

образом, все сомножители элемента n лежат в группе M . Пусть

Jg = {i1, i2, . . . , ik}.

Тогда 〈U, g〉 = 〈QJg , hg〉, где QJg = 〈U, nrj | j ∈ Jg〉. Ясно, что M = 〈QJg , hg | g ∈ M〉.
Положим

J =
⋃

g∈M

Jg, QJ = 〈U, nrj | j ∈ J〉.



Надгруппы унипотентных подгрупп групп лиева типа над полями 191

В силу лемм 1, 3 и 4 и естественного гомоморфизма N на H имеем

〈QJg , | g ∈ M〉 = QJ = 〈Xr | r ∈ Φ+ ∪ ΦJ〉.

Подгруппа QJ инвариантна относительно любой диагональной подгруппы. Пусть

HM = 〈hg, nrjhgn
−1
rj

| g ∈ M, j ∈ J〉.

Тогда M = 〈QJ , HM〉 = QJHM и подгруппа HM инвариантна относительно сопряжений всеми
мономиальными элементами nrj , j ∈ J .

Теорема доказана.

Автор глубоко признателен А.С.Кондратьеву за полезные замечания, которые, несомнен-
но, способствовали улучшению текста статьи.
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