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1. Введение

Всюду в работе мы будем употреблять термин “группа” в значении “конечная группа”.
Пусть π — некоторое множество простых чисел. Через π′ обозначается множество всех про-

стых чисел, которые не принадлежат π. Для натурального числа n через π(n) обозначается
множество его простых делителей, а для группы G через π(G) — множество π(|G|). Натураль-
ное число n, для которого π(n) ⊆ π, называется π-числом, а группа G, для которой π(G) ⊆ π,
называется π-группой. Наибольшее π-число, делящее натуральное число n, будем обозначать
через nπ. Подгруппа H группы G называется π-холловой подгруппой, если |H| = |G|π. Холлова

подгруппа — это π-холлова подгруппа для некоторого множества π простых чисел.
В.С.Монахов в [11] начал изучение групп G со следующим свойством:

(*) для фиксированного множества π простых чисел все максимальные подгруппы в G,
индексы которых являются π-числами, холловы.

Основной результат [11] полностью описывает π-разрешимые группы (т. е. группы, обла-
дающие (суб)нормальными рядами, каждый фактор которых либо абелев, либо π′-группа) со
свойством (∗): это, в точности, группы, в которых главные π-факторы изоморфны силовским
подгруппам.

Строение произвольных групп со свойством (∗) более сложно и зависит от множества π.
К настоящему моменту полностью исследован [10] вопрос о строении таких групп в ситуации,
когда π совпадает с множеством всех простых чисел, т. е. групп, в которых все максимальные

1Работа выполнена при финансовой поддержке Совета по грантам Президента РФ (проект
МК-6118.2016.1), Комплексной программы фундаментальных исследований УрО РАН (проект 15-16-1-
5) и Программы государственной поддержки ведущих университетов РФ (соглашение №02.A03.21.0006
от 27.08.2013). Первый автор является победителем конкурса молодых математиков фонда Дмитрия
Зимина “Династия” 2013 г.
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подгруппы холловы. Данная ситуация была особо выделена В.С. Монаховым, который в 2010 г.
записал под номером 17.92 в “Коуровскую тетрадь” [5] следующий

В о п р о с 1. Каковы неабелевы композиционные факторы неразрешимой группы, у ко-
торой все максимальные подгруппы холловы?

Ответ на данный вопрос был найден первым автором в [9]. С использованием этого ре-
зультата в [10] авторами было получено полное описание групп с холловыми максимальными
подгруппами. Поэтому как усиление вопроса 1 и как важный этап описания групп со свой-
ством (∗) естественно рассмотреть

В о п р о с 2. Пусть π — некоторое множество простых чисел. Каковы неабелевы ком-
позиционные факторы неразрешимой группы, у которой холловыми будут все максимальные
подгруппы с индексами, являющимися π-числами?

Ответ на вопрос 1 удалось получить, во многом, за счет рассмотрения ”больших” подгрупп
четного порядка и четного индекса в простых группах и с использованием предложения 1 (см.
ниже), доказанного в [9] для случая, когда π совпадает с множеством всех простых чисел.
В данной работе мы ответим на вопрос 2 в случае, когда π совпадает со множеством всех
нечетных простых чисел. Основным результатом является

Теорема. Справедливы следующие утверждения:

(i) Неабелевы композиционные факторы конечной группы, в которой все максимальные

подгруппы нечетных индексов холловы, изоморфны группам из следующего списка:

(1) PSL2(2
l), где l ≥ 2;

(2) PSL2(p
l), где p — нечетное простое число и

либо l = 2w ≥ 2,
либо l = 1 и p ≡ ±1 (mod 8),
либо l = 1 и p ≡ ±5,±11,±13,±29 (mod 72);

(3) PSL3(2
2l−1), где l ≥ 1;

(4) PSL5(2
l), где l не делится на 4;

(5) PSLn(p), где n — простое число Ферма, p — нечетное простое число, (n, p−1) = 1
и если p ≡ 1 (mod 4), то p > n и для любого простого числа r ≤ n

либо r делит p− 1,
либо [n/r] = [n/(r − 1)], (pr−1 − 1)r = r и r − 1 = min{i ∈ N | pi ≡ 1 (mod r)};

(6) PSp4(2
l), где l ≥ 2;

(7) Sz(22l+1), где l ≥ 1;

(8) An, где n = 6 или n — простое число Ферма;

(9) J1,M23.

(ii) Для каждой простой группы S из приведенного в п. (i) списка найдется группа G, в

которой все максимальные подгруппы нечетных индексов холловы и цоколь которой изомор-

фен S.

2. Используемые обозначения и предварительные результаты

Наши обозначения и терминология, в основном, стандартны, их можно найти в [2;4;13;17].
Пусть π — некоторое множество простых чисел. Обозначим через V(π) класс всех групп,
где все максимальные подгруппы, индексы которых являются π-числами, холловы, а через
A(π) — класс всех неабелевых простых групп, изоморфных композиционным факторам групп
из класса V(π).

Основными инструментами исследования в настоящей работе будут классификация конеч-
ных простых групп и следующее предложение.

Предложение 1. Пусть π — некоторое множество простых чисел и S — простая неа-

белева группа, обладающая подгруппой X такой, что
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(1) класс сопряженности XS = {Xs | s ∈ S} является инвариантным относительно

Aut(S);
(2) индекс |S : X| является π-числом;
(3) любая подгруппа Z такая, что X ≤ Z < S, не холлова в S.

Тогда S 6∈ A(π).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы используем ту же схему, что и в доказательстве [9, предло-
жение 1].

Заметим, что класс групп V(π) замкнут относительно взятия факторгрупп. Допустим, что
заключение предложения не верно. Среди групп из класса V(π), обладающих композиционным
фактором, изоморфным S, выберем группу G наименьшего порядка. Так же, как и в доказа-
тельстве [9, предложение 1], замечаем, что если L — минимальная нормальная подгруппа груп-
пыG, то L = L1×· · ·×Lm, где Li

∼= S, и группаG действует сопряжениями транзитивно на мно-
жестве {L1, . . . , Lm}, причем m = |G : NG(L1)|. Не уменьшая общности, считаем, что L1 = S.
Зафиксируем некоторую полную систему {g1, . . . , gm} представителей правых смежных клас-
сов группы G по подгруппе NG(L1). Тогда подгруппы Lg1

1 , L
g2
1 , . . . , L

gm
1 попарно различны, и,

не уменьшая общности, мы будем считать, что Li = Lgi
1 для всех i = 1, . . . ,m. Для подгруппы

X ≤ S, удовлетворяющей условиям (1)–(3), положим Xi = Xgi и Y = 〈X1, . . . ,Xm〉. Как и
в доказательстве [9, предложение 1], заключаем, что класс сопряженности Y L инвариантен
относительно сопряжений элементами из G, откуда ввиду аргумента Фраттини G = LNG(Y ).

С использованием соответствующей теоремы о гомоморфизмах легко показать, что

|G : NG(Y )| = |L : L ∩NG(Y )| = |S : NS(X)|m,

откуда следует, что индекс |G : NG(Y )| является π-числом. Пусть M — максимальная под-
группа группы G, содержащая NG(Y ). Тогда индекс |G : M | также является π-числом и,
следовательно, M — холлова подгруппа в G. Кроме того, G = LNG(Y ) = LM , следовательно,
L 6≤ M . В частности, найдется подгруппа Li, 1 ≤ i ≤ m, такая, что Li 6≤ M . Как и в доказа-
тельстве [9, предложение 1], замечаем, что Xi ≤ Y ≤ M , откуда Xi ≤ Li ∩M = Zi < Li, т. е.
Zi — собственная подгруппа в Li, содержащая Xi. Ввиду субнормальности подгруппы Li в G
и холловости M в G заключаем, что Zi — холлова подгруппа группы Li ввиду [16, лемма 1].
Значит, в S есть холлова собственная подгруппа Z, содержащая X, что противоречит выбору
S и X. Предложение доказано.

Зафиксируем некоторые обозначения, связанные с классическими группами. Пусть q —
натуральная степень простого числа и G — одна из конечных простых классических групп
PSLn(q), PSUn(q), PSpn(q) для четного n, PΩn(q) для нечетных n и q и PΩε

n(q) для четного n,
где ε ∈ {+,−}. Будем обозначать через V векторное пространство размерности n над полем F
с соответствующей билинейной или квадратичной формой, ассоциированное с группой G, где
F = Fq для линейных, симплектических и ортогональных групп и F = Fq2 для унитарных
групп. В случае группы PΩε

n(q) для четного n параметр ε называется знаком этой группы и
соответствующего ей векторного пространства V и обозначается через sign(V ). Для каждого
невырожденного подпространства U четной размерности m из V определяется также знак
υ = sign(U) [17, гл. 2]. Положим

D(U) = Dυ
m(q) =

{

1, если υ = + и (q − 1)m/4 четно или υ = − и (q − 1)m/4 нечетно,

−1 в противном случае.

Важную роль в рассуждениях будет играть функция ψ, введенная в [6]. Напомним ее опре-
деление. Пусть M — множество всех последовательностей (x0, x1, . . . , xn, . . .), где xi ∈ {0, 1}
для всех i, с конечным числом ненулевых компонент. Введем на M естественный частичный
порядок ≥, считая 1 ≥ 0, а для u = (u0, u1, . . . , un, . . .), v = (v0, v1, . . . , vn, . . .) из M полагая
u ≥ v тогда и только тогда, когда ui ≥ vi для всех i. Через ψ обозначаем функцию, ко-
торая ставит в соответствие каждому целому неотрицательному числу s последовательность
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(s0, s1, . . . , sk, . . .) из M такую, что sksk−1 . . . s0 — запись числа s в двоичной системе счисления
и sn = 0 для всех n > k.

Лемма 1. Пусть G = PGL2(q), где q = pf ≥ 5 и p — нечетное простое число. Тогда мак-

симальные подгруппы группы G, которые не содержат Soc(G), представлены в следующем

списке:

(1) (Cp)
f ⋋ Cq−1;

(2) D2(q−1), где q 6= 5;

(3) D2(q+1);

(4) S4, где q = p ≡ ±3 (mod 8);

(5) PGL2(q0), где q = qr0 и r — нечетное простое число.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Следует, например, из [14, табл. 8.7]. См. также [15, теорема 3.5].

Лемма 2. Пусть q > 1 и n — натуральные числа, r — нечетное простое число такое,

что (q, r) = 1. Пусть e = e(q, r) — наименьшее натуральное число такое, что qe ≡ 1 (mod r).
Справедливы следующие утверждения:

(1) (n!)r = rα, где α =

∞
∑

i=1

[n/ri];

(2)

n
∏

i=1

(qi − 1)r = (qe − 1)[n/e]r ([n/e]!)r ;

(3)

n
∏

i=1

(qi − 1)r = (n!)r тогда и только тогда, когда e = r − 1, (qr−1 − 1)r = r и [n/r] =

[n/(r − 1)].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждения (1) и (2) хорошо известны (см, например, [21,
лемма 2; 20, лемма 2.6]). Докажем (3). Заметим сначала, что для любых m ∈ N и x ∈ R

выполнено равенство

[[x]/m] = [x/m]. (2.1)

Действительно, так как [x] ≤ x, левая часть равенства (2.1) не превосходит его правой части.
Допустим, что левая часть строго меньше. Тогда [x]/m < [x/m], откуда получаем [x] < m[x/m]
и x < m[x/m] ≤ m · (x/m) = x; противоречие.

Пусть A =

n
∏

i=1

(qi − 1)r. Тогда по утв. (2) и согласно малой теореме Ферма

A = (qe − 1)[n/e]r ([n/e]!)r ≥ r[n/e]([n/e]!)r ≥ r[n/(r−1)]([n/(r − 1)]!)r ≥ r[n/r]([n/r]!)r = rβ, (2.2)

где с учетом (1) и равенства (2.1) для x = n/r и m = ri

β = [n/r] +

∞
∑

i=1

[

[n/r]/ri
]

= [n/r] +

∞
∑

i=1

[

n/ri+1
]

=

∞
∑

i=1

[

n/ri
]

= logr(n!)r.

Поэтому A ≥ (n!)r, причем неравенство строгое тогда и только тогда, когда строгим является
хотя бы одно из неравенств в цепочке (2.2) или, эквивалентно, тогда и только тогда, когда
строгим является хотя бы одно из неравенств r− 1 ≥ e, (qe− 1)r ≥ r или [n/(r− 1)] ≥ [n/r].
Лемма доказана.
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3. Доказательство теоремы

Используя классификацию конечных простых групп, для каждой известной простой груп-
пы S мы либо с помощью предложения 1 покажем, что S 6∈ A(2′), либо построим группу
G ∈ V(2′) такую, что S = Soc(G).

1. Пусть S изоморфна одной из 26 спорадических групп или группе Титса 2F4(2)
′. Вви-

ду [13] если S ∈ {J1,M23}, то все максимальные подгруппы нечетных индексов холловы в S.
Если S 6∈ {J1,M23}, то в S есть максимальная подгруппа нечетного индекса X, не являющаяся
холловой, класс сопряженности которой инвариантен относительно Aut(S). Значит, S 6∈ A(2′)
ввиду предложения 1.

2. Пусть S ∼= An при n ≥ 5. Ввиду [13] группа A6
∼= PSL2(9), принадлежащая списку из

утв. (i) теоремы, содержит максимальную подгруппу, изоморфную S4 и не являющуюся холло-
вой. Однако все максимальные подгруппы нечетных индексов группы Aut(A6) изоморфны ее
силовским 2-подгруппам, следовательно холловы. Для группы A6

∼= PSL2(9), тем самым, име-
ет место утв. (ii). Далее будем считать, что n 6= 6 и, следовательно, Aut(An) = Sn. Поскольку
A8

∼= PSL4(2), положим n 6= 8, а группу A8 рассмотрим в п. 3.3.3.

2.1. Пусть n = 2w +1 и X — максимальная подгруппа нечетного индекса в S. Тогда ввиду
основного результата [7] имеем X ∼= (Sm × Sn−m) ∩ An и ψ(n) ≥ ψ(m). Отсюда m ∈ {1, n − 1}
и |S : X| = n. Рассуждая, как в [9, предложение 3], показываем, что класс сопряженности
подгруппы X в S инвариантен относительно Aut(S). Теперь заметим, что если n — простое
число, то n не делит порядок X, и, следовательно, X — холлова подгруппа в S. Если n не
является простым числом, то подгруппаX не холлова, поэтому S 6∈ A(2′) ввиду предложения 1.

2.2. Предположим, что n не является ни числом вида 2w + 1, ни степенью числа 2. Пусть
m — наибольшее число такое, что ψ(n) ≥ ψ(m) и m < n/2, если n 6= 7; и пусть m = 5, если
n = 7. Тогда 1 < m 6= n/2. Рассмотрим подгруппу X = K ∩ S, где Sn > K ∼= Sm × Sn−m.
Рассуждая, как в [9, предложение 3], показываем, что класс сопряженности подгруппы X в S
инвариантен относительно Aut(S). Ввиду [7] подгруппа X является максимальной подгруппой
нечетного индекса в S. Легко понять, что подгруппа X неразрешима и ввиду [21] не является
холловой подгруппой в S. Поэтому S 6∈ A(2′) ввиду предложения 1.

2.3. Пусть n = 2w > 8. Рассмотрим в S подгруппу X = K ∩S, где Sn > K ∼= Sn/2 ≀ S2. За-
метим, что X = NS(X1), где X1

∼= (Sn/2×Sn/2)∩An, и класс сопряженности подгруппы X1 в S
инвариантен относительно Aut(S). Отсюда класс сопряженности подгруппы X в S инвариан-
тен относительно Aut(S). Легко понять, что при n > 8 подгруппа X неразрешима и ввиду [21]
не является холловой подгруппой в S. Ввиду основного результата [7] подгруппа X является
максимальной подгруппой нечетного индекса в S. Поэтому S 6∈ A(2′) ввиду предложения.

3. Пусть S ∼= PSLn(q), где q = pl, p — простое число, n ≥ 2 и (n, q) 6= (2, 2), (2, 3).

3.1. Рассмотрим случай n = 2.

3.1.1. Пусть p = 2. Заметим, что группа S изоморфна группе из п. (1) утв. (i) теоремы.
Следовательно, мы должны показать, что в рассматриваемом случае выполнено утв. (ii). Вви-
ду [18] если H — максимальная подгруппа нечетного индекса в S, то H — параболическая
максимальная подгруппа в S. Ввиду [14, табл. 8.1] имеем H ∼= C l

p ⋋ Cq−1; легко понять, что
H — холлова подгруппа в S. Таким образом, имеет место утв. (ii), в котором G = S.

3.1.2. Пусть p нечетно и l > 1 — степень двойки. Случай PSL2(9) ∼= A6 рассмотрен в
п. 2. Группа S принадлежит списку из утв. (i) теоремы. Покажем, что в качестве G в утв. (ii)
можно взять группу PGL2(q). Заметим, что q ≡ 1 (mod 4). Поэтому ввиду леммы 1 если H —
максимальная подгруппа нечетного индекса в группе G = PGL2(q), то H ∼= D2(q−1). Очевидно,
что H — холлова подгруппа в S.

3.1.3. Пусть p нечетно, l > 1 не является степенью двойки и r — нечетный простой дели-
тель числа l. Рассмотрим подгруппу X = NS(CS(σ)), где σ — полевой автоморфизм простого
порядка r группы S. Ввиду [14, табл. 8.1] подгруппа X является максимальной подгруппой
в S, класс сопряженности которой в S инвариантен относительно Aut(S). Ввиду [18] индекс
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|S : X| нечетен. Заметим, что числа 2, 3 и p делят порядок X, поэтому ввиду [12, теорема 1.2]
подгруппа X не холлова в S. Значит, S 6∈ A(2′) ввиду предложения 1.

3.1.4. Пусть p ≡ ±3 (mod 8) и l = 1. Рассмотрим подгруппу X = NS(P ), где P — силовская
2-подгруппа группы S. Ввиду [3, следствие] имеем X ∼= A4. Заметим, что класс сопряженности
подгруппы X в S инвариантен относительно Aut(S) и индекс |S : X| нечетен. Рассмотрим все
возможные остатки числа p по модулю 72. Простота p влечет, что эти остатки не кратны 3.

Если p ≡ 5, 11, 13, 29, 43, 59, 61, 67 (mod 72), т. е. S — группа из п. (2) утв. (i) теоремы, то
рассмотрим группу G = PGL2(p). Если H — максимальная подгруппа в G, то лемма 1 влечет,
что H изоморфна одной из следующих групп: PSL2(p), Cp⋋Cp−1, D2(p−1) (если p 6= 5), D2(p+1)

или S4. Легко понять, что если индекс |G : H| нечетен, то H — холлова подгруппа в G ввиду
ограничений на p.

Если p ≡ 19, 35, 37, 53 (mod 72), то порядок X и индекс |S : X| делятся на 3. Кроме того,
ввиду [14, табл. 8.7] либо X — максимальная подгруппа в S, либо X < Y ∼= A5 < S и снова
порядок Y и индекс |S : Y | делятся на 3. Значит, S 6∈ A(2′) ввиду предложения 1.

3.1.5. Пусть p ≡ ±1 (mod 8) и l = 1, и поэтому S — группа из п. (2) утв. (i) теоремы. По
лемме 1 если H — максимальная подгруппа группы G = PGL2(p), то H изоморфна одной из
следующих групп: PSL2(p), Cp ⋋ Cp−1, D2(p−1) или D2(p+1). Легко понять, что если индекс
|G : H| нечетен, то H — холлова подгруппа в G.

3.2. Пусть q нечетно и n ≥ 3.
3.2.1. Пусть либо n не является ни степенью числа 2, ни простым числом Ферма, либо

n — простое число Ферма вида 2w + 1, делящее q − 1. Пусть m — наибольшее число такое,
что ψ(n) ≥ ψ(m) и m < n/2, если n 6= 7, и пусть m = 2, если n = 7. Тогда 1 < m <
n/2 или n — простое число Ферма и m = 1. Рассмотрим стабилизатор X в S разложения
V = V1 ⊕ V2 в прямую сумму подпространств V1 и V2, где dimV1 = m и dimV2 = n − m.
Ввиду [17, табл. 3.5.A, предложение 4.1.4] класс сопряженности XS инвариантен относительно
Aut(S). Ввиду [8, предложение 1] подгруппа X является подгруппой нечетного индекса в S.
Поскольку числа 2, 3 и p делят порядок X, из [12, теорема 1.2] следует, что любая подгруппа Y
такая, что X ≤ Y < S, не является холловой в S. Значит, S 6∈ A(2′) ввиду предложения 1.

3.2.2. Пусть n — простое число Ферма вида 2w + 1, не делящее q − 1. Из [8] заключаем,
что любая подгруппа нечетного индекса в S является либо стабилизатором подпространства
размерности 1 или n − 1, либо стабилизатором разложения V =

⊕

Vi в прямую сумму под-
пространств Vi размерности 1, либо совпадает с NS(CS(σ)), где σ — полевой автоморфизм
простого порядка r группы S. Если S допускает полевой автоморфизм σ нечетного просто-
го порядка, то X = NS(CS(σ)) — не холлова максимальная подгруппа, класс сопряженности
которой в S инвариантен относительно Aut(S). Поэтому считаем, что q = pl, где l = 2u.

Ввиду того что n не делит q − 1, стабилизатор в S подпространства размерности 1 или
n− 1 является холловой подгруппой в S [12, теорема 1.2].

Рассмотрим в качестве X стабилизатор разложения V =
⊕

Vi в прямую сумму подпро-
странств Vi размерности 1. Ввиду [17, табл. 3.5.A, предложение 4.5.3; 14, табл. 8.3, 8.18] под-
группа X является максимальной подгруппой в S, класс сопряженности которой в S инвари-
антен относительно Aut(S). Подгруппа X имеет нечетный индекс в S в том и только в том
случае, когда q−1 делится на 4 (см. [8]). Согласно [20, лемма 4.3] (см. также [1, теорема 8.2]) и
с учетом [12, теорема 1.2] подгруппа X холлова в S тогда и только тогда, когда p не делит |X|
(эквивалентно, p > n), q ≡ 1 (mod 12) при n > 3, и для любого нечетного простого делителя r
порядка группы Sn либо r делит q − 1, либо |Sn|r = |S|r. Заметим, что последнее равенство
должно, в частности, выполняться при r = n, поскольку мы считаем, что n не делит q − 1.
Допустим, что u ≥ 1. Тогда в соответствии с малой теоремой Ферма числа qn−1 − 1 и

q(n−1)/2 − 1 = p2
u
·2w−1

− 1 = p2
u−1

·2w − 1 = (p2
u−1

)n−1 − 1

делятся на n и |S|n ≥ n2 > n = |Sn|n; противоречие. Следовательно, q = p — простое число.
Далее, по лемме 2(3) равенство |Sn|r = |S|r для простого нечетного числа r эквивалентно
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условию [n/r] = [n/(r − 1)], (pr−1 − 1)r = r и r − 1 = min{i ∈ N | pi ≡ 1 (mod r)}. Наконец,
остается заметить, что если для r = 3 выполнено условие [n/3] = [n/r] = [n/(r − 1)] = [n/2],
то n ≤ 3. Поэтому при n > 3 не выполнено условие [n/r] = [n/(r − 1)] при r = 3, и холловость
подгруппы X эквивалентна тому, что q ≡ 1 (mod 4) и для любого простого числа r ≤ n либо
r делит q − 1, либо [n/r] = [n/(r − 1)], (pr−1 − 1)r = r и r − 1 = min{i ∈ N | pi ≡ 1 (mod r)}.

Таким образом, либо S — группа из п. (5) в утв. (i) теоремы, либо в S есть Aut(S) —
инвариантный класс сопряженности максимальных нехолловых подгрупп нечетного индекса
и S 6∈ A(2′) .

3.2.3. Пусть n = 2w ≥ 4. Пусть X — стабилизатор в S разложения V =
⊕

Vi в прямую
сумму подпространств Vi размерности 2. Из доказательства [6, теорема 7] следует, что индекс
|S : X| нечетен. Ввиду [17, табл. 3.5.A, предложение 4.2.9; 14, табл. 8.4, 8.44] класс сопря-
женности XS инвариантен относительно Aut(S) и X является максимальной подгруппой в S,
если (n, q) 6= (4, 3). Заметим, что числа 2, 3 и p делят порядок X, поэтому ввиду [12, теоре-
ма 1.2] любая подгруппа Y такая, что X ≤ Y < S, не холлова в S. Значит, S 6∈ A(2′) ввиду
предложения 1.

3.3. Пусть p = 2 и n ≥ 3.

3.3.1. Пусть n = 3 и l четно. Тогда (q − 1, n) = 3. Пусть X — стабилизатор в S пары
подпространств V1 и V2 из V , где V1 < V2, dimV1 = 1 и dimV2 = 2. Ввиду [18] индекс |S : X|
нечетен. Как и в доказательстве [9, предложение 5], показываем, что подгруппа X находится
в условиях предложения 1, поэтому S 6∈ A(2′).

3.3.2. Пусть n = 3 и l нечетно, т. е. S — группа из п. (3) утв. (i) теоремы. Тогда (q − 1, 3) = 1.
Ввиду [18; 4, § 2] если H — максимальная подгруппа нечетного индекса в S, то H — стаби-
лизатор в S подпространства размерности 1 или 2 пространства V . Ввиду [12, теорема 12.2]
имеем, что H — холлова подгруппа в S и выполнено утв. (ii).

3.3.3. Пусть n = 4. Пусть X — стабилизатор в S пары подпространств V1 и V2 из V , где
V1 < V2, dimV1 = 1 и dimV2 = 3. Ввиду [18] индекс |S : X| нечетен. Как и в доказательстве
[9, предложение 5], показываем, что подгруппа X удовлетворяет условиям предложения 1,
поэтому S 6∈ A(2′).

3.3.4. Пусть n = 5. Если l делится на 4, то (q−1, n) = 5. Пусть X — стабилизатор в S пары
подпространств V1 и V2 из V , где V1 < V2, dimV1 = 1 и dimV2 = 4. Это параболическая под-
группа в S, класс сопряженности XS инвариантен относительно Aut(S) ввиду [17, табл. 3.5.A,
предложение 4.1.22; 4, § 2]. Ввиду [18] индекс |S : X| нечетен. Собственные надгруппы подгруп-
пы X — стабилизатор Y1 в S подпространства V1 и стабилизатор Y2 в S подпространства V2.
Ввиду [12, теорема 11.2] подгруппы X, Y1 и Y2 не холловы в S. Значит, S 6∈ A(2′) ввиду пред-
ложения 1. Пусть l не делится на 4 и, следовательно, S — группа из п. (4) утв. (i) теоремы.
Тогда (q − 1, 5) = 1. Ввиду [18; 2, § 2] если H — максимальная подгруппа нечетного индекса в
S, то H — стабилизатор в S подпространства размерности m пространства V , где 1 ≤ m ≤ 4.
Ввиду [12, теоремы 11.2, 12.2] имеем, что H — холлова подгруппа в S. Таким образом, имеет
место утв. (ii), в котором G = S.

3.3.5. Пусть n ≥ 6. Пусть X — стабилизатор в S пары подпространств V1 и V2 из V , где
V1 < V2, dimV1 = 2 и dimV2 = n− 2. Как и в доказательстве [9, предложение 5], показываем,
что подгруппа X находится в условиях предложения 1, поэтому S 6∈ A(2′).

4. Пусть S ∼= PSUn(q), где q = pl, p — простое число, n ≥ 3 и (n, q) 6= (3, 2).

4.1. Пусть p = 2. Пусть X — стабилизатор в S вполне изотропного подпространства U раз-
мерности 1 из V . Ввиду [18] индекс |S : X| нечетен. Как и в доказательстве [9, предложение 6],
показываем, что подгруппа X находится в условиях предложения 1, поэтому S 6∈ A(2′).

4.2. Пусть p нечетно и n не является степенью числа 2. Тогда существует натуральное чис-
ло m такое, что 1 ≤ m ≤ n− 1 и ψ(n) ≥ ψ(m). Пусть X — стабилизатор в S невырожденного
подпространства U размерности m из V . Ввиду [6, теорема 3] индекс |S : X| нечетен. Из [17,
табл. 3.5.В, предложение 4.1.4; 14, табл. 8.5, 8.20, 8.26, 8.37, 8.56, 8.62, 8.72, 8.78] следует, что X
является максимальной подгруппой в S, класс сопряженности XS которой инвариантен отно-
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сительно Aut(S). Заметим, что числа 2, 3 и p делят порядок X, поэтому ввиду [12, теорема 1.2]
подгруппа X не холлова в S. Значит, S 6∈ A(2′) ввиду предложения 1.

4.3. Пусть p нечетно и n ≥ 4 является степенью числа 2. Пусть X — стабилизатор в S
ортогонального разложения V =

⊕

Vi в прямую сумму n/2 изометричных подпространств Vi
размерности 2. Ввиду [6, теорема 8] индекс |S : X| нечетен. Из [17, табл. 3.5.В, предложе-
ние 4.2.; 14, табл. 8.10, 8.46] следует, что X является максимальной подгруппой в S, класс
сопряженности XS которой инвариантен относительно Aut(S). Заметим, что числа 2, 3 и p де-
лят порядок X, поэтому ввиду [12, теорема 1.2] подгруппа X не холлова в S. Значит, S 6∈ A(2′)
ввиду предложения 1.

5. Пусть S ∼= PSp2n(q), где q = pl, p — простое число, n ≥ 2 и (n, q) 6= (2, 2).

5.1. Пусть (n, p) = (2, 2). Заметим, что группа S изоморфна группе из п. (6) утв. (i) теоре-
мы. Следовательно, мы должны показать, что в рассматриваемом случае выполнено утв. (ii).
Рассмотрим группу G такую, что S E G ≤ Aut(S) и G/S ∈ Syl2(Out(S)). Ввиду [18] если
H — максимальная подгруппа нечетного индекса в G, то X = S ∩ H является параболиче-
ской подгруппой в S. Ввиду [4, § 2; 14, табл. 8.14] подгруппа X является нормализатором в
G подгруппы Бореля из S. Легко понять, что H = NG(X), G = SH и |G : H| = |S : X|. Из
[1, теорема 8.4] следует, что подгруппа X холлова в S, кроме того, индекс |G : S| является
степенью числа 2. Значит, H — холлова подгруппа в G.

5.2. Пусть p = 2 и n > 2. Пусть X — стабилизатор в S вполне изотропного подпростран-
ства U размерности 2 из V . Ввиду [18] индекс |S : X| нечетен. Как и в доказательстве [9,
предложение 7], показываем, что подгруппа X находится в условиях предложения 1, поэтому
S 6∈ A(2′).

5.3. Пусть p нечетно. Пусть X — стабилизатор в S ортогонального разложения V =
⊕

Vi в
прямую сумму n изометричных подпространств Vi размерности 2. Ввиду [6, теорема 9] индекс
|S : X| нечетен. Из [17, табл. 3.5.C, предложение 4.2.10; 14, табл. 8.12, 8.28, 8.48, 8.64, 8.80]
следует, что X является максимальной подгруппой в S, класс сопряженности XS которой
инвариантен относительно Aut(S). Заметим, что числа 2, 3 и p делят порядок X, поэтому
ввиду [12, теорема 1.2] подгруппа X не холлова в S. Значит, S 6∈ A(2′) ввиду предложения 1.

6. Пусть S ∼= PΩ2n+1(q), где n ≥ 3 и q нечетно. Пусть X — стабилизатор в S невырож-
денного подпространства U размерности 2n из V такого, что D(U) = 1. Ввиду [6, теорема 5]
индекс |S : X| нечетен. Из [17, табл. 3.5.D, предложение 4.1.6; 14, табл. 8.39, 8.58, 8.74] следует,
что X является максимальной подгруппой в S, класс сопряженности XS которой инвариантен
относительно Aut(S). По [12, теорема 1.2] подгруппа X не холлова в S. Значит, S 6∈ A(2′) ввиду
предложения 1.

7. Пусть S ∼= PΩε
2n(q), где q = pl, p — простое число, n ≥ 4 и ε ∈ {+,−}.

7.1. Пусть q четно. Выберем подгруппу X так же, как и в доказательствах [9, предло-
жения 9, 10]. Ввиду [18] индекс |S : X| нечетен. Как и в доказательстве [9, предложение 5],
показываем, что подгруппа X находится в условиях предложения 1, поэтому S 6∈ A(2′).

7.2. Пусть q нечетно и D(V ) = −1. Рассмотрим подгруппу X — стабилизатор в S невырож-
денного подпространства U размерности 2 из V такого, что D(U) = −1. Ввиду [6, теорема 6]
индекс |S : X| нечетен. Из [17, табл. 3.5.(E,F), предложение 4.1.6] следует, что класс сопряжен-
ности XS инвариантен относительно Aut(S) и числа 2, 3 и p делят |X|. По [12, теорема 1.2]
любая подгруппа Y такая, что X ≤ Y < S не холлова в S. Значит, S 6∈ A(2′) ввиду предложе-
ния 1.

7.3. Пусть q нечетно и D(V ) = 1. Тогда либо ε = + и n(q − 1)/4 четно, либо ε = − и
n(q − 1)/4 нечетно.

Если n ≡ 2 (mod 4), то рассмотрим стабилизатор X двумерного подпространства U та-
кого, что D(U) = 1 (знак подбирается). Класс сопряженности XS этой подгруппы Aut(S)-
инвариантен [17, табл. 3.5.(E,F), предложение 4.1.6], ее порядок делится на 2, 3 и p, а индекс
нечетен [6, теорема 11]. По [12, теорема 1.2] любая подгруппа Y такая, что X ≤ Y < S, не
холлова в S.
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Если n ≡ 0 (mod 4), то ε = +. Рассмотрим в качестве X стабилизатор ортогонального раз-
ложения пространства V в сумму изометричных подпространств Vi размерности 4 и знака +.
Заметим, что D(Vi) = 1. Это максимальная в S подгруппа, класс сопряженности XS которой
Aut(S)-инвариантен [17, табл. 3.5.E, предложение 4.2.11; 14, табл. 8.50], ее порядок делится на
2, 3 и p, а индекс нечетен [6, теорема 11]. По [12, теорема 1.2] X не является холловой.

Таким образом, S 6∈ A(2′) ввиду предложения 1.
8. Пусть S ∈ {E8(q), E7(q), F4(q),

2E6(q
2), 3D4(q

3), 2F4(2
2n+1), G2(2

w), 2G2(3
2n+1)}.

8.1. Пусть q четно. Рассмотрим в S параболическую подгруппу X, как указано в [9, предло-
жения 11, 13, 14]. Класс сопряженности XS инвариантен относительно Aut(S) (см. [2, III]). Вви-
ду [18] индекс |S : X| нечетен. По [12, теорема 1.2] любая подгруппа Y такая, что X ≤ Y < S,
не холлова в S. Значит, S 6∈ A(2′) ввиду предложения 1.

8.2. Пусть q нечетно. Ввиду [18] в S найдется подгруппа X, индекс которой нечетен, а
порядок делится на числа 2, 3 и p, откуда по [12, теорема 1.2] имеем, что подгруппа X не
холлова в S. Из замечания после основной теоремы в [18] следует, что класс сопряженности XS

инвариантен относительно Aut(S). Значит, S 6∈ A(2′) ввиду предложения 1.
9. Пусть S ∼= E6(q).

9.1. Пусть q четно. Рассмотрим в S параболическую максимальную подгруппу X, как
указано в [9, предложение 12]. Ввиду [18] индекс |S : X| нечетен. Как и в доказательстве
[9, предложение 12], показываем, что подгруппа X удовлетворяет условиям предложения 1,
поэтому S 6∈ A(2′).

9.2. Пусть q нечетно. Рассмотрим подгруппу X ∼= NS(2 ·PΩ
+
8 (q)). Ввиду [18] индекс |S : X|

нечетен. Из [19, табл. 10.2] следует, что класс сопряженности XS инвариантен относительно
Aut(S). Из [12, теорема 1.2] следует, что в S нет холловых подгрупп, порядки которых делятся
одновременно на 2, 3 и p. Значит, S 6∈ A(2′) ввиду предложения 1.

10. Пусть S = G2(q), где q нечетно. Рассмотрим в S подгруппу X ∼= 2·(PSL2(q)×PSL2(q)),
являющуюся централизатором инволюции в S. Ввиду [14, табл. 8.41, 8.42] X является мак-
симальной подгруппой, класс сопряженности XS которой инвариантен относительно Aut(S).
Ввиду [18] индекс |S : X| нечетен. По [12, теорема 1.2] подгруппа X не холлова в S. Значит,
S 6∈ A(2′) ввиду предложения 1.

11. Пусть S = 2B2(q), где q = 2l и l > 1 нечетно. Заметим, что группа S изоморфна
группе из п. (7) утв. (i) теоремы. Следовательно, мы должны показать, что в рассматриваемом
случае выполнено утв. (ii). Пусть H — максимальная подгруппа нечетного индекса в S. Тогда
ввиду [18] H — подгруппа Бореля группы S, имеющая порядок q(q− 1) и индекс q2 +1. Легко
понять, что H — холлова подгруппа в S. Таким образом, имеет место утв. (ii), в котором
G = S.

Теорема доказана.

Авторы выражают глубокую благодарность А.А. Бутурлакину и А.C. Кондратьеву за по-
лезные консультации, а также и анонимному рецензенту за замечания, позволившие улучшить
первоначальный текст статьи.
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